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Lettres latines

Ag. interface en entrée et en sortie du milieu pour la phase 8 (8 = s, ¢, g), m?
Ag,  interface entre les phases et o (3,0 = 5,4, g) contenue dans le volume élémentaire
représentatif, m?
bs,  vecteur de fermeture qui relie Tﬁ aV{T,)? (B,0=s,4,g9), m
c fraction massique
Cp capacité calorifique, J kg 1. K~!
Ca  nombre capillaire
%;  coefficient de transport macroscopique pour (<T5>B — T%%) pour la phase o
(B,0 =s,0,9), Wm 2K}
énergie interne spécifique
énergie libre spécifique

accélération de la pesanteur, m.s ™2

e

f

g enthalpie libre spécifique (ou énergie libre de Gibbs)
g

h 1

enthalpie spécifique, J.kg™

h%at enthalpie spécifique de la phase 5 (8 = ¢, g) a la température de saturation, J kgt

h? enthalpie spécifique de référence de la phase s, J.kg !

th coefficient effectif de transfert thermique caractérisant 1’échange ((T3)” — T%%) pour
la phase o sur l'interface Ay (8,0,7 = s,4,g), W.m 3. K~

k conductivité thermique, W.m 1K1

k.3 perméabilité relative pour la phase 5 (8 =/, g)

K perméabilité absolue, m?

K élément fini

K3z tenseur principal de conductivité thermique effective pour la phase 3
(B=s,4,9), Wm L K!

K, tenseur couplé de conductivité thermique effective pour la phase (3

(B,0 =s,0,9), Wm 1K}

l; vecteur de périodicité utilisé pour décrire une cellule unitaire, m

lg longueur caractéristique a 1’échelle microscopique associée a la phase 3 (5 = s,4,g), m
L longueur caractéristique a 1’échelle macroscopique, m

m taux d’évaporation, kg.m=3.s7!

n vecteur unitaire normal

ng, vecteur unitaire normal a l'interface Ag,, dirigé de la phase 3 vers la phase o

P pression, Pa

De = (pg)? — (p¢)¢, pression capillaire, Pa
P pression mécanique, Pa

Pe nombre de Péclet

Pr nombre de Prandtl
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flux de conduction thermique, W.m 2

rayon du volume élémentaire représentatif, m
vecteur position, m

nombre de Reynolds

entropie spécifique

variable de fermeture qui relie fﬁ a ((T,) —T%%) (B,0 = s,4,9)
= gy /e, saturation

temps, s

vecteur unitaire tangent

température, K

température de saturation, K

tenseur capillaire

coefficient de transport macroscopique pour (T, )° pour la phase 3 (8,0 = s,£,g), Wm™2.K~!

vitesse, m.s™!

composante horizontale de v, m.s~!

composante verticale de v, m.s™!

volume élémentaire représentatif, m?

volume de la phase 3 (3 = s,/,g) contenu dans V, m3
vitesse de déplacement de l'interface liquide-vapeur, m.s !
abscisse, m

vecteur position, m

vecteur unitaire dirigé selon x

ordonée, m

vecteur position, m

vecteur unitaire dirigé selon y

vecteur unitaire dirigé selon z
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Lettres grecques

a
Ah
A

Indices

2 1

= k/pC,, diffusivité thermique, m=.s~

= h;at — h§%, chaleur latente de vaporisation, J kgt

coefficient de capillarité interne

indicatrice de la phase 8 (8 = s,4,9)

densité, kg.m 3

potentiel chimique de ’espece i

potentiel chimique du mélange

potentiel chimique généralisé

viscosité dynamique, Pa.s

tension interfaciale, N.m ™!

mobilité

parametre de stabilisation pour la formulation SUPG

tenseur des contraintes visqueuses

= V/V, fraction volumique de la phase 5 (5 = s,/ g)

=1 — g, porosité

épaisseur d’une interface vue comme une zone de transition volumique, m
puissance volumique générée dans la phase s, W.m ™3

= 731, grandeur physique v dans la phase 3 (8 = 5,4, g)

moyenne volumique d’une grandeur physique ¢ dans la phase 8 (8 = s,¢,9)
moyenne intrinseque volumique d’une grandeur physique ¢ dans la phase 3 (5 = s,/,g)
=g — ’yﬁ<w5>ﬁ, fluctuation spatiale d’une grandeur ¢ dans la phase 3 (5 = s,¢,9)
domaine

triangulation du domaine €2

phase solide

phase liquide

s
l
g phase vapeur
f

phase fluide

Exposants
* grandeur adimensionnée
0 relatif & une thermodynamique classique (i.e. du premier gradient)

ex  grandeur en exces

sat relatif & la saturation
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Chapitre 1

Introduction générale

Les écoulements avec changement de phase liquide-vapeur dans les milieux poreux interviennent
dans de nombreux domaines de I'industrie. Dans le domaine de 'industrie thermique, ces écou-
lements trouvent une application importante dans ’étude et I’amélioration de la conception des
échangeurs de chaleur. En effet, I'introduction d’une couche poreuse au niveau de la paroi chauf-
fante favorise non seulement l'initiation et I'entretien du régime d’ébullition nuclée mais contri-
bue également au rendement de I’échangeur en augmentant sa surface d’échange. Le domaine de
I'industrie spatiale est également intéressé par des échangeurs thermiques compacts présentant
une grande surface d’échange pour, par exemple, diminuer le gradient de température dans les
satellites. Dans le domaine de I'industrie géothermique, 1’étude et la prédiction des écoulements
liquide-vapeur en milieux poreux jouent un role important dans 1’élaboration et ’optimisation
des procédés d’extraction de vapeur des réservoirs fracturés surchauffés. De nombreux autres
domaines sont concernés comme par exemple le séchage des produits agro-alimentaires ou des
déchets organiques.

Dans le domaine de I'industrie nucléaire, les écoulements liquide-vapeur en milieux poreux oc-
cupent une place importante dans les études de streté. Les deux principaux problemes concernés
sont le stockage souterrain de déchets radioactifs et, pour des situations accidentelles potentielles,
le refroidissement d’un lit de débris dans un coeur de réacteur dégradé. Ce travail de thése s’ins-
crit dans cette derniere problématique et se propose de contribuer a la description macroscopique
des transferts de masse et de chaleur dans les milieux poreux surchauffés parcourus par un écou-
lement liquide-vapeur avec changement de phase.

Dans ce chapitre introductif, nous précisons dans un premier temps la problématique posée dans
le contexte de la stireté nucléaire. Apres avoir identifié les différentes échelles de description du
probleme, de I’échelle du pore jusqu’a ’échelle du réacteur, nous introduisons la notion de mi-
lieu continu effectif qui consiste & représenter le milieu poreux par un milieu continu a ’échelle
du réacteur caractérisé par des propriétés de transport effectives. Nous présentons ensuite une
revue des différents modeles proposés dans la littérature pour la description macroscopique des
transferts de chaleur. Cette présentation nous permet d’évoquer certaines limites et difficul-
tés actuelles qui justifient la démarche suivie dans ce travail. Dans un deuxiéme temps, nous
illustrons l'intérét de recourir a la simulation numérique directe de ’écoulement liquide-vapeur
a ’échelle du pore pour 'estimation des propriétés effectives et nous présentons quelques mé-
thodes de simulation numérique directe. Enfin, la derniere partie de ce chapitre est consacrée
aux motivations et aux objectifs de ce travail de these.
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1.1 Problématique en siireté nucléaire

Pour un coeur de réacteur a eau pressurisée en situation accidentelle, un des scénarios possibles
appelé scénario LOCA (Loss Of Coolant Accident) est la perte du réfrigérant dans le circuit
primaire du réacteur. Cette perte peut par exemple provenir d’un défaut d’une pompe ou d’une
breche dans le circuit primaire. Alors qu’en fonctionnement nominal, I’énergie dégagée par les
réactions de fission des noyaux d’uranium est extraite par 'intermédiaire du fluide caloporteur,
une situation accidentelle de type LOCA entraine un échauffement rapide du coeur. La séquence
d’évenements suivant ce scénario accidentel dépend de nombreux facteurs telles que I'importance
de la taille de la bréche ou bien les mesures de sécurité mises en oeuvre. Cependant, suite a
laccident de Three Mile Island [29] ainsi qu’a partir d’études expérimentales [32, 74], les étapes
successives d’un scénario type sont maintenant bien identifiées.

A la suite d’une perte de réfrigérant, I’échauffement du coeur conduit dans un premier temps a
une production de vapeur. Le coeur se découvre ainsi progressivement non seulement en raison
de la perte d’alimentation mais aussi en raison de I’évaporation. Cet assechement partiel de la
cuve entralne une montée en température des assemblages et conduit a I’oxydation par la vapeur
des gaines contenant le combustible. La réaction d’oxydation des gaines formées par un alliage &
base de zirconium (Zr) entraine la formation d'une couche d’oxyde de zircone (ZrO2) qui modi-
fie les propriétés mécaniques de la gaine et la rend moins résistante. Cette réaction d’oxydation
contribue & la montée en température du coeur en raison de son caractere fortement exother-
mique (Pénergie dégagée est comparable & la puissance résiduelle). D’autre part, la présence d’'un
incondensable (Hg) dans le circuit conduit & une diminution des échanges de chaleur.

Au cours de cette situation accidentelle, I'échauffement important du coeur entraine le gonflement
et I’éclatement des gaines ainsi que la fusion progressive du coeur. A la suite de la fusion du coeur,
il se forme un mélange de matériaux fondus appelé corium, constitué principalement d’oxyde
d’uranium (UOz), de zircone (ZrOs) et de zirconium (Zr), qui se relocalise dans les régions plus
froides, précédé par une crotite solide métallique. Aprés une dégradation importante des crayons,
les pastilles combustibles s’effondrent et s’accumulent sur la crotte solide du bain de corium.
Les fragments de pastilles accumulés forment alors ce que 1'on appelle un lit de débris, la taille
caractéristique de ces débris est de quelques millimetres. A la suite de cette séquence, un autre
type de lit de débris peut se présenter en fond de cuve. En effet, la puissance résiduelle dégagée
par les produits de fission au sein des fragments de pastilles et du bain de corium liquide est
une source de chaleur continue qui induit une extension du bain de corium jusqu’a une rupture
partielle de la croute solide. Les matériaux fondus peuvent alors se relocaliser vers le fond de
cuve ou de 'eau est encore présente et la fragmentation du jet de corium liquide au contact de
I’eau résiduelle forme également un lit de débris. La taille caractéristique de ces débris peut alors
étre de quelques millimetres & quelques centaines de microns en cas de fragmentation fine.

Pour ces deux types de lits de débris, on peut aboutir & un assechement partiel ou complet du
coeur dégradé. La puissance résiduelle dégagée au sein des fragments de combustible peut alors
étre évacuée en renvoyant de I’eau. En cas d’impossibilité, les débris fondent et il se forme un
bain de corium liquide a haute température difficilement refroidissable dans le fond de cuve. Le
fond de cuve est alors soumis a de fortes contraintes thermiques pouvant conduire a une ablation
partielle ou totale et donc sa destruction.

Dans le cadre des études de stireté, une analyse détaillée du comportement du lit de débris s’avere
étre particulierement importante. En effet, comme cela a été souligné par Mayr et al. [102],
le refroidissement du lit de débris constitue une étape importante de la séquence accidentelle
car cette étape participe a une possible limitation du processus de dégradation. Une analyse
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détaillée du comportement du lit de débris et de son renoyage, en fonction des caractéristiques
géométriques du milieu et du mode d’injection d’eau, est donc primordiale pour évaluer et
proposer des mesures de sécurité & mettre en oeuvre au cours d’une situation accidentelle.

Figure 1.1: Schématisation d’un coeur de réacteur non dégradé et fortement dégradé

Figure 1.2: Illustration du fond de cuve d’un coeur dégradé : fragmentation du jet de corium
liquide et lit de débris

Nous avons déja signalé que la problématique posée dans le contexte de la streté nucléaire ren-
trait dans le cadre plus général des problemes d’ébullition en milieux poreux surchauffés. Les
problemes de transport en milieux poreux sont généralement décrits a une échelle de longueur
dite macroscopique bien plus grande que ’échelle caractéristique du pore. Comme nous ’avons
déja précisé, ce travail de these porte sur la modélisation macroscopique des transferts de masse et
de chaleur dans les milieux poreux surchauffés parcourus par un écoulement liquide-vapeur avec
changement de phase. La démarche menée dans ce travail permettra en particulier de prendre
en compte, d’une maniere claire, l'influence de la structure de ’écoulement (topologie des inter-
faces liquide-vapeur, régime d’écoulement, ...) sur les propriétés de transport macroscopiques.
Le modele macroscopique développé a pour objectif de contribuer au développement du code de
calcul ICARE-CATHARE, qui simule les différentes phases de la dégradation accidentelle d’un
réacteur. Des simulations & 1’échelle du réacteur permettront ainsi d’estimer les limites de refroi-
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dissement et d’étudier les conditions de renoyage des débris dans un coeur de réacteur en état
d’endommagement avancé. Les résultats obtenus dans ce travail ne sont cependant pas restreints
aux problemes de dénoyage et de renoyage des lits de débris mais pourront s’appliquer, comme
nous le verrons plus loin, a des géométries non dégradées et a d’autres problemes d’ébullition en
milieux poreux mettant en jeu une source de chaleur et des nivaux de températures importants
comme par exemple les problemes de séchage micro-onde.

1.2 De I’échelle locale a 1’échelle macroscopique

1.2.1 Les différentes échelles du probleme

Les écoulements et les transferts de masse et de chaleur avec changement de phase liquide-
vapeur dans les milieux poreux mettent en jeu plusieurs échelles d’observation. Dans ce travail,
on distingue les deux principales échelles suivantes :

- L’échelle microscopique, ou échelle du pore, dont la longueur caractéristique £ est générale-
ment assimilée au diametre moyen des pores ou des particules.

- L’échelle macroscopique, représentée par la longueur L, associée a la longueur caractéristique
des phénomenes observés, correspondant ici a ’échelle du réacteur.

Dans d’autres domaines, la multiplicité des échelles peut étre plus importante, c’est le cas par
exemple pour les probléemes relatifs au séchage [73] et pour les études portant sur des milieux
poreux fracturés telles que les extractions pétrolieres [92] ou géothermiques [155]. D’une maniére
plus générale, ces milieux sont qualifiés de milieux poreux hétérogenes [121] dans le sens ou les
propriétés moyennes, telle que la porosité, présentent des hétérogénéités locales et dépendent du
point considéré a I’échelle macroscopique. Dans le cadre des problemes de dénoyage et de renoyage
des lits de débris, ces hétérogénéités peuvent par exemple provenir d’une forte variation de la
taille des débris ou bien de la présence de canaux de vapeur dans la partie supérieure du lit. En
effet, pour un milieu non consolidé chauffé dans son volume et pour de petites particules (i.e.
diametre inférieur au millimetre), Naik et Dhir [109] ont observé expérimentalement la formation
de canaux de vapeur dus a une surpression en phase vapeur qui modifie 'arrangement du milieu.
Ainsi, ces hétérogénéités d’origine thermique et hydrodynamique sont caractérisées par une forte
augmentation de la porosité. Evidemment I’homogénéité ou I’hétérogénéité du milieu dépend de
la taille du volume élémentaire représentatif sur lequel sont définies les propriétés moyennes.
Nous supposerons ici qu’il existe un volume élémentaire représentatif tel que le lit de débris
puisse étre considéré a la grande échelle comme un milieu poreux homogene et, par conséquent,
seules I’échelle du pore et la grande échelle L seront distinguées.

A TDéchelle du pore, la structure de 1’écoulement ainsi que la topologie des interfaces liquide-
vapeur et leurs intéractions avec la matrice solide (lignes de contact, détachement des bulles
de vapeur des surfaces solides, ...) rendent le probléme extrémement complexe. L’ensemble des
phénomenes mis en jeu a I’échelle microscopique sont a la base des phénomenes impliqués a
I’échelle macroscopique, c’est-a-dire a I’échelle du lit de débris. Cependant, devant la complexité
du probleme a I’échelle microscopique et les limitations actuelles des calculateurs, il n’est pas
envisageable de résoudre directement le probleme posé a 1’échelle du pore.

1.2.2 Changement d’échelle et description macroscopique

Dans ce contexte, 'objectif du changement d’échelle est d’obtenir une description macroscopique
du milieu, c’est-a-dire une description basée sur une résolution du probleme & 1’échelle macrosco-
pique. La description macroscopique a partir d’'un changement d’échelle est plus généralement
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Figure 1.3: Echelles caractéristiques microscopique £ et macroscopique L du probléme

désignée par 'approche continue qui consiste a représenter le milieu poreux, milieu fortement
hétérogene a ’échelle du pore, par un milieu continu équivalent a 1’échelle macroscopique. Le
milieu continu effectif est alors caractérisé par des propriétés de transport effectives, ou coef-
ficients macroscopiques, qui traduisent la physique a I’échelle du pore. Signalons que dans le
contexte nucléaire, I’approche continue n’est pas restreinte a la description des phénomenes de
transport dans les lits de débris mais peut aussi étre utilisée dans le cadre d’un coeur de réacteur
en fonctionnement nominal, c’est-a-dire pour des géométries non dégradées, dont les différents
éléments (assemblages de crayons, ...) peuvent étre assimilés & un milieu poreux anisotrope.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour réaliser le changement d’échelle. Parmi ces méthodes,
on distingue les méthodes déterministes et les méthodes probabilistes ou stochastiques. Le lecteur
pourra se reporter & Marle [100] pour une revue bibliographique de ces différentes approches.
Dans le cadre de cette étude, nous nous sommes plus particulierement intéressés aux méthodes
déterministes telles que la méthode de prise de moyenne volumique et d’homogénéisation. Ces
méthodes consistent a intégrer, sur un volume élémentaire représentatif, les équations de trans-
port classiques a I’échelle du pore £ pour obtenir les équations de transport macroscopiques a la
grande échelle L.

La méthode de prise de moyenne volumique est basée sur la définition d’un opérateur de moyenne
volumique qui, appliqué aux équations de transport a la petite échelle, permet d’obtenir les équa-
tions de transport a I’échelle macroscopique. Cet opérateur de moyenne est défini sur un volume
de prise de moyenne appelé volume élémentaire représentatif. Comme pour toutes les méthodes
d’homogénéisation, la méthode de prise de moyenne volumique repose sur une hypothese de sépa-
ration des échelles d’observation. La longueur caractéristique 7y du volume de prise de moyenne
doit étre suffisament grande devant la longueur caractéristique ¢ de 1’échelle du pore pour pou-
voir obtenir des grandeurs moyennes significatives exemptes de fluctuations a la petite échelle,
et suffisament petite devant la longueur caractéristique macroscopique L pour pouvoir assurer
une bonne résolution spatiale du milieu et une évolution continue des grandeurs moyennées a la
grande échelle. En d’autres termes, la méthode de prise de moyenne volumique est basée ici sur
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la contrainte de séparation des échelles :
< rg<< L (1.1)

La contrainte (1.1) n’est cependant pas aussi séveére et peut étre relaxée dans beaucoup de
situations pratiques. En particulier, cette contrainte peut étre relaxée pour les problemes de
description macroscopique des milieux poreux a porosité variable, c’est-a-dire les milieux a hété-
rogénéités évolutives, comme par exemple la description macroscopique des mushy zones [24, 65].

La méthode d’homogénéisation est également basée sur 'existence de deux échelles caractéris-
tiques convenablement séparées, 1’échelle caractéristique ¢ du pore et I'échelle caractéristique
macroscopique L. Pour un milieu spatialement périodique, la longueur ¢ représente la période et
peut étre assimilée a la longueur caractéristique du volume élémentaire représentatif. La condi-
tion de séparation des échelles est caractérisée par 'introduction d’un petit parametre € tel que
e ={¢/L < 1. Les deux échelles ¢ et L introduisent deux variables spatiales x et y sans dimension,
la variable x = x/L désignant la variable macroscopique, ou variable lente, et la variable y = z /¢
désignant la variable microscopique, ou variable rapide. Les variables x et y, avec x = €y, sont
considérées indépendantes, traduisant ainsi la condition de séparation des échelles. La méthode
d’homogénéisation consiste alors dans un premier temps a adimensionner les équations de trans-
port a la petite échelle en utilisant la longueur caractéristique ¢ comme longueur de référence.
Dans un deuxieme temps, les grandeurs physiques locales telles que les densités, les vitesses et
les températures, sont exprimées sous la forme d’'un développement asymptotique dont chaque
terme est associé a un ordre du petit parametre € et est fonction des variables spatiales x et y
et du temps t. En introduisant ces développements dans les équations de transport a la petite
échelle, le processus d’homogénéisation conduit alors a une suite de problemes aux limites obte-
nus en identifiant les puissances successives du petit parametre €. La résolution de ces problemes
conduit aux équations de transport macroscopiques et a la définition des propriétés effectives.

Certaines similitudes peuvent étre observées entre la méthode d’homogénéisation et la méthode
de prise de moyenne volumique bien que les grandeurs macroscopiques n’aient pas la méme
signification. Par exemple, les deux méthodes s’appuient sur une séparation des échelles et les
propriétés effectives peuvent étre estimées sur une cellule unitaire périodique représentative du
milieu. On pourra se reporter a Bourgeat et al. [23] pour une comparaison des deux méthodes
dans le cas d’un probleme simplifié.

1.3 Modélisation macroscopique des transferts de chaleur

Il existe un nombre important de modeles macroscopiques relatifs aux transferts de chaleur avec
changement de phase liquide-vapeur en milieux poreux. Ces modeles trouvent leur origine dans
de nombreux domaines et présentent des caractéristiques différentes selon le type de probleme
étudié. L’objet de cette partie est de présenter une revue des différents modeles proposés dans
la littérature et de discuter des limites et des difficultés associées. Cette présentation n’est pas
restreinte aux problemes d’ébullition en milieu poreux, elle s’appuie également sur des études
menées pour des problemes généraux de diffusion qui font apparaitre des difficultés similaires au
regard du changement d’échelle et pour lesquels il existe une littérature abondante.

1.3.1 Modeles a une température

La description macroscopique des transferts de masse et de chaleur dans les milieux poreux
constitués de trois phases gaz, liquide et solide, avec changement de phase liquide-vapeur, est
souvent abordée a l’aide d’'un modele a une équation. Bien que des modeles a une équation
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alent récemment été développés sans faire appel a 'hypothese d’équilibre local [2, 106, 118], les
modeles a une équation s’appuient généralement sur cette hypothese.

L’hypothese d’équilibre thermique local signifie que les températures macroscopiques des trois
phases gaz, liquide et solide, sont suffisament proches les unes des autres pour pouvoir étre
remplacées par une température macroscopique unique (7). Cette hypothese conduit & un modele
a une équation et le systéeme multiphasique est représenté par un milieu continu effectif caractérisé
par une seule température macroscopique (7). Lorsque le transport de chaleur par convection
peut étre négligé dans les phases liquide et gazeuse, le modele macroscopique a une température
s’écrit sous la forme :

e 2 = k() o Ah () (12)

o1 K* représente le tenseur de conductivité thermique effective, m désigne le taux d’évaporation,
Ah est la chaleur latente de changement de phase, et wy est une source volumique de chaleur
homogene générée dans la phase solide. Dans (1.2), la notation (p)(C),) fait référence a une
capacité calorifique volumique de mélange définie par :

(P (Cp) = g4 (pCp)g + 0 (pCp)y + €5 (Pcp)s (1.3)

oll £4, €/ et €, sont les fractions volumiques des phases gazeuse, liquide et solide. Ces fractions
volumiques sont reliées a la porosité ¢ et & la saturation Sy par les relations :

es=1—¢e, eg=¢eS, egg=¢(1-5)) (1.4)

La principale difficulté associée au modele macroscopique (1.2) est la détermination du coef-
ficient de transport macroscopique K* qui, comme nous ’avons signalé, traduit la physique a
I’échelle du pore. De nombreuses études ont été menées sur le modele a une température, en par-
ticulier la prise en compte des effets d’évaporation-condensation sur la conductivité thermique
apparente, i.e. mesurée, du milieu a donné lieu & de nombreux travaux [14, 22, 49, 105, 149]. Ces
effets, d’origine microscopique, sont diis au transport en phase gazeuse de la chaleur latente de
changement de phase. La chaleur latente est prélevée par évaporation du coté chaud des pores,
puis transportée dans la phase gazeuse par convection, diffusion et capillarité pour étre récupé-
rée par condensation du coté froid. A I’échelle macroscopique, les mécanismes d’évaporations-
condensations successives a I’échelle microscopique ne contribuent pas au transfert de masse mais
se traduisent par un accroissement important de la conductivité thermique apparente. Une jus-
tification théorique du modele macroscopique (1.2) a été donnée par Moyne et al. [105], dans le
cadre de la méthode de prise de moyenne volumique, et par Bouddour et al. [22], dans le cadre de
la méthode d’homogénéisation. Les développements menés dans ces deux références, d’un modele
macroscopique de transfert couplé de chaleur et de masse a partir d’une technique de changement
d’échelle, apportent une réponse claire sur la signification de la conductivité thermique apparente
et la prise en compte des effets d’évaporation-condensation & 1’échelle macroscopique. En parti-
culier, les développements menés dans [105] conduisent & distinguer la conductivité thermique
effective du milieu n’échangeant que par conduction de la conductivité thermique effective K*,
dite vraie, sensible aux effets d’évaporation-condensation. Ces auteurs soulignent également que
la conductivité thermique effective K* ne doit pas non plus étre confondue avec la conductivité
apparente du milieu qui peut étre exhibée dans (1.2) en éliminant le taux d’évaporation a partir
de I’équation de transport macroscopique de la fraction massique de vapeur.

Dans le cadre des études de streté nucléaire, I’hypothese d’équilibre thermique local a fréquem-
ment été adoptée pour étudier les problemes de dénoyage et de renoyage des lits de débris
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surchauffés. En particulier, de nombreux travaux ont été menés a partir de modeles station-
naires faisant I’hypothese d’une zone diphasique quasi-isotherme pour prédire le flux critique
d’asseéchement et estimer les limites de refroidissement du lit de débris. Dans le cadre de ces
hypotheses, le modele macroscopique (1.2) dégénere en :

i Ah = (wy) (1.5)

Bien que l'importance des effets bidimensionnels et tridimensionnels soit désormais reconnue
[10, 16, 47, 54] pour ces problemes, la plupart des modeles proposés sont unidimensionnels.
Ainsi, en éliminant le taux d’évaporation a partir de 1’équation de transport macroscopique de
conservation de la masse de la phase gazeuse, 'intégration des équations de conservation de
la masse totale (i.e. liquide et vapeur) et de I’énergie du modele unidimensionnel stationnaire
conduit, dans le cas d’un support imperméable, aux relations :

pg(ug) + peug) = (1.6)

0
polugdh = [(@)dy=q (1.7)
0

ou q est le flux de chaleur par unité de surface a une élévation y de la colonne poreuse. En général,
la source volumique (ws) est supposée étre homogene et, dans ce cas, le flux de chaleur ¢ est
donné par ¢ = (ws)y. En supposant valide la loi de Darcy généralisée, les vitesses superficielles
(ug) et (ug) dans (1.6)-(1.7) sont données par :

_ Kkyy (dpy)?
(ug) = __ngg< d—Z +pgg> (1.8)
J4
= ~Et (T ) 19)

ou les pressions macroscopiques de la vapeur (p,)? et du liquide (pg>z sont habituellement reliées
par la pression capillaire p. & partir de la relation p. = (pg)9 — (p¢)*. Dans (1.8)-(1.9), k.
et k., désignent respectivement les perméabilités relatives des phases liquide et vapeur dans le
milieu poreux, et K est la perméabilité intrinseque, ou absolue, du milieu. Plusieurs corrélations,
obtenues généralement dans le cas isotherme et sans changement de phase, ont été proposées pour
les perméabilités relatives en fonction de la structure de la matrice poreuse et de la saturation Sy
du milieu. Plusieurs corrélations, établies a partir d’expériences d’imbibition ou de drainage, ont
également été proposées pour la pression capillaire. La plupart de ces corrélations représentent
les perméabilités relatives en fonction de la saturation sous une forme polynomiale et la pression
capillaire sous la forme d’une fonction plus ou moins complexe de la saturation. On pourra se
reporter & Kaviany [88] pour une revue des corrélations les plus répandues.

En combinant les équations (1.6) & (1.9), la résolution du modéle undimensionnel stationnaire
dans la zone diphasique isotherme revient a résoudre une équation différentielle du premier ordre
pour la saturation S,. Pour des fonctions ky¢ (Se), krg (Se) et pe (S¢) données, la résolution de
cette équation conduit aux valeurs de la saturation en fonction du flux de chaleur g, c’est-a-dire
au profil de saturation dans la colonne poreuse pour une puissance (w,) donnée. A partir de
cette approche, il est également possible d’estimer le flux critique d’assechement qui correspond
ici a une valeur particuliere du flux de chaleur ¢g. Le flux critique d’assechement est généralement
associé a une rapide montée en température, au dessus de la température de saturation, en une
certaine région du milieu poreux. Evidemment, le modéle isotherme stationnaire est incapable de
reproduire une telle situation, cependant le flux critique peut étre estimé a partir du critere sous-
jacent de I’apparition d’une zone complétement seche dans le milieu. Ainsi, lorsque y représente
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la hauteur de la colonne poreuse, le flux critique correspond au flux de chaleur ¢ des que le profil
de saturation dans la colonne indique une zone completement asséchée. Dans le cas ou le milieu
est assez perméable, comme c’est généralement le cas pour les lits de débris, 'estimation du
flux critique est encore plus simple. En effet, pour des milieux poreux constitués de particules
suffisament grosses, les effets de capillarité jouent un role moins important et la pression capillaire
pe peut étre négligée. Dans ce cas, I’équation différentielle pour la saturation se simplifie en une
équation algébrique qui peut s’écrire sous la forme d’une équation pour le flux ¢ en fonction de la
saturation. L’allure de la fonction ¢ (S;) est une parabole et, pour un milieu initialement saturé
en liquide, la branche située du c6té des fortes saturations correspond au profil de saturation
dans la colonne pour une puissance (w,) donnée. Dans ce cas, le flux critique d’assechement
correspond & la valeur particuliere de ¢ lorsque la fonction ¢ (Sy) atteint son maximum en sortie
de la colonne, c’est-a-dire lorsque q (S¢ (Ymaz)) = max q (S¢) ol Ymar correspond a la hauteur du
lit.

Dans le cadre des problemes de dénoyage et de renoyage des lits de débris, ce type de modele a
donné lieu a de nombreux développements. Ces développements ont été motivés par la forte per-
méabilité de ces milieux et ont porté essentiellement sur les équations du mouvement (1.8)-(1.9)
en incluant des termes inertiels de type Forchheimer [98] et un terme de frottement interfacial
entre les phases liquide et vapeur [133, 144]. Nous ne ferons pas ici une revue et une discus-
sion des développements heuristiques et théoriques sur la forme macroscopique des équations
du mouvement. Nous rappelons en effet que ce travail est axé principalement sur les transferts
de masse et de chaleur. Nous noterons seulement que si la forme (1.8)-(1.9) de la loi de Darcy
généralisée a trouvé une justification théorique a partir des méthodes de prise de moyenne vo-
lumique [94, 151] et d’homogénéisation [11] dans le régime visqueux, en revanche 'extension au
régime inertiel reste, a notre connaissance, un probleme ouvert d’un point de vue théorique. Il
faut également noter que si 'on souhaite pouvoir traiter tous les cas d’écoulements possibles
(i.e. co- et contre-courants), il est nécessaire d’inclure dans (1.8)-(1.9) un terme de frottement
interfacial. Si ce terme a une origine claire dans le régime visqueux dans le cadre d’une approche
théorique, la forme macroscopique proposée dans [133] & partir d’une approche heuristique sou-
leve encore de nombreuses questions. En effet, comme cela a été souligné par Kaviany [88] et
Mayr et al. [102], il est extrémement difficile dans le cadre d’une approche heuristique de savoir
si les effets de frottement interfacial ne sont déja pas inclus dans les autres termes des équations
de transport macroscopiques et, de ce fait, bien que sa présence soit indispensable pour traiter
les écoulements a contre-courants en I'absence de gravité, sa forme dans le régime inertiel a de
notre point de vue une portée tres limitée.

Bien que ’hypothese d’équilibre thermique local soit acceptable pour de nombreux probléemes
d’écoulements liquide-vapeur avec changement de phase en milieu poreux, en particulier pour la
plupart des problemes relatifs au séchage [149], c’est la relative simplicité du modele & une équa-
tion (1.2) au regard des coefficients de transport effectifs qui certainement motive son utilisation.
Cependant, cette hypothese requiert de nombreuses conditions [123, 126, 145, 152] et peut s’avé-
rer trop contraignante. Par exemple, 'hypotheése d’équilibre thermique local est sérieusement
remise en cause lorsque les particules, ou de maniere équivalente les pores, ne sont pas suffisa-
ment petits, lorsque les propriétés thermiques des phases different d’une maniere significative
ou lorsque le transport convectif devient important. De plus, lorsqu’il existe une génération de
chaleur significative dans une des phases du milieu, le systeme peut s’éloigner trés rapidement
de I’équilibre thermique local [88]. Enfin, il faut également noter que I’hypothese d’équilibre
thermique local devient incertaine pour des processus rapides d’évaporation et de condensation.
De plus, dans les conditions extrémes rencontrées dans les problemes de dénoyage et de renoyage
des lits de débris des coeurs de réacteurs en situation accidentelle, la description du milieu a
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partir d’'un modele a une température est inadéquate pour décrire par exemple correctement
les forts déséquilibres thermiques entre les phases lors de 'initiation et de la propagation des
zones d’asseéchement ainsi que les transitoires associés a la pénétration d’un front de renoyage
dans un milieu poreux sec et surchauffé. Ce dernier exemple est analogue au probleme de la
fragmentation du jet de corium liquide au contact de ’eau ou de larges écarts de températures
moyennes existent entre les phases et pour lequel une approche a équilibre local est incapable
de décrire les transferts de chaleur [3, 19].

1.3.2 Modeles a non équilibre thermique local

Pour les probléemes ou il n’est pas possible de faire 'hypothese d’équilibre thermique local, le
processus de transport a 1’échelle macroscopique ne peut plus étre correctement décrit a partir
du modele & une température (1.2). Pour ce type de probléme, des modeles & non-équilibre local,
appelés également modeles a plusieurs températures, ont été proposés. D’une maniere générale,
la principale caractéristique de ces modeles est d’associer plusieurs températures macroscopiques
a un méme point du milieu continu effectif afin de prendre en compte un déséquilibre thermique
pouvant apparaitre localement.

Pour les problemes de transport en milieu poreux constitué de deux phases, une phase fluide
notée f s’écoulant au travers d’une matrice solide notée s, des modeles a non-équilibre local
ont été proposés sous la forme de modeles & deux équations caractérisés par des équations de
transport macroscopiques pour chaque phase du systeme. Dans le cadre de la méthode de prise
de moyenne volumique, les modeles a deux équations ont été obtenus par Carbonell et Whitaker
[33], Zanotti et Carbonell [156, 157], Levec et Carbonell [95] et Quintard et Whitaker [123]. Pour
des problemes purement diffusifs et sous certaines approximations, ces modéles peuvent s’écrire
sous la forme :

f
r o0y, DT = v (K Wi Ky V(@) - h (107 - (T)) (10)
c o), DL v (K v KT+ (1) @)

ou (Ty) et (Ts)* désignent les températures moyennes définies en tout point du milieu continu
effectif. En d’autres termes, les deux phases sont représentées a 1’échelle macroscopique par deux
continuums sur lesquels sont définies en tout point les valeurs moyennes des températures locales
Ty et T prises sur un volume élémentaire représentatif. A I’échelle macroscopique, le milieu est
caractérisé par les propriétés effectives Kr, Ky, Kr, Kgg et h. Les tenseurs Ky et Ky, repré-
sentent les tenseurs de conductivité thermique effective dits dominants associés respectivement
aux phases fluide et solide, Ky, et K sont les tenseurs couplés et h est un coefficient de trans-
fert thermique effectif caractérisant les échanges de chaleur entre les deux phases. Des modeles
a non-équilibre local ont également été proposés sous la forme de modeles a deux équations
dans le cadre de la méthode d’homogénéisation, on pourra en particulier se reporter a Pernin
[114] et Auriault et Lewandowska [12]. Il faut cependant noter que les développements menés
dans ces références se basent sur une introduction ad hoc du coefficient d’échange h a 1’échelle
microscopique. Ce coefficient est en effet introduit au travers d’une condition aux limites mixte
de type conduction-convection a l'interface séparant les deux phases et, a ce titre, ce coefficient
peut difficilement étre qualifié de propriété effective.

Comme pour le modele a une équation, la principale difficulté associée au modele & deux équa-
tions réside dans ’estimation des propriétés effectives.

Lorsque le milieu est décrit macroscopiquement & partir du modele & une équation (1.2), seule la
conductivité thermique effective K* doit étre estimée et, comme cela a été indiqué par Quintard
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et al. [119], une estimation de ce coefficient a partir d’'une approche expérimentale pose déja
quelques difficultés.

Lorsque le milieu est décrit macroscopiquement & partir du modele a deux équations (1.10)-
(1.11), il faut déterminer les conductivités thermiques effectives K¢, Kyg, Ksr et Ky, ainsi
que le coefficient d’échange effectif h entre les deux phases et, une estimation expérimentale de
ces coefficients s’avere encore plus difficile. On pourra se reporter a Levec et Carbonell [96] et
Grangeot et al. [66] pour une illustration des principales difficultés expérimentales associées a
I’estimation des propriétés effectives du modele a deux équations. En particulier, bien que des
solutions aient été proposées pour mesurer le coefficient d’échange dans le cas ou les termes
diffusifs pouvaient étre négligés [131], il est généralement difficile d’estimer indépendemment les
différents coefficients effectifs du modele a deux équations en raison du couplage des équations
de transport (1.10)-(1.11) et, dans certains cas, les résultats peuvent étre imprécis ou méme
erronés. Il est également difficile d’estimer I'impact de certains parametres, comme par exemple
la nature et le nombre des points de contact entre les particules solides ou, dans certains cas, les
variations des propriétés physiques dans ’échantillon dues aux gradients de températures, sur
les coefficients de transport effectifs.

D’un autre coté, les techniques de changement d’échelle établissent un lien clair entre la physique
a I’échelle du pore et la description macroscopique et, pour des modeles spatialement périodiques
du milieu poreux, les propriétés effectives peuvent étre estimées sur des cellules unitaires repré-
sentatives du milieu étudié. Dans le cas de la méthode de prise de moyenne volumique, ce lien
est assuré par des problemes aux limites locaux plus connus sous le nom de problémes de ferme-
ture et leur résolution permet d’estimer les propriétés effectives du modele. Ces problemes ont
été résolus analytiquement sur des cellules unitaires relativement simples par Zanotti et Carbo-
nell [157], dans le cas ou le milieu poreux était représenté par un réseau de tubes capillaires,
puis numériquement sur des cellules plus complexes bidimensionnelles et tridimensionnelles par
Quintard et Whitaker [123] et Quintard et al. [119]. Les résultats issus de ces deux dernieres
références montrent en particulier que 'utilisation de corrélations basées sur des approximations
de type couche limite n’est généralement pas adaptée pour I'estimation des propriétés effectives
du modele a deux équations.

La forme (1.10)-(1.11) des modeles & deux équations correspond & une classe de modeles ma-
croscopiques appelés modeles quasi-stationnaires. La validité de ces modeles a fait 'objet de
nombreux travaux pour les problemes de diffusion thermique ainsi que pour les problemes re-
latifs & la description des écoulements de fluides faiblement compressibles en milieu poreux
hétérogene [127]. En effet, ce dernier type de probleme met en jeu des équations de transport a
petite échelle ayant une structure mathématique identique aux équations relatives au probleme
de transfert thermique purement diffusif.

Les modeles macroscopiques quasi-stationnaires ont pour hypothése commune une condition de
quasi-stationnarité des grandeurs locales a 1’échelle du pore vis-a-vis des grandeurs moyennes.
En d’autres termes, pour le probleme de transfert thermique dans un systeme a deux phases,
les fluctuations spatiales des températures a 1’échelle du pore sont supposées évoluer de ma-
niere quasi-stationnaire par rapport aux températures moyennes. A 1’échelle macroscopique, la
conséquence directe de cette hypothese est la représentation du flux de chaleur entre les deux
phases par un terme d’échange directement proportionnel au déséquilibre thermique macrosco-
pique et caractérisé par un coefficient d’échange effectif indépendant du temps, c’est-a-dire une
représentation pseudo-permanente des échanges.

D’une maniere générale, 'hypothese de quasi-stationnarité conduit & des propriétés effectives
indépendantes du temps et, par conséquent, des effets de mémoire sont perdus lors du changement
d’échelle, bien qu’ils ne soient pas négligeables dans tous les cas.
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Afin d’estimer la validité de ce type d’approximation, les conséquences de I’hypothese de quasi-
stationnarité sur la description macroscopique des processus transitoires ont été étudiées a partir
de comparaisons avec des expériences numériques [93, 104, 123, 126, 128]. Ces études montrent
que les modeles quasi-stationnaires sont satisfaisants pour une large gamme d’applications pra-
tiques. Cependant, pour des problemes fortement instationnaires ou des problemes nécessitant
une description plus fine des phénomenes transitoires, les modeles quasi-stationnaires peuvent
s’avérer insuffisants et, dans ce cas, plusieurs solutions ont été proposées.

Dans le cadre des modeles a deux équations, des modeles dits instationnaires ont été proposés
par Moyne [104] et Landereau [92]. Ces modeles ont été obtenus en abandonnant I’hypothese
de quasi-stationnarité et sont caractérisés par des propriétés effectives dynamiques, c’est-a-dire
des propriétés qui dépendent du temps. Dans la catégorie des modeles transitoires a deux équa-
tions, une approche alternative a été proposée par Bertin et al. [20] qui consiste & prendre en
compte les aspects historiques en incluant des termes d’ordre supérieur dans les relations liant
les fluctuations microscopiques de température avec les grandeurs moyennes!. En comparaison
des modeles quasi-stationnaires, cette approche conduit & des équations de transport macrosco-
piques exhibant des termes de transport supplémentaires caractérisés par des dérivées en temps
des grandeurs moyennes. Pour les problemes nécessitant une modélisation macroscopique plus
avancée du comportement transitoire, une autre catégorie de modele a été proposée [48, 8, 9, 13].
Ces modeles peuvent étre qualifiés de modeles mixtes a deux équations. Ils consistent en effet en
une équation de transport macroscopique pour la phase la plus conductrice et une équation de
transport microscopique pour la phase la moins conductrice. Ces deux équations sont couplées
au travers d’une condition aux limites mixte mettant en jeu une température moyenne d’un coté
et une température microscopique de I'autre c6té. Ce type d’approche est évidemment extréme-
ment complexe d’un point de vue pratique puisque elle nécessite un maillage tres fin de 'une
des deux phases du milieu poreux.

Si la description macroscopique des problemes de transport en milieux poreux constitués de deux
phases a regu une attention particuliere, en revanche le probleme plus complexe des écoulements
diphasiques en milieux poreux (i.e. systémes a trois phases) avec non-équilibre thermique local
a été peu abordé d’un point de vue théorique.

A notre connaissance, seul Petit [115, 117] a abordé le probleme a partir d’une technique de
changement d’échelle en développant un modele a trois équations quasi-stationnaire a partir de la
méthode de prise de moyenne volumique. Si ce modele ne prend pas en compte le changement de
phase liquide-vapeur, il permet cependant d’illustrer, dans le cas quasi-stationnaire, la complexité
des échanges dans les systemes a trois phases en comparaison des systemes a deux phases.
D’un autre coté, des modeles a non-équilibre thermique local ont été proposés a partir d’une
approche heuristique sous la forme de modeles a trois équations quasi-stationnaires. Avant
d’aborder les modeles a trois équations, il faut noter que des modeles a deux équations quasi-
stationnaires ont également été proposés pour les problemes de changement de phase liquide-
vapeur en milieu poreux.

Un modele a deux équations a été proposé par Sézen et Vafai [141] pour I'analyse de I’écoulement
avec condensation d’un gaz a travers un lit fixe. Ce modele se base sur une hypothese d’équilibre
thermique local entre le liquide et le gaz mais prend en compte un déséquilibre avec la matrice
solide. A partir d’une approche heuristique et sur la base des développements menés pour le
code WABE [101], un modele & deux équations a également été utilisé par Décossin [47] pour
étudier les problemes de refroidissement des lits de débris chauffés dans leur volume. La phase
liquide est supposée étre quasi-isotherme & la température de saturation, i.e. (T;)¢ = T°%, mais

Lce point sera approfondi dans le chapitre 2
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le modele utilisé ne fait pas I’hypothese d’équilibre thermique local entre la vapeur et la matrice

solide :
Eg (PCp)g <6<g§>9 + (vg)? - V(Tg>9> = V. ( <Tg>9) 1 Cy ((Tg>g _ Tsat)
—hgs (Ty)? = (T%)*) (1.12)
co (00, 2T g (K VL) + () — g (17 T
+hgs (< 0)? —(Ts)%) (1.13)

Le taux d’évaporation m du modele est estimé & partir de la relation supplémentaire :
m Ah = hg; ((Ty)* — T°%) (1.14)

Sile modele (1.12)-(1.13) se présente sous la forme d’un modele & deux équations quasi-stationnaire,
en revanche il se distingue nettement des modeles a deux équations traditionnels dans le sens ou
il ne fait pas 'hypothése d’équilibre thermique local entre deux phases du systéme a trois phases.
Ce modele peut ainsi étre qualifié de modele a deux équations et trois températures ou, puisque
I'hypothese (T;)¢ = T joue le role d'une équation macroscopique, modele & trois équations.
Dans le cas ol la phase liquide n’est plus supposée isotherme a la température de saturation,
des modeles a trois équations quasi-stationnaires ont été proposés par Berthoud et Valette [19]
et Likhanskii et al. [97] sous la forme :

ey (0Cy), (PG5 + ()2 V) = (KT — (et i Cy) (37 =)
—hgs ((Tg)? — (T5)*) (1.15)
e0 (0Cp), <8<0Tf>g + (vo)t- v@%) = V- (K; - V(T)) = (hai— 11 Cpe) ((T)° = T
—his ((TM - <Ts>s) (1.16)
ca 00, PIS — g (e T + () e (@) - T

thgs ()0 = (To)*) + hes (T = (T3)°) (1.17)

Les transferts de chaleur sont couplés par une équation supplémentaire & l'interface liquide-
vapeur qui permet d’obtenir une expression du taux d’évaporation :

A = hy; ((T,)7 — T%") + hy; << W) Tsat) + hei ((T4)® — T5%%) (1.18)

Des modeles a trois équations ont également été proposés par Angelini et al. [6] et Park et al.
[113] sous une forme similaire mais avec une représentation des échanges et une expression du
taux d’évaporation sensiblement différente. Dans ces références, le taux d’évaporation est donné
par la relation :

m Ah = hg; ((T,)? Tsat)+h&<< e Tsat) (1.19)

Le modele a trois températures (1.15)-(1.18), obtenu a partir d’une approche heuristique, se base
sur les mémes principes que ceux utilisés pour les modeles & deux équations (1.10)-(1.11). Les
trois phases sont en effet représentées a 1’échelle macroscopique par trois continuums sur lesquels
sont définies en tout point les trois températures moyennes (T,)9, (T;)* et (T5)*. Le modele  trois
températures (1.15)-(1.18) présente cependant une forme particuliere des échanges en raison du
changement de phase liquide-vapeur. En effet, la forme des échanges traduit une représentation
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de l'interface liquide-vapeur a I’échelle macroscopique par un quatrieme continuum [68] sur lequel
est définie la température de saturation 75,

Etant donné la multiplicité des continuums a 1’échelle macroscopique, la démarche heuristique
autorise une certaine liberté sur la forme des échanges du modele. A titre d’exemple, le déséqui-
libre thermique (T,)Y — (Ts)® peut s’écrire également sous la forme de deux déséquilibres par
rapport & la température de saturation (T})? —T5% et (T)* — T5%. SiI’équivalence en termes de
déséquilibres est évidente, en revanche la maniere dont le flux est réparti, c’est-a-dire la valeur
des coefficients d’échange, est loin d’étre évidente. Les deux formes (1.18) et (1.19) proposées
pour le taux d’évaporation illustrent également les difficultés associées a une approche heuris-
tique pour la modélisation des échanges dans un systeme a trois phases avec un changement de
phase.

D’une maniere plus générale, comme cela a été souligné par Quintard et al. [119] dans le cadre
des modeles a deux équations, ’approche heuristique conduit a des modeles macroscopiques
intuitifs, puisqu’ils sont dérivés directement & 1’échelle macroscopique, et la difficulté majeure
rencontrée avec ces modeles réside dans la détermination des coefficients de transport macro-
scopiques. En particulier, il n’existe pas un lien clair entre la physique a 1’échelle du pore et la
description macroscopique pour la détermination des propriétés effectives, tels que les coefficients
d’échange entre phases, de ces modeles. Comme nous ’avons déja signalé pour les systemes a
deux phases, une estimation expérimentale de ces coeflicients est une voie possible mais pose de
nombreuses difficultés. Le cas des systémes trois phases est encore plus complexe du point de
vue du couplage des équations de transport macroscopiques et du point de vue expérimental ; on
pourra se reporter a Grosser et al. [69] et Petit et al. [116] pour une illustration des principales
difficultés expérimentales. A titre d’exemple, si la signification des températures mesurées par
rapport aux températures moyennes pose déja des difficultées pour les systemes a deux phases
[61], le cas des systemes a trois phases pose une difficulté supplémentaire majeure car il est
souvent impossible, en terme de mesure de température, de distinguer les deux phases fluides.
De plus, il est tres difficile, et quelquefois impossible, de mesurer les vitesses de filtration des
deux phases fluides ainsi que la saturation dans de nombreux cas d’intérét pratique. En raison
de ces difficultés, la plupart des coefficients de transport des modeles heuristiques sont obtenus
a partir d’extrapolations de résultats connus dans le cas des milieux poreux a deux phases ou
des écoulements diphasiques dans les tubes. Les coefficients d’échange sont quelquefois estimés
a partir de corrélations basées sur des approximations de type couche limite, cependant comme
nous 'avons déja signalé, ce type de corrélations ne conduit pas nécessairement a une bonne
estimation du coefficient d’échange.

1.4 Simulation numérique directe a ’échelle locale

1.4.1 Intéréts de la simulation numérique directe

Dans la revue précédente des modeles macroscopiques, nous avons distingué plusieurs catégo-
ries de modeles représentant différentes approximations du probléme étudié. Ainsi, nous avons
présenté dans un premier temps le modele a une température basé sur I’hypothese d’équilibre
thermique local. Dans un deuxieme temps, dans le cas ou il n’était pas possible de faire cette
hypothese, nous avons ensuite présenté des modeles a non-équilibre local. Selon le type d’ap-
proximation, ces modeles se présentent sous la forme de modeles quasi-stationnaires ou insta-
tionnaires, mettant en jeu deux ou trois températures moyennes, ou bien se présentent sous la
forme de modeles mixtes.

D’une maniere générale, quelle que soit la qualité de I’approximation du probléme, nous avons
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souligné que la principale difficulté des modeles macroscopiques résidait dans ’estimation des
propriétés de transport effectives. En effet, si le changement d’échelle permet d’aborder le pro-
bleme d’une maniere beaucoup plus simple dans le sens ou 1’échelle de résolution spatiale des
modeles macroscopiques est généralement bien plus grande que I’échelle du pore, en revanche
toute la difficulté est reportée dans les propriétés effectives de ces modeles qui sont censées
traduire ce qui n’est pas résolu a 1’échelle du pore. Ainsi, une bonne compréhension des phéno-
menes de transport a ’échelle locale s’avere étre importante pour estimer les propriétés effectives
caractérisant le milieu a grande échelle. Cette difficulté n’est pas spécifique aux problemes de
transport en milieu poreux, elle est commune aux problemes faisant intervenir plusieurs échelles
de description en temps et en espace comme par exemple les problemes de turbulence ou les
problemes d’écoulements multiphasiques.

Une approche expérimentale pour 'estimation des propriétés effectives est une voie possible mais,
comme nous ’avons déja signalé, pose de nombreuses difficultés. En particulier, dans le cadre
des écoulements diphasiques en milieu poreux, les vitesses superficielles et la saturation sont des
grandeurs trés difficiles a mesurer et il est souvent impossible d’avoir accés aux informations
relatives a la structure locale de I’écoulement. Pour ces raisons, les mesures expérimentales sont
souvent restreintes a un nombre limité de grandeurs intégrées a 1’échelle de I’échantillon et ces
données sont généralement insuffisantes pour estimer correctement les propriétés effectives du
milieu.

Dans ce contexte, la simulation numérique directe a ’échelle locale apparalt comme un outil
intéressant et prometteur pour une meilleure compréhension des mécanismes locaux et pour
estimer les propriétés effectives du milieu a 1’échelle macroscopique. La simulation numérique
directe peut venir en complément a une approche expérimentale puisque elle permet d’avoir
accés a des grandeurs difficilement mesurables telles que la saturation, les vitesses locales et la
topologie des interfaces a 1’échelle du pore.

De plus, dans le cadre d’une méthode permettant de réaliser le changement d’échelle, la simula-
tion numeérique directe a ’échelle locale s’avere étre un outil particulierement bien adapté pour
I’estimation des propriétés de transport macroscopiques. En particulier, dans le cadre de la mé-
thode de prise de moyenne volumique, nous avons déja signalé que des problemes aux limites
locaux, dits problemes de fermeture, établissaient un lien clair entre la physique a I’échelle du
pore et les propriétés effectives du milieu. Pour un modele spatialement périodique du milieu
poreux, ces probléemes peuvent étre résolus sur des cellules unitaires représentatives deés que la
répartition des phases et les vitesses locales sont données. Ainsi, la simulation numérique directe
des écoulements diphasiques sur des cellules unitaires et la résolution des problemes de fermeture
permettent d’estimer les propriétés effectives du milieu. Ce type de démarche est fréquemment
mené dans le cadre de la modélisation de la turbulence et commence a étre mené avec succés
pour les problemes de transport en milieu poreux : on pourra trouver un exemple dans Chella et
al. [39]. Enfin, signalons que la simulation numérique directe est non seulement un outil prédictif
au regard de 'estimation des propriétés effectives, mais peut également étre utilisée a posteriori
pour juger de la pertinence de la modélisation macroscopique en comparant les solutions prédites
par le modele aux grandeurs moyennées issues de la simulation.

1.4.2 Simulation numérique directe des écoulements diphasiques

La simulation numérique directe s’est beaucoup développée au cours de ces quinze dernieres
années et il existe actuellement de nombreuses méthodes permettant d’effectuer une simulation
numérique directe des écoulements diphasiques. Parmi ces méthodes, on peut distinguer deux
grandes familles, les méthodes de type gaz sur réseaux, ou plus généralement les méthodes basées
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sur la dynamique moléculaire, et les méthodes basées sur la mécanique des milieux continus. Dans
ce travail, nous avons fait le choix de nous intéresser aux méthodes basées sur la mécanique des
milieux continus. On peut classer ces méthodes en deux grandes classes :

- Les méthodes basées sur une modélisation classique des interfaces, au sens de la théorie
de Gibbs des interfaces. On parlera dans ce cas de méthodes basées sur la mécanique des
milieux continus classique ou méthodes issues de la théorie du premier gradient.

- Les méthodes basées sur une modélisation diffuse (i.e. épaisse) des interfaces. On parlera
dans ce cas de méthodes a interface diffuse ou méthodes issues de la théorie du second
gradient.

La terminologie premier et second gradient utilisée pour ces deux types de méthodes trouve son
origine dans la modélisation des efforts intérieurs dans le cadre du principe des puissances vir-
tuelles [58]. En effet, il est reconnu [59] que les équations de transport de la mécanique des milieux
continus classique (i.e. équations d’Euler) correspondent & une modélisation de la puissance des
efforts intérieurs par une forme linéaire du champ de déplacement et de son gradient. Pour une
modélisation plus fine des efforts intérieurs, qui ici correspond a une modélisation des couches
capillaires, la puissance des efforts intérieurs est une forme linéaire non seulement du champ
de déplacement et de son gradient mais aussi du second gradient du champ de déplacement
[34, 81, 136].

Dans les méthodes basées sur une modélisation classique des interfaces, l'interface séparant les
deux phases est modélisée comme une surface de discontinuité porteuse d’'une énergie en exces,
la tension de surface. D’une maniére générale, les équations résolues par ce type de méthodes
sont les équations de transport classiques de masse, de quantité de mouvement et d’énergie dans
chaque phase du systeme diphasique ainsi que les conditions aux limites classiques aux inter-
faces. Les méthodes de simulation numérique directe basées sur cette approche se distinguent
essentiellement par le type de maillage qu’elles utilisent. On peut ainsi distinguer les méthodes
utilisant une grille Lagrangienne telles que les méthodes d’éléments de frontieres [75], les mé-
thodes utilisant une grille Eulérienne telles que les méthodes VOF [91, 146] et Level Set [38, 111],
et les méthodes utilisant une grille mixte Eulérienne-Lagrangienne telles que les méthodes de
type Front-Tracking [87, 143].

Il n’est pas dans I'objectif de ce travail de faire une revue exhaustive de toutes ces méthodes.
Le lecteur intéressé pourra se reporter a ces dernieres références ainsi qu’a Jamet [81] pour
une présentation et une discussion de ces différentes méthodes. Nous nous sommes ici plus
particulierement intéressés aux méthodes de type Level Set.

La méthode Level Set consiste a décrire le domaine diphasique & partir des lignes de niveaux
d’une pseudo-concentration ¢, appelée fonction Level Set, représentant la distance orientée a
Iinterface. Cette pseudo-concentration permet de distinguer les deux phases du domaine et de
traiter ’écoulement des deux phases comme ’écoulement d’un seul fluide & propriétés variables.
L’interface est alors simplement convectée par 'intermédiaire du scalaire passif c. Si la méthode
Level Set est conceptuellement tres simple, en revanche toutes les difficultés sont reportées dans
la résolution numérique des équations de transport du fluide hétérogene. Pour des raisons numé-
riques, les variations brutales des propriétés du fluide hétérogene a la traversée de I'interface sont
représentées numériquement par un petit intervalle de diffusion numérique. Ainsi, bien que la
méthode se base initialement sur une vision discontinue des interfaces, celles-ci ont une épaisseur
finie pour la résolution numérique. La notion de tension interfaciale continue, appelée également
CSF pour Continuum Surface Force [28] conduit également & une interface d’épaisseur non nulle.
En effet, la prise en compte de la tension interfaciale se traduit dans les équations du mouvement
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du fluide hétérogene par une force concentrée sur 'interface, en d’autres termes par une distri-
bution de Dirac. Evidement, il est impossible de discrétiser directement cette distribution et elle
doit étre régularisée sur un petit intervalle centré autour de l'interface. Le principe de 'approche
CSF consiste ainsi a représenter la force de tension de surface par une force de volume, au méme
titre que le champ de pesanteur, mais dont l’action est concentrée sur un petit intervalle de
transition centré autour de l'interface. La difficulté majeure associée a ces régularisations est la
diffusion numérique de l'intervalle de transition, c’est-a-dire I’épaississement numérique artificiel
de l'interface. Pour palier a cette difficulté, des méthodes de renormalisation, visant a rétablir
la fonction Level Set comme une fonction de distance, ont été proposées : on pourra se reporter
a Keck [89] et Sussman et al. [139] pour une présentation des méthodes de renormalisation.
Bien que la méthode Level Set ait été utilisée avec succes pour de nombreux problemes [111] et
qu’elle ait récemment été étendue aux problemes avec changement de phase [138], elle présente
cependant quelques difficultés, pour la plupart numériques. Par exemple, la résolution de I'équa-
tion de transport de l'interface nécessite I'utilisation de schémas numériques suffisaments précis
et stables puisque c’est précisement cette équation qui détermine la position et la topologie de
I'interface [140]. Il faut noter également que la procédure de renormalisation est importante, en
particulier pour I’étalement de la tension de surface, mais cette procédure peut venir contrarier
la dynamique des interfaces et nécessite également des méthodes numériques trés sophistiquées.
Enfin, la pseudo-concentration et ’épaisseur interfaciale n’ont aucune signification physique et,
de ce fait, la méthode peut dans certains cas étre sensible aux régularisations [99].

Dans la deuxieme grande classe des méthodes basées sur la mécanique des milieux continus, les
méthodes basées sur une modélisation diffuse des interfaces représentent également les interfaces
comme des zones de transition volumique. En revanche, la différence essentielle est qu’une telle
représentation des interfaces est introduite thermodynamiquement et non pour des raisons pu-
rement numériques. On pourra se reporter & Anderson et al. [4] pour une revue de ces méthodes
et de leurs applications. Ces méthodes se distinguent selon que 1’écoulement diphasique met en
jeu un fluide pur (i.e. écoulement liquide vapeur) ou un fluide binaire. Ainsi, dans le premier cas,
c’est la densité qui joue naturellement le role d’indicatrice de phase alors que dans le deuxieme
cas, c’est la fraction massique de 'un des deux constituants.

D’une maniere générale, les méthodes issues de la théorie du second gradient sont construites
sur la base d’une modélisation thermodynamique plus riche prenant en compte explicitement
la présence d’interfaces. A titre d’exemple, ’épaisseur de l'interface et la tension de surface
sont des propriétés intrinseques d’un fluide du second gradient contrairement aux méthodes
issues de la théorie du premier gradient ou l'interface est épaisse pour des raisons purement
numériques et ou la tension de surface intervient initialement uniquement a la condition aux
limites entre les deux phases du systeme. Les équations de transport d’un fluide du second
gradient sont similaires aux équations de transport monophasiques d’un fluide du second gradient
mais s’appliquent a I’ensemble du domaine diphasique, aussi bien dans les phases homogenes
que dans les couches capillaires. Une des particularités de ces équations réside dans la forme du
tenseur de pression qui, contrairement au tenseur de pression d’un fluide du premier gradient,
n’est pas sphérique. Pour le distinguer du tenseur de pression classique, on emploie souvent la
terminologie de tenseur capillaire. L’origine de cette terminologie vient de la signification de la
contribution non sphérique. On peut en effet montrer que ces contributions extra-diagonales au
tenseur de pression correspondent & des contraintes tangentielles a I'interface dues aux forces de
tension de surface.

D’un point de vue numérique, les méthodes a interface diffuse présentent les mémes avantages
que les méthodes Level Set dans le sens ol ces méthodes permettent de suivre implicitement
les interfaces sur une grille fixe. En revanche, comme nous I’avons signalé, ces méthodes sont
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construites sur la base d’'une modélisation thermodynamique claire et consistante avec la présence
d’interfaces. Ce type d’approche offre ainsi un cadre séduisant pour le dévelopement de schémas
numériques consistants au regard de la conservation des propriétés thermodynamiques du fluide.

1.5 Motivations et objectifs de ’étude

L’objectif de ce travail est d’apporter une contribution a la description macroscopique des trans-
ferts de masse et de chaleur en milieu poreux surchauffé parcouru par un écoulement liquide-
vapeur avec changement de phase. Dans cette étude, la matrice solide est supposée étre consolidée
et nous ne considérons pas d’especes incondensables tel que I’hydrogene dans la phase gazeuse.

Dans la revue des modeles macroscopiques que nous avons faite, nous avons présenté plusieurs
modeles représentant différents types d’approximation du probleme considéré. En particulier,
dans le cadre du non-équilibre thermique local, nous avons présenté différents modeles macro-
scopiques quasi-stationnaires et instationnaires. Etant donné la complexité du probleme que
nous étudions, il apparait raisonnable dans un premier temps de s’orienter vers un modele quasi-
stationnaire. Parmi les méthodes permettant de réaliser le changement d’échelle, c¢’est-a-dire le
passage de ’échelle du pore a 1’échelle macroscopique, il nous a semblé que dans le cadre du non-
équilibre local, la méthode de prise de moyenne volumique était particulierement bien adaptée
et ouvrait des perspectives intéressantes.

Ainsi, aprés un rappel des hypothéses et du systeme d’équations décrivant le probléme de trans-
port de masse et de chaleur a I’échelle du pore, nous établissons dans le chapitre 2 un modele
macroscopique quasi-stationnaire a non-équilibre thermique local a partir de la méthode de prise
de moyenne volumique. Le modele développé ne fait pas d’hypothese d’équilibre thermique local
et met en jeu une température moyenne par phase. Il se présente ainsi sous la forme d’un modeéle
quasi-stationnaire a trois équations. Une des caractéristiques originales de ’approche développée
concerne ’établissement d’une forme fermée du taux d’évaporation a 1’échelle macroscopique,
c’est-a-dire une forme dépendant des trois températures macroscopiques et des propriétés effec-
tives du milieu. Le modele macroscopique est basé sur des contraintes d’échelles de longueur
clairement identifiées et s’appuie sur une hypothese de quasi-stationnarité et de quasi-staticité.
Ces deux hypotheses sont discutées dans le chapitre 2 et une illustration de leur impact sur la
description macroscopique est présentée au chapitre 3 pour un probleme purement diffusif avec
changement de phase.

Contrairement & ’approche heuristique habituellement utilisée, ’approche développée dans ce
travail s’appuie sur une résolution du probléme de changement d’échelle. Ainsi, cette approche
peut étre a la base d’une discussion sur la forme des équations de transport macroscopiques des
modeles heuristiques. En outre, cette approche conduit a des problemes aux limites locaux, ap-
pelés problemes de fermeture, qui établissent un lien clair entre la physique a ’échelle du pore et
la description macroscopique. En particulier, pour un modele spatialement périodique du milieu
poreux, ces problemes permettent d’estimer les propriétés effectives du modele macroscopique
sur des cellules unitaires représentatives du milieu.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse a deux cellules unitaires simples unidimensionnelles repré-
sentatives respectivement d’un milieu stratifié et d’'un milieu ayant une structure géométrique
analogue & un arrangement de tubes capillaires. La simplicité des cellules considérées permet de
résoudre analytiquement les problemes de fermeture et permet ainsi d’obtenir des expressions
analytiques pour les propriétés effectives du modele. Les coefficients de transport du modele
sont estimés pour deux configurations types : une configuration classique pour les milieux po-
reux non saturés ou la phase liquide est mouillante, et une configuration plus spécifique aux
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problemes d’ébullition ou la phase vapeur est "mouillante” (i.e. existence d'un film stable de
vapeur autour des particules surchauffées). Deux expériences numériques sont ensuite effectuées
sur ces cellules pour un probleme de conduction thermique avec changement de phase. La so-
lution macroscopique du modele quasi-stationnaire est confrontée a la solution obtenue par une
résolution directe du probleme a ’échelle du pore pour un probleme de chauffage et un probleme
de relaxation vers ’équilibre. Bien que ces expériences soient limitées & des problemes purement
diffusifs, elles permettent de discuter de la validité des approximations utilisées pour établir le
modele macroscopique. Enfin, la derniere partie du chapitre 3 est consacrée a une discussion sur
certains termes de transport dits non classiques et & une comparaison du modele proposé avec
les modeles quasi-stationnaires a trois équations obtenus & partir d’une approche heuristique.

Les cellules simples considérées dans le chapitre 3 ne peuvent évidemment pas traduire toutes
les caractéristiques d’un systeme réel, par exemple les effets topologiques (i.e. structure de la
matrice poreuse, interfaces liquide-vapeur) et hydrodynamiques complexes. Cependant, elles sont
instructives et elles permettent d’illustrer le comportement des propriétés effectives ainsi que le
comportement du modele macroscopique. Si’on souhaite étudier de fagon plus réaliste 'influence
de la répartition des phases ou du régime d’écoulement, des cellules unitaires plus complexes
doivent étre considérées. Dans ce cas, la résolution des problemes de fermeture nécessite une
connaissance fine de I’écoulement diphasique a I’échelle locale. Dans ce contexte, nous avons vu
que la simulation numérique directe apparaissait comme un outil particulierement bien adapté
pour avoir acces aux informations a I’échelle locale, en particulier la topologie des interfaces, les
taux de présence (i.e. les fractions volumiques) et les champs de vitesse locaux.

Le chapitre 4 est consacré a la présentation d’une méthode de simulation numérique directe des
écoulements diphasiques. Nous avons vu que plusieurs méthodes permettaient d’effectuer une
simulation numérique directe des écoulements diphasiques. En particulier, nous avons présenté
les méthodes basées sur la mécanique des milieux continus classique, ou 'interface est modélisée
comme une surface de discontinuité, et les méthodes issues de la théorie du second gradient,
appelées également méthodes a interface diffuse, o I'interface est modélisée comme une zone de
transition volumique. Il nous a semblé que le potentiel des méthodes a interface diffuse et les
perspectives qu’elles laissaient entrevoir pour la simulation numérique directe a 1’échelle du pore
étaient deux points importants qui nous encouragaient a aller dans le sens de ce type d’approche.
Ces méthodes ont en effet 'avantage d’étre construites sur la base d’une modélisation plus riche
et plus réaliste d’un point de vue physique et sont particulierement bien adaptées a la simulation
numérique directe d’écoulements diphasiques a 1’échelle locale d’'un milieu poreux. En effet, les
échelles de longueur pour lesquelles les méthodes a interface diffuse peuvent étre utilisées sont
voisines des longueurs caractéristiques du milieu a I’échelle du pore que nous souhaitons étudier.

Ainsi, nous présentons dans le chapitre 4 une méthode issue de la théorie du second gradient. En
particulier, sur la base d’une étude critique des différentes méthodes a interfaces diffuses propo-
sées dans la littérature, nous présentons une méthode a interface diffuse qui s’inscrit dans le cadre
des mélanges de deux fluides du second gradient. Le modele est dérivé dans un premier temps
dans un contexte compressible et, dans un deuxieéme temps, une formulation incompressible du
modele est dérivée dans le cadre d'une définition thermodynamique de 'incompressibilité. A
partir de ce modele, les développements et les résultats présentés dans ce travail s’inscrivent
dans le cadre d’une approximation de type Boussinesq. Nous présentons un schéma en temps et
une méthode éléments finis stabilisée pour le modele Boussinesq. Enfin, la derniere partie de ce
chapitre est consacrée a quelques applications du modele et du schéma numérique développés.

Le chapitre 4 ayant permis d’introduire une méthode de simulation numérique directe et de
développer un schéma numérique pour la résoudre, on aborde dans le chapitre 5 la simulation
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numeérique directe d’écoulements diphasiques sur des cellules unitaires représentatives du milieu
poreux. Avant d’aborder ces simulations, une méthode numérique de type éléments finis est dé-
veloppée pour la résolution numérique des probleémes de fermeture du modele macroscopique.
La méthode numérique développée est dans un premier temps validée pour les cellules unitaires
simples considérées dans le chapitre 3 pour lesquelles on dispose de solutions analytiques. Dans
un deuxieme temps, les probleémes de fermeture sont résolus sur une cellule unitaire bidimen-
sionnelle plus complexe dans le cas purement diffusif. Enfin, a partir de simulations numériques
directes, nous présentons quelques résultats sur le comportement des propriétés effectives du
modele macroscopique. Nous étudions en particulier les effets de la saturation et de I'intensité
de I’écoulement sur les coefficients d’échange entre phases. Si les résultats présentés dans ce tra-
vail ne conduisent pas encore a des corrélations pour les propriétés effectives, cela nécessiterait
un nombre plus important de configurations, ils permettent en revanche d’observer certaines
tendances sur la base d’'une relation claire et explicite entre 1’échelle du pore et la description
macroscopique.



Chapitre 2

Modele a non équilibre thermique
local

Nous avons vu dans le chapitre d’introduction que les modeéles macroscopiques décrivant les
transferts de masse et chaleur dans les milieux poreux parcourus par un écoulement diphasique
avec changement de phase faisaient souvent appel a ’hypothése d’équilibre thermique local. Nous
avons également indiqué que cette hypotheése pouvait s’avérer trop contraignante, en particulier
dans les conditions extrémes rencontrées dans les problemes de dénoyage et de renoyage des lits
de débris apparaissant dans un coeur de réacteur en situation accidentelle. De plus, pour ces
problemes, il est important de rappeler qu’un modele a équilibre local est a priori incapable de
décrire aussi bien 1’évolution des zones asséchées que les transitoires associés a la pénétration d’un
front de renoyage dans le milieu alors que la description de ces phénomenes s’avere indispensable
pour proposer des modeles plus précis que les approches globales actuellement utilisées en analyse
de stureté.

Dans le cas ou ’hypothese d’équilibre thermique local est abandonnée, nous avons vu que si la
description macroscopique des milieux poreux constitués de deux phases a regu une attention
particuliere, en revanche la description des milieux constitués de trois phases solide, liquide et
vapeur, a été peu abordée d’un point de vue théorique. De ce fait, la plupart des modeles proposés
sont obtenus & partir d’une approche heuristique pour lesquels on rencontre souvent des difficultés
lors de 'estimation des propriétés effectives caractérisant le milieu a 1’échelle macroscopique.

Ce chapitre présente I’établissement d’un modele macroscopique a non équilibre local pour la
description macroscopique des transferts de masse et de chaleur dans un milieu poreux parcouru
par un écoulement liquide-vapeur avec changement de phase. Il est important de signaler des a
présent que, devant la complexité du probleme, le modele proposé s’appuie sur plusieurs hypo-
theses simplificatrices. Ces hypotheses sont de deux natures différentes selon qu’elles sont faites
a ’échelle du pore, pour simplifier le probleme a ’échelle locale, ou a l’échelle des fermetures,
pour simplifier le probleme a I’échelle macroscopique. Dans le premier cas, les hypotheses faites
peuvent étre qualifiées d’hypotheses physiques dans le sens ou elles viennent simplifier la physique
a I’échelle du pore, alors que dans le deuxieme cas elles font plutot référence a des approxima-
tions dans le sens ou, comme nous ’avons vu dans le chapitre introductif, elles conduisent a une
description macroscopique représentant une certaine approximation du probleme. Dans les deux
cas, nous nous attacherons a mener une analyse critique de ces hypotheses et a apporter des
éléments de discussion sur les difficultés qui se posent lorsqu’elles sont abandonnées.

Dans ce chapitre, nous commencons par une description du probléme a ’échelle du pore. Ainsi,
nous décrivons les différentes hypotheses physiques et les équations de transport de masse et
d’énergie a I’échelle locale. Ensuite, nous présentons le changement d’échelle conduisant a une

21
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description macroscopique du probleme. Le modéle macroscopique a non équilibre thermique
local est développé dans le cadre de la méthode de prise de moyenne volumique et est basé sur
une hypothése de quasi-stationnarité et de quasi-staticité a I’échelle des fermetures. Le modele
proposé ne fait pas I’hypothese d’équilibre thermique local entre les trois phases du milieu et se
présente ainsi sous la forme d’un modele quasi-stationnaire a trois températures. Une des carac-
téristiques originales de ’approche développée concerne I’établissement, a partir de la relation
de saut locale pour I’énergie a I'interface liquide-vapeur, d’'une forme fermée du taux d’évapora-
tion a I’échelle macroscopique. Nous verrons que cette forme fermée est obtenue d’une maniere
consistante avec ’approximation du probleme & ’échelle des fermetures.

Le modele macroscopique obtenu a I'issue du changement d’échelle se présente sous une forme
similaire aux modeles heuristiques & non équilibre local dans le sens ol les échanges sont repré-
sentés a 1’échelle macroscopique de manieére quasi-stationnaire. Ainsi, ’approche développée ici
apporte une contribution intéressante puisque elle permet de mener une discussion sur la forme
des équations de transport des modeles heuristiques sur la base d’un cadre théorique clair et ri-
goureux. En revanche, contrairement a ’approche heuristique, 'approche développée ici établit
un lien clair entre la physique a I’échelle locale et la description macroscopique. En particulier,
elle conduit a six probléemes de fermeture qui permettent d’estimer les coefficients de transport
macroscopiques du modele pour des cellules unitaires représentatives du milieu. Etant donné les
difficultés que nous avons souligné pour estimer ces coefficients dans le contexte d’une approche
heuristique, ce point constitue stirement la principale contribution de ce travail pour la descrip-
tion macroscopique des transferts de masse et de chaleur hors équilibre thermique local en milieu
poreux parcouru par un écoulement diphasique avec changement de phase.

2.1 Probleme a I’échelle locale

2.1.1 Position du probleme et hypotheses

Le milieu poreux considéré, illustré sur la figure (2.1), est supposé étre homogene et la matrice
solide consolidée. La premiere hypothese signifie que le milieu est considéré homogene a 1’échelle
macroscopique ou, en d’autres termes, que seules les deux échelles ¢ et L ont été distinguées.
Nous renvoyons le lecteur au chapitre d’introduction pour la distinction entre milieu poreux
homogene et hétérogene ainsi qu’a Goyeau et al. [65] et Bousquet-Mélou [24] pour la prise en
compte d’hétérogénéités évolutives telle que la variation de porosité, et a Quintard et Whitaker
[121] pour la description macroscopique des milieux poreux hétérogenes dans le cadre de la
méthode de prise de moyenne volumique. La deuxiéme hypothese signifie que le mouvement
éventuel des particules solides n’est pas pris en compte. En revanche, les situations résultant
d’un déplacement des particules et présentant alors des hétérogénéités (e.g. porosité) peuvent
étre prises en compte.

Nous supposerons dans ce travail que les propriétés physiques, densité et viscosité, des phases
liquide et vapeur ne varient pas significativement avec la température. Nous supposerons égale-
ment que le probleme du transfert de chaleur peut étre découplé du probleme de I’écoulement
diphasique. Par conséquent, les vitesses des deux phases pourront étre déterminées indépendam-
ment du probleme du transfert de chaleur et seront supposées étre des champs connus. Si ce
type d’hypothese est classique et est souvent justifié pour les écoulements monophasiques en
milieu poreux, elle constitue en revanche une hypothese relativement forte pour les écoulements
diphasiques et mérite a ce titre d’étre discutée.

Le probleme de la description macroscopique des écoulements diphasiques en milieu poreux a
fait I'objet de nombreux travaux et le lecteur pourra se reporter & Whitaker [151], Auriault
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Figure 2.1: Milieu poreux homogéne a trois phases : solide s, liquide £ et vapeur g

[11] et Lasseux et al. [94] pour une analyse détaillée de ce probleme & partir de techniques de
changement d’échelle. Dans ces références, une théorie quasi-statique est proposée pour laquelle
les effets associés aux mouvements rapides des interfaces sont négligés. En d’autres termes,
I'impact de la vitesse de l'interface n’est pas pris en compte dans le probleme de changement
d’échelle. Dans ce cas, pour une position de l'interface a priori connue, la forme des équations
de transport macroscopiques est équivalente! & la loi de Darcy généralisée ou les perméabilités
multiphasiques et la pression capillaire peuvent étre déterminées a partir d’une description locale
ou les interfaces évoluent de maniére quasi-statique.

Dans ce travail, nos développements s’inscriront dans le cadre d’une théorie quasi-statique. Ainsi,
lorsque la densité et la viscosité ne varient pas significativement avec la température a ’échelle
locale, il apparait raisonnable de pouvoir découpler le probleme du transfert de chaleur du pro-
bleme de I’écoulement diphasique. Il faut cependant garder a ’esprit que si I’hypothese de quasi-
staticité est cohérente avec la modélisation macroscopique, que I'on peut qualifier de classique?
de I’écoulement diphasique, elle peut évidemment s’avérer étre trop drastique dans plusieurs
situations et, en particulier, dans les situations d’ébullition intense. Cela étant, son impact sur
la qualité de la description macroscopique pour des situations dynamiques reste a éclaircir : on
peut par exemple s’étonner de la bonne qualité de la description macroscopique fournie par la
loi de Darcy généralisée pour une large gamme de problemes ou les interfaces n’évoluent pas
de maniere quasi-statique. Une explication possible serait une ergodicité spatio-temporelle o
la moyenne spatiale sur un volume élémentaire donné contenant beaucoup d’interfaces condui-
rait implicitement a une moyenne temporelle de I’évolution des interfaces qui serait dans ce cas
quasi-statique. Dans ce travail, nous ne prétendons pas répondre a cette question délicate sur le
domaine de validité d’une théorie quasi-statique et nous noterons seulement que si I’hypothese
de quasi-staticité est relativement contraignante, il apparait cependant qu’une théorie quasi-
statique puisse, dans la pratique, s’appliquer dans d’autres situations ou les interfaces n’évoluent

Len réalité, certains termes de couplage ont été mis en évidence théoriquement mais ils sont considérés comme

négligeables dans la plupart des applications
2cette modélisation reste & ce jour largement admise car la plus simple d’un point de vue pratique
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pas nécessairement de maniere quasi-statique.

Pour conclure ce paragraphe, nous présentons ci-dessous les principales hypotheses adoptées
dans ce travail dont certaines seront reprises et discutées au cours de ce chapitre :

- Les especes incondensables dans la phase gazeuse ne sont pas prises en compte et, par
conséquent, la phase gazeuse est constituée uniquement de vapeur.

- Les transferts radiatifs ne sont pas pris en compte.

- La phase liquide est en équilibre thermodynamique avec sa vapeur a linterface liquide-
vapeur.

- Les flux microscopiques de diffusion thermique qg sont décrits par la loi de Fourier :
ag = —kgVIz, B=gtls (2.1)

- Les propriétés physiques (conductivités, chaleur spécifiques, ...) ne varient pas significati-
vement a 'intérieur du volume élémentaire représentatif.

2.1.2 Equations de transport a 1’échelle locale

Les transferts de masse a 1’échelle microscopique sont décrits par le probleme aux limites local

suivant :

9pg — ; ;

ot +V - (pvy) = 0, danslaphaseg (2.2)
vy = 0, sur Ay (2.3)

Ny - pg (Vg —wW) = nyg-pr(ve—w), sur Ay (2.4)
ve = 0, sur Ay, (2.5)

Opt _ ‘ ‘

wn +V - (peve) = 0, danslaphase/( (2.6)

ou w désigne la vitesse de déplacement de I'interface liquide-vapeur, ny, est la normale unitaire
dirigée de la phase liquide £ vers la phase vapeur g, et Ay, désigne l'interface liquide-vapeur.
Notons ici que les conditions aux limites (2.3) et (2.5) traduisent le fait que la matrice solide est
supposée étre consolidée, imperméable et non déformable.

A Téchelle locale, les équations de transport décrivant les transferts de chaleur dans les phases
vapeur, liquide et solide, avec source de chaleur dans la phase solide, sont données par :

s,
5 (pghg) + V- (pghgvy) = —V -qg, dansla phaseg (2.7)

d
5 (pehe) +V - (pehevy) = —V -qp, dansla phase ¢ (2.8)
% (pshs) = —V-qs+ws, dansla phase s (2.9)

ol ws représente la puissance résiduelle générée dans les débris. On a négligé ici la dissipation
visqueuse ainsi que le travail des forces de pression et nous rappelons que les transferts radiatifs
ne sont pas pris en compte dans ce travail. Nous notons ici que, pour le probleme considéré, si
il semble raisonnable de négliger la contribution des termes associés au travail mécanique, en
revanche, étant donné les niveaux élevés de température, les transferts thermiques par rayonne-
ment ne sont certainement pas négligeables, en particulier dans les régions asséchées. On pourra
se reporter a Kaviany [88] et & Rubiolo et Gatt [132] pour une présentation et une analyse
détaillée des problemes de rayonnement thermique en milieu poreux.
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Les équations de transport locales (2.7)-(2.9) sont accompagnées des conditions de saut aux
interfaces. Nous commencons par décrire ci-dessous ces conditions aux interfaces vapeur-solide
et liquide-solide qui traduisent, d’'une maniere classique, la continuité de la température et du
flux de conduction thermique :

T, = Ts, sur Ag (2.10)
Ngs Qg = Ngs-Qs, sur Ag (2.11)
T, = T,, sur Ay (2.12)
Nys -y — Nys-Qs, sur Ags (2.13)

Les conditions aux limites a I'interface liquide-vapeur sont plus complexes puisque le changement
de phase prend place a cette interface. Il semble raisonnable de supposer que le liquide est
en équilibre thermodynamique local avec sa vapeur a linterface liquide-vapeur. En d’autres
termes, cela signifie que la température est continue a l'interface liquide-vapeur et est fixée a
la température de saturation 7°%. Dans ces conditions, les conditions aux limites & l'interface
liquide-vapeur sont données par :

T, = T, =T°", sur Ay (2.14)
Ny - (g + pghg (Vg —w)) = nyg- (qe+ pehe (Ve —w)) ,  sur Ay, (2.15)

Il est important de noter ici que, comme cela a été souligné par Quintard et Whitaker [125] pour
un probléme analogue de transfert de masse, la condition (2.14) d’équilibre thermodynamique
local ne doit pas étre confondue avec '’hypothese d’équilibre thermique local qui elle, concerne
I’ensemble du volume élémentaire représentatif.

Les équations de transport de masse (2.2) et (2.6) et d’énergie (2.7)-(2.9) ainsi que les conditions
aux limites associées (2.3)-(2.5) et (2.10)-(2.15) doivent bien sur étre complétées par des condi-
tions initiales et des conditions aux limites en entrée et en sortie du milieu pour que le probleme
local soit bien posé. Par exemple, pour le probleme thermique (2.7)-(2.15), les conditions aux
limites en entrée et en sortie du milieu, désignées ici par l'indice e, sont données par :

Ty ="Ty(r,t) sur Age, Ty =Ty (r,t) sur Age, Ts=Ts(r,t) sur Ag (2.16)

Nous reviendrons sur ces conditions aux limites dans la suite de ce chapitre. Nous notons ici
seulement que les conditions aux limites (2.16) sont généralement connues en termes de moyenne
spatiale et, de ce fait, comme le note Whitaker [154], les conditions aux limites (2.16) constituent
plutét ce que 'on ignore que ce que I'on connait des champs de température. Notons également
que 'on peut faire la méme remarque pour les conditions initiales du probleme.

Pour finir ce paragraphe, il est important de remarquer que deux termes sources, I'un homogéne
et 'autre hétérogéne, sont présents dans le probleme local. La terminologie de source homogéne
fait référence a une source de chaleur volumique alors que celle de source hétérogene fait référence
a une source de chaleur localisée sur une interface entre deux phases (oxydation, changement
de phase, ...). Ainsi, la puissance résiduelle générée dans les débris représente un terme source
homogene alors que le changement de phase liquide-vapeur exhibe un terme source hétérogene.
En effet, a partir du bilan de masse (2.4) a l'interface, la condition de saut (2.15) peut s’écrire
sous la forme :

Ny - Qg =Ny - g+ Ny - pg (hg — he) (Vg — W), sur Ay (2.17)

~
source hétérogéne
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Dans le cadre du non équilibre thermique local, si le terme source homogene apparait généra-
lement comme une simple valeur moyenne dans les équations de transport a 1’échelle macro-
scopique, en revanche I'impact du terme source hétérogene sur la description macroscopique du
milieu est beaucoup plus complexe. On pourra se reporter a Quintard et al. [120] et Quintard
et Whitaker [130] pour une illustration de I'impact des sources homogenes et hétérogenes sur la
modélisation macroscopique des transferts de chaleur dans le cas d’un systéeme a deux phases,
lorsque les sources sont des fonctions a priori connues.

Dans le cas général, les sources homogenes et hétérogenes ne sont pas des fonctions a priori
connues et elles mettent en jeu un probléme fortement couplé a 1’échelle microscopique. En
particulier, pour notre probléme, la présence d’une source hétérogene de chaleur a l'interface
liquide-vapeur conduit & un probleme fortement couplé de masse, de quantité de mouvement
et d’énergie a ’échelle microscopique. Malgré cela, et comme nous ’avons indiqué au début de
ce chapitre, nous ne prétendons pas ici résoudre un tel probleme et nous avons supposé que le
probleme du transfert de chaleur pouvait étre découplé du probleme de ’écoulement diphasique.
Dans le cas ou le liquide est en équilibre thermodynamique avec sa vapeur a l'interface liquide-
vapeur, nous allons voir dans ce chapitre que la condition aux limites (2.17) exhibant un terme
source hétérogene joue le role de relation auxiliaire dans le probleme de changement d’échelle
qui peut ensuite étre utilisée pour estimer le taux d’évaporation a 1’échelle macroscopique.

2.2 Equations de continuité des phases liquide et vapeur

Avant de procéder a la prise de moyenne volumique des équations d’énergie, nous présentons
dans un premier temps la forme macroscopique des équations de continuité des phases liquide et
vapeur. Les résultats présentés ici ne sont pas nouveaux mais les développements sont repris car
les notations ainsi que quelques hypotheéses seront reprises pour la prise de moyenne volumique
des équations d’énergie.

Pour obtenir les équations macroscopiques de bilans de masse, nous effectuons une prise de
moyenne volumique des équations de transport locales (2.2)-(2.6) sur un volume élémentaire
représentatif du milieu poreux. Les notations ainsi que les théoremes relatifs a la méthode de
prise de moyenne volumique sont présentés en annexe A. Nous présentons ici la prise de moyenne
de I’équation de continuité de la phase gazeuse, les résultats seront ensuite étendus a 1’équation
de conservation de la masse relative a la phase liquide.

2.2.1 Prise de moyenne volumique

La prise de moyenne volumique de 1’équation locale de conservation de la masse de vapeur (2.2)

conduit a I’équation de transport macroscopique :

<%
ot

Le théoreme du transport de Reynolds (A.8), avec I'hypothese de vitesse nulle de la phase solide,

)+ (V- (pgvg)) =0 (2.18)

permet d’écrire la moyenne du terme d’accumulation de (2.18) sous la forme :

() = 2 Golon) = 3 [ e pywaa (2:19)

Age

D’un autre coté, le théoreme de moyenne spatiale (A.9) et la condition d’adhérence (2.3) conduisent
a l'expression suivante pour la moyenne du terme convectif de (2.18) :

1
(V- (pgvg)) =V (pgvi) + 5 / Ny - pyvy dA (2.20)
Age
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A ce stade, on introduit la décomposition spatiale (A.5) pour la densité et la vitesse :

Pg = ’Yg</)g>g+ﬁg (2-21)
vg = Y(vg)! +Vy (2.22)

A partir des décompositions (2.21)-(2.22) et de la relation (A.12), le premier terme du second
membre de (2.20) s’écrit :

V- (0gvg) = V- (9 (p0)?(ve)?) + ¥ - (5,%) (2.23)

A ce stade, on peut se demander dans quelle mesure le dernier terme du second membre de
(2.23) est important et, plus précisément, dans (2.21), si les variations spatiales de densité dans
le volume de prise de moyenne sont significatives. Pour répondre a cette question, partons de
I'équation d’état simple pg = pg(pg), ot B = g,¢, et développons pg en série de Taylor autour
de <p5>ﬁ . On peut écrire en négligeant les termes d’ordre supérieur :

P3 = Pp ((P6>ﬁ> + g—gg

Po+ ... (2.24)
(pg)?

En général, on estime pg par : pg = O (fgL_l(p5>5 ) et par suite, (2.24) peut s’écrire :

ps = ps ((pa)?) + 0 < O0s

o5 %(pM) +... (2.25)

(pg)?

Enfin, en introduisant la compressibilité cg = pgl (Opg/0pg) avec I'estimateur classique pour les

gaz [127] CEI ~ pg, (2.25) peut s’écrire :

ps = Pp (<Pﬁ>ﬁ) +0 < P8l (g5 %) +... (2.26)

Il apparait ainsi raisonnable de pouvoir négliger le dernier terme du développement (2.26) et, par
suite, la densité locale peut s’écrire approximativement comme pg ((pg)ﬁ ) En d’autres termes,
on peut raisonnablement supposer que la densité pg ne varie pas significativement dans le volume
de prise de moyenne et I'on peut ainsi identifier la densité locale pg a sa moyenne intrinseque
(pﬁ>ﬁ . Il est important de souligner que si cela signifie que la densité est constante a I'intérieur
du volume de prise de moyenne, en revanche, cela ne signifie pas qu’elle le reste a 1’échelle
macroscopique. Cette remarque est clairement illustrée par le développement (2.26) puisqu’il
montre que la densité suit les variations de (pg)P.

A présent, si on revient aux relations (2.21) et (2.23), nous pouvons négliger les variations
spatiales de densité et ainsi rendre plus simple I’expression de la moyenne du terme convectif en
négligeant le dernier terme du second membre de (2.23). Nous verrons plus loin que lorsqu’on
néglige les variations locales de densité, cela permet également d’aborder de maniere plus simple
le changement d’échelle pour les équations de conservation de I’énergie.

2.2.2 Forme macroscopique des équations de continuité

En regroupant les relations (2.19), (2.20) et (2.23) lorsque les variations spatiales de densité sont
négligées dans le volume de prise de moyenne, 1’équation macroscopique (2.18) de conservation
de la masse de la phase vapeur s’écrit :

Degpg
ot

+ V- (egpg(vg)?) =m (2.27)
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ol m désigne le taux massique d’évaporation défini par la relation [149] :

m= v / Ny - pg (vg —w) dA (2.28)

Age

L’équation de continuité macroscopique relative a la phase liquide s’obtient sur la base des mémes

développements et on a :

Oe 1
8@54 +V. <€gpg<Vg>g> ==y / ny - pe(vi—w) dA (2.29)
Apg

Nous noterons ici que, dans le cas de la phase liquide, I’hypothése d’une densité constante dans
le volume de prise de moyenne est encore plus justifiée. La condition de saut (2.4) a l'interface
liquide-vapeur permet d’écrire (2.29) sous la forme :

Ocepy
ot

Notons que dans le cas ou la densité de la phase liquide est constante a 1’échelle macroscopique,

+ V- (eopelv)) = =i (2.30)

I’équation macroscopique (2.30) s’écrit sous la forme équivalente d’une équation de transport
pour la fraction volumique liquide €y :

88[ Vi o ’I’}”L
= V- <€z(Ve> ) = (2.31)

2.3 Equations de conservation des énergies

Nous présentons dans cette partie le changement d’échelle pour les équations d’énergie dans le
cadre du non équilibre thermique local. Nous procédons ainsi a la prise de moyenne volumique
des trois équations locales de transport (2.7), (2.8) et (2.9). Les trois équations de transport
étant similaires, les principaux développements sont présentés pour I’équation d’énergie relative
a la phase vapeur. Nous rapellons que les notations et les théoremes relatifs a la prise de moyenne
sont donnés en annexe A du mémoire.

2.3.1 Prise de moyenne volumique

La prise de moyenne volumique de 1’équation locale de conservation de I’énergie (2.7) relative a
la phase vapeur conduit a I’équation de transport macroscopique :

0
(a(ﬂghg» +(V - (Pghgvg)> =—(V- Qg> (2.32)
Nous rappelons que les masses volumiques des phases liquide et vapeur sont supposées constantes
a l'intérieur du volume de prise de moyenne. La vitesse de déplacement de 'interface vapeur-
solide étant nulle, le terme instationnaire de (2.32) s’écrit, a partir du théoréme du transport de
Reynolds (A.8), sous la forme :

(5 ot = o Capath)?) 3 [ magpohgw (239

Age

A partir du théoreme de moyenne spatiale (A.9) et de la condition de non glissement (2.3) de
la vapeur & l'interface vapeur-solide, le terme convectif de (2.32) peut s’écrire dans un premier
temps sous la forme :
1
(7 (pahgve)) =V - oyl + 5 [ mge- pohgvy da (2.34)

V
Age
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Le premier terme du second membre de (2.34) peut étre développé en introduisant la décompo-
sition spatiale (A.5) pour l'enthalpie et la vitesse :

hg = ’79<hg>g+%g (2.35)
vg = Yg{vg)? + vy (2.36)

On obtient ainsi a partir de (A.12), en introduisant les décompositions (2.35)-(2.36) dans le
premier terme du second membre de (2.34) :

~ 1
(V- (pghgvg)) =V - (egpg(hg)?(vg)?) + V - {pghgVg) + Vv / ng - pghgvg dA (2.37)
Age
A Taide du théoreme de moyenne spatiale (A.9), le flux conductif de (2.32) peut étre développé

a partir de son expression donnée par la loi de Fourier et s’écrit :

V

gl Ags

1 1
(V- (kgVT,)) = V- (5, VTy) + 7 / ng - kyVT,dA + — / ng, - kg VT, dA (2.38)
A

A ce stade, on suppose que les conductivités thermiques ne varient pas significativement a 1’in-
térieur du volume de prise de moyenne. Elles seront donc supposées constantes au cours de la
prise de moyenne volumique. On pourra trouver dans [153] les contraintes associées a ce type
de simplification a partir de 'analyse du développement en série de Taylor de la conductivité
autour du centre du volume de prise de moyenne. Comme pour les densités, cette hypothese ne
signifie pas que les conductivités thermique sont constantes a 1’échelle macroscopique.

Avec cette hypothese, I'expression (2.38) s’écrit, en développant le premier terme du second
membre & partir de la relation (A.16) :

(V- (k,VT,)) = V- |egkyV(T,) + % / ng T, dA + k—‘; / n,T, dA
Age Ags
kg kg
+V / ng - V7T, dA+ v / ng - VI, dA (2.39)
Age Ags
ou nous avons utilisé la décomposition spatiale pour la température T} :

Ty = v4(Ty)? + Ty (2.40)

Enfin, en introduisant la décomposition (2.40) dans les deux derniers termes de (2.39), la moyenne
volumique du terme associé au transport par conduction s’écrit, en reprenant les développements
de la relation (A.16) :

k ~ k ~
(V- (kVTy)) = V- |eghgV{(Ty)? + Vg / ng T, dA + Vg / ng T, dA
Ag(Z Ags

k ~ k -
—Veg-kgV(Tg>g+Vg/ngg-VngA—i-Vg/ngs-VngA (2.41)
Ag[ Ags

En regroupant les relations (2.33), (2.37) et (2.41), I’équation macroscopique de conservation de
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I’énergie relative a la phase gazeuse s’écrit :

2 (coralho)?) 4V - Eapylhg)? (vg)®) +

V- (pghgVy) =V - |egk,V (T, + % / ny Ty dA + % / ny.T, dA
Age Ags
k ~ k ~
—Veg - kgV{(Ty)9 + Vg /ngg VT, dA + Vg /ngs VT, dA (2.42)
Age Ags
Les mémes développements peuvent étre menés pour les deux autres phases, liquide et solide, et

on obtient des équations similaires non présentées ici.
A ce stade, notre objectif est d’obtenir des équations en température.

Forme macroscopique en température

A partir de 1’équation macroscopique de continuité (2.27) relative a la phase vapeur et de la
définition (2.28) du taux d’évaporation, on peut écrire les trois premiers termes du premier
membre de (2.42) sous la forme :

% (egpg(hg)?) +V - (£gpg(hg)?(vg)?) + % / ng - pghg (vg —w) dA

Age

= oy (G + )7 V) 5 [ ey g = (1)) (v = w) A (249

Afin d’obtenir des équations en température, on introduit les relations locales suivantes entre
enthalpie et température :

hg = hi" + Cpg (Ty —T°") (2.44)
hy = h;at + Cpg (Tg — Tsat) (2.45)
hs = h+ Cps (Ts —T7) (2.46)

ou h;‘” et k" sont respectivement les enthalpies des phases vapeur et liquide & la température
de saturation et ou h désigne ’enthalpie a la température de référence T’y pour la phase solide.
Si on suppose que la température de saturation et les chaleurs spécifiques restent constantes
a l'intérieur du volume de prise de moyenne, la moyenne volumique intrinseque des relations
locales (2.44)-(2.46) conduit directement aux relations macroscopiques suivantes :

(hg)? = 3" 4 Cpy ((Ty)? — T*™) (2.47)
(he) = b + Cpe ((T0) = T°) (2.48)
<h5>8 - h? + Cps ((Ts>s - T;) (2'49)

A partir de (2.44) et (2.47), on peut écrire la relation suivante pour les déviations spatiales de
I’'enthalpie de la phase vapeur :

hg = hg — <hg>g = Cpg (Tg - <Tg>g) = Cpng (2.50)

Avant de revenir a ’équation de transport macroscopique, nous reprenons les développements
de Hager et Whitaker [72] et nous notons que lorsque les densités et les chaleurs spécifiques
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restent constantes a l'intérieur du volume de prise de moyenne, la relation (2.50) permet d’écrire
le terme de dispersion de I’équation de transport macroscopique (2.42) sous la forme classique
en température suivante :

<Pg7lgvg> = (Pcp)g <fgvg> (2.51)

Nous retournons désormais a 1’équation de transport macroscopique (2.42) qui, a partir des
relations (2.43), (2.47), (2.50) et (2.51), s’écrit sous la forme non conservative suivante :

g (Pcp)g (% + (vg)? - V<Tg>g> + % / Nge - (Pcp)g fg (vg—w) dA

Age

~ k - k -
1V (00, (Ty%0)) = V- |eohy VT, + 22 / ny Ty dA+ / n,, 7, dA
AgZ Ags
.k - k, -
—Veg -k V{(Ty)? + v [ et VT,dA+ v [ P VT,dA (2.52)

Ag(Z Ags

L’intégrale de surface du premier membre de (2.52) représente un terme de changement de phase
a ’échelle macroscopique. Nous allons voir que, dans le cadre de 1’équilibre thermodynamique
local du liquide et de sa vapeur a l'interface liquide-vapeur, ce terme peut s’écrire explicitement
en fonction du taux d’évaporation.

Pour cela, nous remarquons dans un premier temps que si I’on introduit la décomposition spatiale
(2.40) pour T, dans la condition d’équilibre thermodynamique local (2.14), on peut écrire cette
condition sous la forme :

Tg =T —(T,)9, sur Ay (2.53)

Ainsi, lorsque les températures T5% et (T,)9 ne varient pas significativement a la petite échelle,
nous pouvons utiliser la définition (2.28) du taux d’évaporation pour écrire le terme de change-
ment de phase de (2.52) sous la forme :

1 ~ : u
v / ng - (pCp), Ty (Vg — W) dA = — 1 Cpy (T = (T)?) (2.54)
Age

Nous rappelons ici que lorsque les échelles de longueur sont convenablement séparées, plus pré-
cisément si £, < rq et 7‘(2] < L?, les variations spatiales de température moyenne peuvent étre
négligées® dans le volume de prise de moyenne et (T,;)9 peut étre sortie de l'intégrale de sur-
face de (2.54). Nous rappelons également que la relation (2.54) a été obtenue en négligeant les
variations de la chaleur spécifique et de la température de saturation a l'intérieur du volume
de prise de moyenne. Evidemment, la température de saturation dépend de la pression locale
de vapeur, cependant, il nous a semblé raisonnable de reprendre les arguments que nous avons
apportés pour les densités et de considérer la température de saturation constante a l'intérieur
du volume de prise de moyenne. Ici encore, nous rappelons que cette hypothése ne signifie pas
que la température de saturation reste constante a I’échelle macroscopique.

A partir de la relation (2.54), ’équation de transport macroscopique (2.52) relative a la phase

3cela ne signifie pas que (Ty)? est considéré comme constante dans le volume de prise de moyenne; le lecteur
intéressé par les développements conduisant & ce type de simplification pourra se reporter a [33, 124]
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gazeuse s’écrit finalement sous la forme :

€y (Pcp)g <8<§§>g + (vg)? - V<Tg>g> —m Cpg (Tsat - <Tg>g)

~ k ~ k ~
1V (00, (T%0)) = V- | eohy VT, + 22 / n Ty dA+ / n,. T, dA
Agl Ags
g kg ~ kg ~
—Veg - kgV(Ty)? + v | Pet VTydA + v | Bos VT,dA (2.55)

Ag(Z Ags

Les équations de transport macroscopiques pour les phases liquide et solide sont obtenues de la
méme maniere et elles sont présentées ci-dessous sans développements supplémentaires :

cr(0)e (25 v ) 4 (1 — (1)

. k ~ k ~
+V - ((pcp)é <Tng>) =V Egkgv<Tg>é + Vg / ngng dA + Vg / ny Ty dA
AZg Als

k ~ k ~
—Vey - k:gv<Tg>£ + VZ / nyg - VT,dA + VZ / ng - VI, dA (2.56)

Afg Afs

o(T,)® ks ~ ks ~
s (pChp), % =V |esksV{(Ts)° + T / ngTs dA + v / ng Ty dA
Asg Agp
s kS T kS ea s
—Ves - ksV{(Ts)° + v [ Mg VT,dA + v Bt VTsdA + es{wy) (2.57)
Asg Agp

2.3.2 Fermeture des équations macroscopiques

Les équations de transport macroscopiques (2.55), (2.56) et (2.57) font intervenir non seule-
ment les températures moyennes (T5>5 , pour lesquelles la longueur caractéristique des variations
est I’échelle macroscopique, mais aussi leur fluctuations T 13, pour lesquelles la longueur carac-
téristique des variations est ’échelle locale. A ce stade de ’analyse, les équations de transport
macroscopiques ne constituent donc pas un systéme fermé et il est nécessaire de dériver le pro-
bleme aux limites local pour les déviations Tﬁ.

Notre objectif n’est pas de résoudre le probleme mixte en (Tg)ﬁ et fﬁ, cela serait évidemment trop
complexe et trop coliteux, mais plutot de construire une approximation du probleme mixte. Cette
approximation consiste a établir des relations entre les températures moyennes et les déviations
sur la base du probleme local pour les déviations. Ces relations constituent les relations de
fermeture, elles permettent de représenter les déviations en fonction des températures moyennes
et de réaliser ainsi une approximation du probleme mixte.

La premiere étape consiste donc & établir le probleme aux limites local pour les déviations qui,
par la suite, nous permettra d’identifier les termes sources responsables des déviations. A partir
de cette analyse, on pourra proposer des représentations pour les déviations en fonction des
termes sources et construire ainsi une approximation du probleme mixte. Comme précédement,
on établit de maniere détaillée le probleme local relatif a la phase gazeuse, on étendra ensuite
les résultats aux autres phases, c’est-a-dire aux phases liquide et solide.
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Probléeme aux limites local pour les déviations

Afin d’obtenir I’équation locale pour les déviations fg, on note dans un premier temps que
I’équation locale de transport de I’énergie relative a la phase gazeuse (2.7) peut s’écrire sous la
forme non conservative en température suivante :

oT,
(0Cyp), (8—; + vy VTg> =V (k,VTy) (2.58)
En multipliant cette équation par la fraction volumique €4 et en introduisant la décomposition
de Gray (A.5) pour la vitesse et la température, I’équation (2.58) devient :

0 (0C), (% A A AR (AL ’T;)>

=&,V (kyV (1) +T,)) (2.59)

L’équation locale pour les déviations fg s’obtient alors en prenant la différence des équations
(2.59) et (2.55) :

T, ~ _ . -
(pCp), a—tg’ +(0Cp)y Vg - VI + (pCp) Vg - V(Ty)? + et 1 Cpg (T = (Ty)9)

. k - k -
=V (kVTy) — 7'V Vg/ngngdA—I—Vg/ngsngA

AgZ Ags

-1 -1
€ Eq k

—1 "o~ g kg ~ g ~
25V - ((0Cy), (Ty¥y) ) — 2 [ ny- VI, dA- ng, - VI,dA  (2.60)
Ag(Z Ags

Les équations locales pour les déviations Tg et T, s’obtiennent a partir des mémes développements
et ont une forme similaire a I’équation locale (2.60) pour fg. Les conditions aux limites pour les
déviations s’obtiennent directement & partir des conditions aux limites locales (2.10)-(2.14) dans
lesquelles on introduit la décomposition de Gray (A.5) pour T, Ty et T.

Il faut noter ici que si I’équation locale de transport pour T, s’écrit sous une forme plus simple
en comparaison des équations pour fg et fg, en revanche elle exhibe la déviation spatiale @,, du
terme source de chaleur homogene. Cependant, cette déviation est nulle dans le cas d’un terme
source constant ou son impact est négligeable pour des petites variations au sein du volume de
prise de moyenne (Quintard et al. [120]).

A ce stade, pour obtenir une description macroscopique du systeme a trois phases, le probleme
est extrémement complexe puisque l'on doit résoudre simultanément le probleme aux limites
local pour les déviations Tvg, Ty et Ty, et les équations de transport macroscopiques (2.55), (2.56)
et (2.57) pour les températures moyennes (T,)9, (T;)* et (Ts)®.

Devant la complexité de ce probleme, on est amené a simplifier le probleme aux limites local
et & construire une approximation du probleme mixte en moyennes <T5>5 et déviations fﬁ.
L’approximation du probleme mixte sera discutée et présentée dans les prochains paragraphes.
Nous commencgons ici par simplifier le probléme aux limites local.

Dans un premier temps, nous simplifions le probleme local pour les déviations T y et fg en adop-
tant une hypothése de quasi-staticité pour 'évolution des interfaces a I’échelle du pore. Une telle
hypothese est fréquemment adoptée pour les problemes de transport en milieu poreux caractéri-
sés par des frontieres mobiles a 1’échelle du pore [39, 125, 129]. Elle signifie que I’écoulement et
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la position des interfaces sont supposés évoluer de maniere quasi-stationnaire a la petite échelle
en comparaison des autres temps de relaxation du probleme.

L’hypothese de quasi-staticité apporte une simplification importante pour le probleme aux li-
mites local pulsqu ‘elle permet de négliger 'impact de la vitesse d’interface sur les déviations
spatiales T et Tg Contrairement aux problemes de solidification en milieux poreux [25] ou 'hy-
pothese de quasi-staticité parait raisonnable, les mécanismes d’ébullition en milieux poreux sont
généralement marqués, a la petite échelle, par des fluctuations tres importantes de la position des
interfaces [116] et, par conséquent, il faut garder a I'esprit qu’une telle hypothese est relativement
forte dans de nombreuses situations pratiques. Nous reviendrons plus loin sur les conséquences
de cette hypothese pour la description macroscopique du probléeme et nous noterons seulement
ici, comme nous l'avons indiqué en introduction de ce chapitre, qu’elle est cohérente avec la
théorie quasi-statique développée pour la description macroscopique de ’écoulement diphasique
qui conduit & une description de type loi de Darcy généralisée.

Si on retourne & ’équation locale de transport (2.60) pour Tvg, il est important de noter que si
I’hypotheése de quasi-staticité permet de négliger 'impact de la vitesse d’interface, elle ne permet
généralement pas de négliger le taux d’évaporation. On peut s’en convaincre facilement a partir de
la définition (2.28) du taux d’évaporation. Nous manquons actuellement de données quantitatives
pour estimer I'impact du taux d’évaporation sur les déviations et, dans une premiere approche,
nous le négligerons.

Les équations locales de transport pour les déviations peuvent également étre simplifiées a partir
d’une analyse de 'ordre de grandeur des différents termes. Ce type d’analyse n’est pas nouvelle,
elle a déja été menée par Carbonell et Whitaker [33], Quintard et Whitaker [123, 130] et Whitaker
[154]. Nous en présentons ici les principales étapes afin de justifier au mieux la forme finale du
probleme aux limites local.

Pour mener cette analyse, il est nécessaire dans un premier temps d’obtenir des estimations
pour les déviations. Si on introduit la décomposition de Gray (A.5) pour la vitesse v, et la
température Ty, respectivement dans les conditions aux limites a l'interface vapeur-solide de non
glissement et de continuité des flux thermiques, on obtient les estimations classiques :

v = O0({vg)?) (2.61)

~ L

7, = O ( f”’(Tg>g > (2.62)
On rappelle également 'estimation classique pour les surfaces spécifiques [124] :

Age Agg
e (%) st

A partir des estimations (2.61), (2.62) et (2.63), on montre que l'on obtient dans (2.60) les ordres
de grandeur suivants :

T _ k9<Tg>g
v (kvT,) = 0 ( - (2.64)
-1 kg T kg T
g, V- v ngT,dA + v ngTydA| = O (2.65)
Age Ags
- Tg )9
(pCp),vg- VI, = O (2.66)
-1 T~ ggg 9 g
€g V- <(Pcp)g <Tgvg>) = 0 72 (2.67)
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A partir des estimations (2.64)-(2.67) et sur la base de la contrainte ¢, < L, on en déduit :

~ k ~ k ~

V.<kgVTg> > €;1V- Vg/ngngdA—i—Vg/ngsngA (2.68)
AgZ Ags

(0Cy)y vy VT, > 'V ((0Cy), (T,%) (2.69)

Ainsi, & partir de (2.68) et (2.69), I’équation locale (2.60) pour Tg se simplifie en :

a7, - _
(Pcp)g 8—; + (Pcp)g Vg Vg + (Pcp)g vy - V(Ty)?
- ek - ek ~
=V (k,VT,) - e / ny - VT, dA - 22 / ng, - VT, dA (2.70)

AgZ Ags

En suivant la méme démarche, on obtient des équations similaires pour les déviations Tg et T,
et nous rappelons que les conditions aux limites pour les déviations s’obtiennent directement en
introduisant la décomposition spatiale dans les conditions aux limites (2.10)-(2.14).

Nous rappelons que notre objectif est de construire une approximation du probleme mixte en
moyennes et déviations et, avant de présenter la forme finale du probleme local complet et de
proposer des représentations pour les déviations, nous apportons dans le paragraphe suivant
quelques éléments de discussion sur I’approximation du probleme mixte.

Sur ’approximation du probléme mixte

Etant donné la nature du probléeme mixte, il est reconnu que la solution est tres susceptible
d’exhiber un comportement non-local en temps et en espace. En d’autres termes, en un point du
milieu a I’échelle macroscopique, la solution du probléme mixte intégre des informations et des
effets d’histoire provenant d’autres points du milieu. Dans le cadre d’une théorie non-locale, la
solution générale du probleme mixte conduit a des équations de transport macroscopiques tres
complexes qui, typiquement, exhibent des produits de convolution en temps et en espace. On
pourra se reporter & Cherblanc et al. [41] pour une revue bibliographique de ces approches dans le
cadre de la dispersion de contaminants en milieux poreux hétérogenes et a Quintard et Whitaker
[122] pour I'exploration d’une approche non-locale pour les écoulements diphasiques en milieux
poreux hétérogenes dans le cadre de la méthode de prise de moyenne volumique. En pratique,
il est évidemment tres difficile d’utiliser de tels modeles, méme pour des problemes a priori tres
simples, mais il est important de garder a I’esprit que les effets non-locaux, par exemple en espace,
existent lorsque les échelles caractéristiques spatiales ne sont pas convenablement séparées.

Pour éviter un traitement aussi compliqué, les différentes échelles d’observation sont générale-
ment supposées étre convenablement séparées et quasiment toute la littérature existante pour
les problemes de transport en milieu poreux se concentre sur la construction d’une solution
approchée du probleme mixte.

Il existe plusieurs types d’approximations mais toutes conduisent a un modele macroscopique
fermé, c’est-a-dire faisant intervenir uniquement des termes en grandeurs moyennes, contraire-
ment & une approche non-locale (en espace). Ces approximations sont discutées ici sur la base
des études menées pour des problemes de diffusion dans les systémes a deux phases (désignées
dans ce paragraphe par 3 et o) qui, dans le cadre du non équilibre local, ont regu une attention
particuliere et pour lesquels il existe une abondante littérature. Nous renvoyons le lecteur au
chapitre d’introduction pour une présentation des différentes approximations proposées. Nous
revenons ici sur ces approximations et nous présentons quelques éléments de discussion.
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Nous avons vu dans le chapitre d’introduction que plusieurs types d’approximations ont été
proposés pour construire une solution approchée du probleme mixte.

Historiquement, la premiere approximation proposée, qui reste a ce jour la plus utilisée, conduit
aux modeles macroscopiques quasi-stationnaires a deux équations. Ce type d’approximation se
base sur un traitement quasi-stationnaire des équations pour les déviations. En d’autres termes,
la dérivée en temps dans ces équations est formellement éliminée. Pour une approximation quasi-
stationnaire, la solution pour les déviations est ensuite recherchée, au premier ordre, sous la forme
d’une combinaison linéaire des termes sources macroscopiques responsables des déviations dans
le probleme aux limites local.

Typiquement, pour un probleme de conduction thermique dans un systeme a deux phases, I’ap-
proximation quasi-stationnaire consiste a introduire la représentation suivante pour les dévia-
tions :

Ty = —sp (<Tﬁ>6 - <To>”> +bgs - V{Tp) +bs, - V(T,)7 (271)

Dans le développement (2.71), ((I3)° — (T,,)7), V(T)" et V(T,)° représentent les termes sources
macroscopiques et sg, bgg et bg, désignent les variables de fermeture, appelées également in-
connues de fermeture. Pour une approximation quasi-stationnaire, ces inconnues dépendent uni-
quement de la variable d’espace et sont données par une série de problemes locaux, ou problémes
de fermeture, quasi-stationnaires.

Lorsque les représentations (2.71) sont introduites dans les équations de transport macrosco-
piques, le modele macroscopique quasi-stationnaire qui en résulte est alors caractérisé par des
coeflicients de transport effectifs indépendants du temps et, comme nous ’avons indiqué dans le
chapitre d’introduction, des effets d’histoire peuvent étre perdus dans cette approximation.

Pour des problemes nécessitant une modélisation plus riche du comportement transitoire, des
modeles macroscopiques dits instationnaires ont été proprosés en abandonnant ’hypothese de
quasi-stationnarité pour les déviations.
L’approximation proposée par Moyne [104] puis Landereau [92] consiste & introduire la repré-
sentation suivante pour les déviations :

. ? 9 0
_ 8 _ T\ o o
Ty = —s5% 5 ((T5)" = (T,)7) +bgs x = V(TH)? +bgo + = V(Ty) (2.72)

ou la notation a * b(t) désigne le produit de convolution en temps :

axb(t) = /a(t —7)b(T)dr (2.73)
0

Dans ce cas, les inconnues de fermeture dépendent non seulement de la variable d’espace mais
également du temps. Comme pour ’approximation quasi-stationnaire, les inconnues de fermeture
de (2.72) sont données par une série de problemes de fermeture qui, dans ce cas, sont instation-
naires. De la méme maniere, le modele macroscopique qui résulte des représentations (2.72) est
caractérisé par des propriétés effectives dynamiques.

En comparaison du modele quasi-stationnaire, ce type de modele instationnaire est bien sur plus
complexe puisqu’il prend en compte des effets d’histoire. Par exemple, le flux macroscopique
d’échange entre les deux phases ne s’écrit plus sous la forme d’un terme directement proportion-
nel au déséquilibre macroscopique mais sous la forme d’un produit de convolution en temps du
coefficient d’échange et du déséquilibre macroscopique. Il faut noter qu’aux temps longs, les re-
présentations (2.72) convergent asymptotiquement vers les représentations d’une approximation
quasi-stationnaire. En d’autres termes, le modele instationnaire se comporte aux temps longs
comme le modele quasi-stationnaire.



2.3. EQUATIONS DE CONSERVATION DES ENERGIES 37

Une approche alternative a été proposée par Bertin et al. [20] qui consiste & représenter les
déviations sous la forme :

O(Tp)"
ot

Ty = —s ((Tﬁw - <T(,>"> + bl V(T + b, - V(T,)7 + bl v o (274)
ol les inconnues de fermeture dépendent ici uniquement de la variable d’espace. Ce type de
représentation a été proposée sur la base d’'une analogie entre la méthode d’homogénéisation et
la méthode de prise de moyenne volumique. Plus précisement, les développements conduisant
au modele macroscopique sont, dans un premier temps, menés en suivant la méthode des déve-
loppements asymptotiques. Dans un deuxieme temps, les auteurs présentent une représentation
du type (2.74) dans le cadre de la méthode de prise de moyenne volumique qui se trouve étre
équivalente au regard du modele macroscopique.

En comparaison de 'approximation quasi-stationnaire, cette derniere approche consiste ainsi a
prendre en compte les effets historiques en incluant des termes d’ordre supérieur dans la repré-
sentation des déviations. Le modele macroscopique résultant présente des termes de transport
supplémentaires caractérisés par des dérivées en temps des grandeurs moyennes et peut aussi
étre qualifié de modele instationnaire puisque des effets dynamiques sont pris en compte.

Pour conclure, le type d’approximation du probleme mixte ou, de manieére équivalente, le type de
représentation pour les déviations, dépend principalement de la précision demandée au cours des
transitoires mais également, d’un point de vue pratique, de la complexité du probleme considéré.
En effet, si une approche quasi-stationnaire peut étre pénalisante pour la description du com-
portement macroscopique aux temps courts ou la description macroscopique des phénomenes
transitoires locaux, en revanche, elle conduit a des modeles macroscopiques qui restent d’un
grand intérét pratique du point de vue de leur utilisation et de la détermination des propriétés
effectives pour une large gamme de problemes.

A linverse, si une approche instationnaire est attractive pour une description fine des réponses
du milieu aux temps courts et des phénomenes fortement transitoires, elle conduit & des mo-
deles macroscopiques plus complexes qui apparaissent inutiles voire inaccessibles a ce stade des
connaissances sur le probleme d’ébullition en milieux poreux. Nous ne suivrons pas cette piste
dans cette these, mais le lecteur retiendra que divers modeles plus ou moins sophistiqués peuvent
étre construits a partir de ce probleme de changement d’échelle.
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Forme finale du probleme local et représentation des déviations

Dans le cadre d’une théorie quasi-statique, le probleme aux limites local complet pour les dévia-
tions T, Ty et T est donné par :

T, - B _
(Pcp)g a—tg + (Pcp)g vy VI + (Pcp)g Vg V(Tg)! =V (kyVTg>
SO?I?CG
ek ~ ek ~
— gV g / ng - VITydA— gV g / ngs - VIydA, dans la phase g (2.75)
Ag[ Ags
oT, ~ N ~
(6Cy)y St + (Cy)y Ve VTu+ (0Gy), ¥ - V{TY) =V - (kYT
Soagce
-1 -1
k ~ k ~
_%V ¢ / ny, - VI, dA — e Mt / ny, - VIydA, dans la phase £ (2.76)
Agg Ags
oT, -
(pcp)s E =V <ksst>
_1ks . _1ks .
_%T / ng - VI,dA — Es / ng - VIs;dA, dans la phase s (2.77)
Asg As[
Ty =T —(T,)', sur Ay (2.78)
—_———
source
T, =T —(T,)9, sur Ay (2.79)
————
source

ng - (KsVT, = kgVTy) = ngs - kgV(T,)0 — g - kV(T)*, sur Ay (2.80)

source source
Ty — Ty = ((Ty)? — T°%) — (T)* — T°%),  sur Ay, (2.81)
source source
Nys - <k‘gVTg - kZSVTs) = Ny * kSV<Ts>S — Nyg - k:gv<Tg>£, sur Ags (2.82)
source source
Tg — TS = (<TS>S — Tsat) - ((Tgy - Tsat> s sur Ags (283)
N—_— ——
source source

Nous avons ici décomposé les conditions aux limites aux interfaces vapeur-solide (2.81) et liquide-
solide (2.83) afin de faire apparaitre explicitement la température de saturation qui, dans 1’hy-
pothese d’équilibre thermodynamique local, constitue une température de référence du systeme.

Pour que le probleme local (2.75)-(2.83) soit bien posé, il est nécessaire d’écrire des conditions
supplémentaires pour les déviations. Ces conditions correspondent aux conditions initiales et aux
conditions aux limites, en entrée et en sortie du domaine macroscopique, pour les déviations. Les
conditions initiales les plus simples sont des conditions d’équilibre thermique, elles correspondent
a beaucoup de situations pratiques et se traduisent par :

T,(t=0)=0, Tyt=0), Ts(t=0)=0 (2.84)
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En ce qui concerne les conditions aux limites, il faut noter dans un premier temps que 'objectif ici
n’est pas de résoudre le probleme mixte sur tout le domaine macroscopique mais de construire une
approximation du probleme sur une région représentative du milieu. Pour un modele spatialement
périodique du milieu poreux, une telle région peut entierement étre représentée par une cellule
unitaire, illustrée sur la figure (2.2), représentative du systéme a trois phases considéré.

Figure 2.2: Modele spatialement périodique d’un milieu poreux a trois phases

Dans ce cas, le volume élémentaire représentatif est assimilé a une période, c’est-a-dire a la
cellule unitaire, et les conditions aux limites pour les déviations correspondent a des conditions
de périodicité :

T,(r +1;) =T,(r), Tir+1)=Tir), Tulr+1)=Tsr), i=1,2,3 (2.85)

ol r désigne un point de la région représentative et [; la période selon la direction ¢. Plusieurs
remarques doivent étre faites concernant I'impact et la signification des conditions de périodicité
(2.85). Premieérement, Carbonell et Whitaker [33] et Whitaker [154] indiquent que ces conditions
ont un impact négligeable sur les déviations car les conditions aux limites en entrée et en sortie
du milieu ont une influence sur les déviations sur une longueur caractéristique ¢ tandis que les
conditions de périodicité sont imposées sur une région de taille caractéristique L. D’un autre coté,
cela signifie également que les effets associés aux régions d’entrée ne seront pas pris en compte
dans I'approximation du probleme mixte. On pourra se reporter a Golfier et al. [61] pour une
discussion et une illustration de ce point dans le cadre d’'une comparaison entre la solution
asymptotique produite par la méthode de prise de moyenne volumique et la solution exacte de
Graetz pour les transferts de masse et de chaleur dans les tubes. Enfin, si les conditions de
périodicité sont consistantes avec l’existence d’une cellule unitaire représentative d’un milieu
poreux ordonné, on peut se poser la question de savoir dans quelle mesure ces conditions sont
justifiées pour un milieu désordonné. Le lecteur intéressé par une analyse détaillée de cette
question pourra se reporter a Quintard et al. [119] et Quintard et Whitaker [122, 123, 124].
Nous noterons seulement ici que pour un milieu désordonné, les conditions de périodicité sont
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représentatives des que la taille de la cellule unitaire est suffisament grande devant la longueur
de corrélation des hétérogénéités [119].

Les équations (2.75) & (2.85) constituent la forme finale du probléeme aux limites local pour
les déviations et nous cherchons désormais a construire une approximation mixte. Dans les
équations (2.75) a (2.83) du probleme local, nous avons identifié six termes en tant que termes
sources macroscopiques responsables des déviations T 9 fg et i. Ainsi, une solution approchée du
probleme mixte peut étre proposée en représentant les déviations a partir de ces termes sources.
A partir de la revue des différentes approximations proposées présentée dans le paragraphe
précédent, le probleme local (2.75)-(2.85) écrit dans l'espace de Laplace suggere au premier
ordre la représentation suivante pour les déviations Tvg et des représentations du méme type
pour Tvg et Ts :

(T} = st =T} — {s53p{(Ty)* — T°*} — {si}p{(To)° — T°"}
+{bgg} - PV{(Ty)?} + {bye} - pV{(T)} + {bys} - pV{(T3)°} (2.86)

ou {¢} désigne la transformée de Laplace de ¢ et p la variable de Laplace. En appliquant la
transformée de Laplace inverse, les représentations pour les déviations s’écrivent ainsi sous la
forme (2.72) dite instationnaire. Le raisonnement conduisant & ce type de représentation est
présenté en annexe B au travers d’un probléme de conduction hétérogene.

Devant la complexité du probleme a trois phases considéré, il nous a semblé qu’une approximation
du probleme mixte de type instationnaire était, dans une premiere approche, trop ambitieuse et
prématurée et nous nous sommes orientés vers une approximation de type quasi-stationnaire.
On peut faire remarquer que les variables de fermeture évoluent généralement avec un temps
caractéristique plus court que celui associé a I’évolution des températures moyennes. Une ap-
proximation quasi-stationnaire consiste alors a prendre les variables de fermeture sur un temps
plus long que leur temps caractéristique (nous les noterons simplement ici sgi, .. bgg, ..., pour
ne pas alourdir les notations) mais qui reste néanmoins plus court que le temps caractéristique
des températures moyennes. Ici encore, nous invitons le lecteur a se reporter a I’annexe B pour
une illustration du lien entre les approximations instationnaire et quasi-stationnaire.

Ainsi, pour une approximation quasi-stationnaire, les représentations pour les déviations s’écrivent
dans ’espace physique sous la forme :

Tg _ _Sgi (<T£>£ o Tsat) _ Sgi ((Tg>g _ Tsat) _ Sgi (<T3>S _ Tsat)
+bgg - V{Ty)? + b - V(T)" + by - V(T)° (2.87)
e V4 V4 sat V4 g sat V4 s sat
Ty o= —sfy (T = 1) = st (T)0 = T°) = sty (T)° = )
+byg - V(Ty)? + by - V(T0)" + by - V(TL)® (2.88)
fs _ —SZ‘ (<Tg>g _ Tsat> B 322‘ (<T9>g B Tsat) _ Sgi (<T5>s _ Tsat)
+b89 ’ V<Tg>g + b - V<TZ>Z + by - V<TS>S (2-89)
ou les variables sgi, byg, ..., sont respectivement les variables de fermeture scalaires et vectorielles

qui réalisent une approximation du probleme mixte. Ces variables sont solutions de probléemes
aux limites locaux, appelés problemes de fermeture, que nous présenterons dans le prochain
paragraphe.

La nomenclature utilisée pour les variables scalaires est telle que ’exposant identifie la phase dans
laquelle la variable est définie tandis que I'indice identifie le déséquilibre thermique macroscopique
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de la représentation. Par exemple, sj; est le scalaire qui relie T, & (<Tg>£ — Tsat), ou l’indice ¢
fait référence a la température d’interface 75%. En ce qui concerne les variables vectorielles,
le premier indice identifie la phase dans laquelle la variable est définie tandis que le deuxieme
indentifie le gradient de température macroscopique de la représentation. Par exemple, b, est
le vecteur qui relie T} & V(T,)9.

Comme nous 'avons déja signalé, les inconnues de fermeture scalaires et vectorielles de I’ap-
proximation quasi-stationnaire (2.87)-(2.89) dépendent uniquement de la variable d’espace et
la dépendance en temps des déviations provient uniquement de la dépendance en temps des
termes sources macroscopiques. Nous rappelons que I’hypothese de quasi-stationnarité revient a
négliger la dérivée en temps des déviations dans les équations locales (2.75)-(2.77). En d’autres
termes, bien que le probleme a I’échelle macroscopique soit instationnaire, les déviations peuvent
étre considérées comme évoluant quasi-stationnairement par rapport aux températures macro-
scopiques si les contraintes suivantes sont vérifiées [33, 123, 130] :

agt* ot* agt*
>1, ——>1, > 1 2.90
e e 2 (2:90)

ou t* désigne le temps caractéristique associé au processus considéré et ag = kg/ (pCp) 5 la
diffusivité thermique de la phase 8. A ce stade, si on souhaite pouvoir confirmer ou infirmer la
validité des contraintes (2.90), il importe d’étre plus renseigné sur le temps caractéristique ¢*.
On peut pour cela s’inspirer des développements de Quintard et Whitaker [127] et écrire, dans
le cas purement diffusif, des contraintes plus explicites sur les temps caractéristiques du type :

2
B 8 1 & P

- —, —, , < , , , — <K , , (2.91)

ay ag oy Qg oY, ag oy Qg Qg ag oy Qg
A partir des contraintes (2.91), la validité d’une approximation quasi-stationnaire apparait assez
obscure. En effet, si la condition de séparabilité des échelles d’observation permet de vérifier
une partie des contraintes (2.91), en revanche, selon le rapport des diffusivités thermiques et
le rapport des deux échelles d’observation, il peut exister de nombreux cas ou différents temps
caractéristiques sont du méme ordre de grandeur. En outre, des expériences numériques réalisées
dans un cas purement diffusif & deux phases [126] ont montré un tres fort impact des aspects
topologiques de la répartition des phases qu’il est difficile de prendre en compte par une échelle
de temps ou d’espace caractéristique.
Une discussion générale sur la validité de ce type de contrainte est donc extrémement difficile et,
la plupart du temps, la qualité d’une approximation quasi-stationnaire pour un probléme donné
est estimée sur la base d’expériences numériques. Nous suivrons dans ce travail le méme type
de démarche et nous estimerons dans le chapitre 3 la qualité de cette approximation pour un
probleme relativement simple de conduction thermique avec changement de phase.

2.3.3 Problémes de fermeture

Les inconnues de fermetures scalaires et vectorielles des représentations (2.87)-(2.89) sont solu-
tions de six problemes aux limites locaux, appelés problemes de fermeture, devant étre résolus a
I’échelle locale sur une région représentative du milieu poreux considéré.

Pour obtenir ces problemes, les représentations (2.87)-(2.89) sont dans un premier temps intro-
duites dans le probleme local (2.75) & (2.85) pour les déviations. Sur la base de la contrainte
de séparation des échelles de longueurs, les termes sources dans ce probleme (<Tg>g — Tsat), .
et V(Ty)?, ..., sont supposés indépendants et constants en espace sur le volume élémentaire
représentatif.
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On peut ainsi obtenir six problemes de fermeture en rassemblant les termes proportionnels aux six
termes sources macroscopiques puis en isolant les termes associés a ((T =T s“t), ((T =T s“t)
et ((Ts)* — T5) : problemes I, II et III, puis V(T})¢, V(T})* et V(T,)* : problemes IV, V, et
VI.

Lors de l'introduction des représentations dans le probleme local, nous adopterons les approxi-
mations classiques du type :

VI, = =Vsf () = 1) = Vsl ((T,)? = T*) = Vs, ((T)* = T°)
+Vby, - V(T,)9 + Vb - V(T))* + Vby, - V(T)* (2.92)
On pourra se reporter par exemple & Carbonell et Whitaker [33] et Quintard et Whitaker [123]

pour une présentation détaillée des développements conduisant a ce type de simplification. L’ap-
proximation (2.92) est généralement justifiée sur la base des ordres de grandeur :

Vby, -V(T,)? = O ( % ) (2.93)
byy - VV(Iy)? = O ( W ) (2.94)
VsI(T)? = O <8§<€%>9 ) (2.95)
sIV(T) = O (ﬂ ) (2.96)

et, a partir de £, < L, il vient : (2.94) < (2.93) et (2.96) < (2.95).

Récemment, dans le cadre du probleme de Graetz sur un tube cylindrique, Golfier et al. [61]
ont retenu les termes du type (2.96) dans (2.92) et ont observé, en se comparant a une solution
exacte, que la description macroscopique était plus précise. Lorsque les termes du type (2.96)
sont retenus dans le probleme local, les auteurs montrent que les problemes de fermeture sont
couplés : les problemes locaux pour les variables de fermeture associées aux termes d’ordre élevé
des représentations (i.e. ici les inconnues vectorielles) font apparaitre les solutions des variables
de fermeture associées aux termes d’ordre inférieur (i.e. ici les inconnues scalaires). Le lecteur
intéressé par la structure des problemes de fermeture pourra se reporter a la référence citée plus
haut.

Il est clair que lorsque ces termes sont conservés, le modele macroscopique est a priori plus précis
(comme c’est le cas pour le probleme du tube cylindrique). Toutefois, 'impact de ces termes n’a
pas été examiné pour une gamme plus large de problemes. Par conséquent, on se contentera de
retenir les deux termes a priori prépondérants et nous adopterons I'approximation classique du
type (2.92). Dans ce cas, nous allons voir que les six problémes de fermeture sont complétement
indépendants.

L’ensemble des problemes de fermeture est donné en annexe C. Les problemes I & III d’une part
et les problemes IV a VI d’autre part ayant une structure similaire, nous nous intéressons aux
problemes I et IV.

Nous présentons ici ces deux problemes sous leur forme instationnaire, c’est-a-dire la forme
déterminée a partir de la version instationnaire (2.86) des représentations (2.87)-(2.89). Nous
en verrons les raisons un peu plus loin dans ce paragraphe en ce qui concerne la forme quasi-
stationnaire de ces problemes, puis dans le chapitre 5, dans le cadre de leur résolution numérique.
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Probléme I - instationnaire probleme associé¢ a ((1p)¢ — T5)

0s7. 3 p
(PCp), < afl +vg- VS%) = k,V?sy — £ ! (hgi + hgf) , dans la phase g
332’ ¢ _ 2.6 _—1 (149 ls .
(pCyp), ot + vy Vsy = k/Vsy —e, (h; +hy ), dans la phase ¢
Osy 2.s _ _—1 (339 st .
(pChp), 5 = ksNV<sp; —eg " (hy] +hyi ), dans la phase s
s = 1, sJ.=0, surAgy
ng - kgVs), = mngs-kVsj, s)=sj, sur Ag
ng - ksVsy, = nyg- k:ngﬁi , sﬁi =sp+1, sur Ay
st +1) = sj(r), Séi(r +1) = ng‘(r)
sp(r+l) = sp(r), i=1,2,3

si(t=0) = 0, sut=0)=0, s5t=0)=0
ou on a adopté les notations :

k k
hZf:Vg/ngg-ngidA, hgj:—g/ngs.vszidA

V
AgZ Ags
ple = ke ng, - VshdA, hi = ke ny, - Vsb; dA
li Vv g ) ’ ) \ 4
Alg Als
89_& . s _ 198 sé_ﬁ i s _ _pls
h[ = nsg VS& dA = h’f s h& = Ngy VS& dA = hzl
) % ) vV
AS!] Asl

Probléeme IV - instationnaire probleme associé a V(T)?

Ob -
(Pcp)g ( afg +vy-Vby, + Vg> = kgv2bgg - €;1ugg , dans la phase g
by, ) .
(PCp), Tl +ve-Vby, | = k/V°byy —¢e, 1y, dansla phase/
Ibgg 2 —1
(PChp) o ksVobgy — e Uy, dans la phase s

by = 0, by =0, sur Ay
ng - kgVbgyy +ngky = mngs-ksVbg,, byy =Dbyg,, sur Ag
ng - kyVby, = mys-k;Vbgy, by, =bg,, sur Ay
bgg(r+1i) = bgy(r), beg(r+1i) =by(r)
by(r+1;) = by(r), i=1,2,3
by (t=0) = 0, by(t=0)=0, bgy(t=0)=0

ol les vecteurs uyy, uyy et uy, sont définis par

— o9¢ gs _ lg s
Ugg = Cyy +C Wy =c, +c

_ st sg
99 g TClgy Usg =Cyqt Cyy

43

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.116)
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avec

cd = —g/ngg-nggdA, cgs——g/ngs Vby,dA = —c3J — —/ngsdA (2.117)

99 99

Age A,
g _ ke s

Clg=1 [ Meg VbrgdA, cfy =10 [ ne Vb dA = —cj (2.118)

Afg Zs
ks ks

Cig =7 / ng - VbsgdA, ¢ =— / n,, - Vby, dA (2.119)

ASZ Asg

A ce stade, nous nous concentrons sur le probleme I pour illustrer le lien entre la forme ins-
tationnaire (2.97)-(2.107) et la forme quasi-stationnaire donnée en annexe C. Nous rappelons
que les inconnues de fermeture de I’approximation instationnaire correspondent aux temps longs
aux inconnues de fermeture de 'approximation quasi-stationnaire. En d’autres termes, comme
nous ’avons signalé pour le probleme local pour les déviations, le probleme de fermeture quasi-
stationnaire correspond au probleéme instationnaire lorsque les dérivées en temps sont formel-
lement éliminées dans (2.97), (2.98) et (2.99). Dans ce cas, les conditions initiales (2.104) ne
jouent aucun role et peuvent donc étre éliminées. A ce stade, le probleme quasi-stationnaire est
mal posé dans le sens ou les solutions sont définies a une constante additive prés. Pour préciser
cette constante, on a recours a la condition dite "de moyenne” donnée ici par :

(T)? =0, (T)'=0, (T.)°=0 (2.120)
Les conditions (2.120) constituent des conditions supplémentaires pour le probleme local des
déviations et, par suite, pour les problemes de fermeture. Ainsi la forme quasi-stationnaire du
probleme IV est donnée par :

Probléme I - quasi-stationnaire

(Pcp)g vy Vsy = kgVQSgi - Eg_l <h% + hgf) , dans la phase g (2.121)

(pCp)y Ve - ngi = k:N?sfi - 6[1 (hﬁf + hgf) , dans la phase £ (2.122)

0 = ksV2s5 —e;! <hzl.g + hjf) , dans la phase s (2.123)

sy = 1, s7. =0, sur Ay (2.124)

ngs - kgVsl, = mngs-kVsj, s =sj, sur Ag (2.125)

ng -k Vsl = mng-k/Vsh, sh=s5+1, sur A, (2.126)
st +l) = si(r), s(r+1)=sg(r)

si(r+1;) = si(r), i=123 (2.127)

(s7)0 = 0, (sp)'=0, (s3)°=0 (2.128)

Les propriétés effectives sont toujours données par (2.105)-(2.107) mais, comme les inconnues de
fermeture, elles sont désormais indépendantes du temps.

Les conditions de moyennes (2.128), ou de maniere équivalente (2.120), qui assurent 'unicité des
solutions des problemes quasi-stationnaires, sont consistantes avec la condition de séparation
des échelles d’observation ainsi qu’avec les développements qui ont conduit aux équations de
transport macroscopiques et au probleme local pour les déviations. De plus, ces conditions sont
consistantes avec la forme instationnaire si les conditions initiales (2.104) sont vérifiées. On peut
en effet montrer, dans le cas purement diffusif, que la prise de moyenne des équations (2.97)-
(2.99) conduit aux conditions de moyennes (2.128). La démonstration utilise des intégrations par
parties et le fait que les coefficients h%, ..., sont constants sur la région représentative.
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Nous verrons dans le prochain paragraphe que la résolution des problemes de fermeture sur une
région représentative du milieu permet de caractériser le milieu a I’échelle macroscopique. En
d’autres termes, les propriétés effectives du modele macroscopique résultant de 'approximation
du probleme mixte pourront étre déterminées & partir de la résolution des problemes de fermeture
sur une cellule unitaire représentative. Ainsi, les propriétés effectives sont reliées, d’une maniere
claire, a la physique a I’échelle du pore au travers des problemes de fermeture. Il est important
de garder a I’esprit que les hypotheses de quasi-staticité et de quasi-stationnarité impliquent que
les variables de fermeture et les propriétés effectives sont calculées pour une configuration locale
donnée, c’est-a-dire pour un champ de vitesse et une topologie des interfaces liquide-vapeur
arbitrairement donnés. Elles ne prennent donc pas en compte les effets d’histoire associés aux
mouvements des interfaces comme par exemple les mouvements des lignes de contact, bien que
ces effets puissent ne pas étre négligeables dans tous les cas. Il est cependant important de noter
que la prise en compte de ces effets pose de grosses difficultés. Par exemple, si on reprend la
remarque de Quintard et Whitaker [121], Pabandon de I’hypotheése de quasi-staticité conduit
a un probléeme a frontieres mobiles a 1’échelle de la cellule unitaire et, par suite, peut venir
contredire les conditions aux limites périodiques qui sont une composante essentielle pour la
résolution des problemes de fermeture. D’un autre coté, il est possible de récupérer une partie
de ces effets si les problemes de fermeture sont utilisés pour construire pas a pas ’histoire du
mouvement des interfaces en conjonction avec 1’évolution des températures moyennes [1]. Ainsi, a
partir d’une morphologie locale donnée qui fixe la répartition des phases, on connait les solutions
des problémes de fermeture c’est-a-dire les propriétés effectives, que nous notons ici K¢y, et la
théorie proposée conduit a des relations du type :

_ Ey (t)
t { Ko () (2.129)

Les relations du type (2.129) constituent une tache trés complexe au regard de la description
macroscopique et, en pratique, on remplace cette relation directe en temps par des relations
non linéaires mettant en jeu les fractions volumiques et d’autres parametres liés au régime
d’écoulement comme par exemple le nombre de Péclet :

Keff :Keff (e’;‘g,...) (2130)

Si les relations du type (2.130) conduisent & une théorie plus simple complétement fermée, elles
présentent cependant des limitations. En principe, différentes histoires de I’évolution des in-
terfaces peuvent conduire a une méme fraction volumique £, mais & des propriétés effectives
tres différentes [103]. Par conséquent, il faut garder a l’esprit que la construction d’une théorie
completement fermée, c’est-a-dire la construction de (2.130), est inévitablement associée a la
répartition des phases que 1’on se donne.

2.3.4 Forme fermée des équations macroscopiques

La forme fermée des équations macroscopiques de conservation de I’énergie s’obtient en intro-
duisant les représentations des déviations (2.87)-(2.89) dans les équations de transport macro-
scopiques (2.55)-(2.57). On décrit ici en détail les développements conduisant & la forme fermée
de I’équation macroscopique relative a la phase vapeur, les résultats seront ensuite simplement
présentés pour les formes fermées relatives aux deux autres phases liquide et solide.
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On rappelle que I’équation de transport macroscopique non fermée pour la phase vapeur s’écrit :

o(Ty)9 o~
(00, P (00, vg)? TN 4V ((003), (9T
accumulation convection dispé;sion

. k ~ k ~
=1 Cpy (Tsat _ <Tg>9) +V - |egky VT, + Vg / ngT, dA + Vg / ng T, dA

changement de phase Age Ags
conduction
k ~ k ~
—Veg - kgV{(Ty)9 + Vg / ng - VI, dA + Vg / ngs - VI, dA (2.131)
Ag(Z Ags

transport interfacial

Bien qu’a ce stade de I'analyse, la signification du terme proportionnel au gradient de fraction
volumique €4 dans (2.131) ne soit pas encore tout a fait claire, nous nous sommes inspirés de
Panalyse de Quintard et Whitaker [125] et nous avons assimilé ce terme a un transport interfacial.
Cependant, nous verrons plus loin, lorsque nous nous intéresserons a la forme macroscopique
du taux d’évaporation, que I'on peut effectivement assimiler cette contribution & un transport
interfacial.

L’introduction de la représentation (2.87) pour Tvg dans les termes d’échanges aux interfaces de
(2.131) permet d’obtenir :

k - k s
Vg / ny - VI, dA + Vg / ngs - VIydA =g, - V(T,)9 +uy - V(T;)*

Ag[ Ags
g, - V(T — (R + 1) (1) = T°)

= (g ) (T =) = (WG 0G) () =) (2432)

Les coefficients de transport effectifs ugy et ug, ugs de (2.132) sont assimilés a des vitesses de
transport pour les températures macroscopiques puisque leur contribution dans I’équation ma-
croscopique s’écrit sous une forme similaire au terme convectif classique et sont appelés respecti-
vement pseudo-vitesse et pseudo-vitesses couplées. Ces pseudo-vitesses sont définies directement
a partir des relations des problemes de fermeture IV a VI.

Les coefficients effectifs h%, hgis, hgf, hgf,
scopiques d’échange entre phases et sont définis directement dans les problemes de fermeture I

a I1I.

L’introduction de la représentation pour fg dans le terme de dispersion de (2.131) conduit a

hgf et hY’ de (2.132) désignent les coefficients macro-

I’expression :

V- ((0Cp), (FoTy)) = V- [(6Cy)y (Vgbyg) - VAT)? | + 9 - [(6Cy), (Vgbye) - V(T)'|
£V [(6Cy), (Fgbgs) - VTS| = - [(6Gy), Fsfy) (¢T0)° - 7°)

=V [(6Cy), Fgss) (Ty)? = T*)| =+ [(pCy), (Fys) (T)° = T°)] (2133)

Enfin, 'introduction de la représentation pour fg dans le terme de conduction de (2.131) conduit
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a I'expression :

k ~ k _
egkgV{(Ty)® + Vg / ng Ty dA + Vg / ngsTydA =Kgg - V(Ty)? + Ky - V<TZ>Z
Age Ags

k k
+Ky - V(Ts)% — Vg / ng dA + Vg / ngssgi dA ((Tg>g — Tsat)
Age Ags
k k
— / ny,sd, dA <(Tg>f - Tsat) - / ng.s? dA ((T,)* — T°)  (2.134)
Ags Ags
Le tenseur K4 et les tenseurs Ky et Kys désignent respectivement le tenseur de conductivité

thermique effective dominant et les tenseurs de conductivité thermique effective couplés. Ces
tenseurs sont définis a partir de (2.87) et de (2.134) par les relations :

k
K, = sgkgl+vg / ngsbg, dA (2.135)
Ags
k
Ky = Vg / ngsby dA (2.136)
Ags
k
Ky, = Vg / ngbys dA (2.137)
Ags

Les intégrales de surface dans les expressions (2.135)-(2.137) prennent en compte la tortuosité
du milieu, c’est-a-dire les effets de la géométrie locale du milieu sur le transport macroscopique.
On regroupe généralement les termes de dispersion thermique de (2.133) dans les tenseurs de
conduction thermique effective et, dans ce cas, les tenseurs de conductivité thermique effective
dominant et couplés sont définis par :

k ~
L +Vg/ngsbggdA—(PCp)g (Vgbgg) (2.138)
N—— —_—————
diffusion Ags dispersion
tortuosité
k ~
Ki = 52 [ mucbyedd = (66,), Sybar) (2139)
Ags
kg _
Ky = i nsbgs dA = (pCh),, (Vgbys) (2.140)
Ags

Enfin, & partir des relations (2.133) et (2.134), on regroupe les termes associés aux déséquilibres
thermiques macroscopiques et on définit les coefficients :

dj, = (pCyp), (Vgsyé’i>—%/ngss§idx4 (2.141)
Ags

g = (PC)y (Vgsgi) = 5, /ngzd % /ngssgid (2.142)
Age Ags

dgz = (pcp)g <vgsgi>_%/ngssgidf4 (2143)

Ags
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Comme pour les pseudo-vitesses, les coefficients de transport effectifs dgi, dgi et d7; sont assimilés
a des vitesses de transport pour les déséquilibres thermique macroscopiques et sont ainsi appelés
pseudo-vitesses couplées supplémentaires [125].

A partir des relations (2.132), (2.133) et (2.134) et des définitions pour les coefficients de trans-
port effectifs (2.138)-(2.140) et (2.141)-(2.143), nous sommes désormais en mesure d’écrire la
forme fermée de 1’équation de transport macroscopique pour la phase vapeur :

2y 0y, (525 4 (90)7 T L) = gy TUT e U~ e VL'

~v-|ag (@) - 1) | - v - [ag, (1) - )|
V- [@ (1) =T")] = V- (Kyy - V(L) + Ky VT + K, - V(T
Ve kg V{T,)? = (07 ) (1) =)
= (W + B i Gy ) ((T)7 =T = (B + 1S ) (1) = T°) (2.144)

En suivant la méme démarche, on obtient la forme fermée de 1’équation de transport macrosco-
pique pour la phase liquide :

0 (0Cy), ( S+ (v V') — iy VT~ v VT - VT
©f (1) [ )
—V. [df (T, Tsat)] (Kgg.V<Tg>9+Ka.v<Tg>f+Kgs-V<TS>8)
~Ver - keV(T) — (hﬁf TRl cpg) <<Tg>f - Tsat)
- <h hf5> ((T,)9 — Tat) — (h h“) ((T,)* — T5°%) (2.145)

Dans (2.145), les pseudo-vitesses sont définies & partir des relations des problemes de fermeture
IV & VI et les coefficients d’échange effectifs sont définis & partir des relations des problémes de
fermeture I & III. Les pseudo-vitesses supplémentaires sont définies par :

- k k
di; = (pCyp), (ws’zfi)—vf/ngg dA—Vg/ngSSZ dA (2.146)
Afg Als
- k
dfs = (0O, ast) = 1% [ sty da (2.147)
AZS
&l = (0O, (Frst) — [ st (2.148)
Als

Les tenseurs de conductivité thermique effective dominant Ky et couplés K4 et Ky de (2.145)
sont définis par :

ke

ng = V nésbég dA — (pcp)ﬁ <Gfbfg> (2149)
Ags
Ky = ekd+ % / nysby dA — (pCy), (Veber) (2.150)
Ags
k:g ~
Kgs = V ngsbgs dA — (pCp)g <nggs> (2.151)

Als
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Finalement, la forme fermée de 1’équation de transport macroscopique pour la phase solide
s’écrit :
0(Ts)* s
&s (pCp) <8t> — Uy - V(T)? —ug - V<T€>Z —u,,s - V(T)
_v_ [d& << > Tsat)] _v [ds (( > Tsat)]
V- [d3 (1) = 7)) = V- (Kug - V{T,)? + Ko V(T + K- V(T3
~Veg k(T = (3l + 1) (1) = )

= (gt 4+ 132) ()7 = %0) = (B4 B) (T2 = T°) + 2 () (2.152)

Ici encore, les pseudo-vitesses et les coefficients d’échange effectifs de (2.152) sont définis respec-
tivement & partir des relations des problemes de fermeture IV a VI et I a I1I. Les pseudo-vitesses
supplémentaires sont définies par :

dzz = __/HSZSszA /nsgszidA (2153)
d;,, = ——/nsgsgZ dA_V /nsgszi dA (2.154)
dg; = ——/nsesssz——/nsgsmdA (2.155)

Enfin, les tenseurs de conductivité thermique effective dominant K et couplés Ky et Ko de
(2.152) sont définis par :

ks ks
ng = V / nsgbsg dA + V / nsgbsg dA (2156)
As[ Asg
ks ks
K, = V ng b dA + V nsgbsg dA (2.157)
As[ Asg
ks ks
K., = &.kJI+ v / ng b, dA + v / ngob,s dA (2.158)
ASZ Asg

Le modele macroscopique a trois équations (2.144)-(2.152) proposé dans ce travail se présente
sous une forme similaire aux modeles heuristiques a trois équations proposés dans la littéra-
ture dans le sens ou il représente les échanges de maniere quasi-stationnaire. En revanche, en
comparaison des modeles heuristiques, le modele proposé comprend des termes de transport
non-traditionnels tels que les pseudo-vitesses et les tenseurs de conductivité thermique effective
couplés. Ainsi, le modele obtenu peut étre vu comme une généralisation des modeles & trois
équations existants. D’un autre coté, il apparait beaucoup plus complexe au regard du nombre
des coeflicients de transport effectifs traduisant une description macroscopique plus précise. Nous
verrons dans les prochains chapitres dans quels cas certains termes peuvent étre négligés et nous
présenterons une comparaison plus détaillée avec les modeles heuristiques a trois équations tra-
ditionnels. L’intérét majeur de ’approche développée dans ce travail réside dans ’estimation des
propriétés effectives du modele. En effet, six problemes de fermeture sont associés au modeéle et
ces problemes permettent de déterminer toutes les propriétés effectives a partir d’une description
locale sur une région représentative du milieu étudié.
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2.3.5 Forme fermée du taux d’évaporation

Pour fermer completement les équations macroscopiques de conservation d’énergie des phases
liquide et vapeur, il reste a obtenir une expression fermée du taux d’évaporation a 1’échelle
macroscopique. On dispose pour cela de la condition de saut a l'interface liquide-vapeur qui
peut s’écrire a partir du bilan de masse sous la forme :

Ny - Pg (hg - hg) (Vg - W) =gy (kZQVTg - ngVTg) , sur Agg (2.159)

Nous rappelons ici que la température sur 'interface liquide-vapeur est fizée a la température de
saturation, en raison de la condition d’équilibre thermodynamique local. Ainsi, la condition de
saut (2.159) n’a pas été utilisée lors du changement d’échelle et apparait ici comme une relation
auziliaire qui peut étre utilisée pour développer une forme fermée du taux d’évaporation a
I’échelle macroscopique.

Nous nous concentrons dans un premier temps sur le membre de gauche de la condition de saut
(2.159). Nous rappelons que lorsque la température de saturation et les capacités calorifiques
sont supposées constantes a l'intérieur du volume de prise de moyenne on peut écrire :

hg = (hg)? +hyg = B + Cpy ((T,)? — T) + Cyy T, (2.160)
hy = (hgy + 7Lg = hgat + Cpg <<Tg>z — Tsat) + Cpgfg (2.161)

Les relations (2.160)-(2.161) sont valables en tout point du milieu. En particulier, sur l'interface
liquide-vapeur, on a & partir des conditions aux limites (2.78) et (2.79) pour les déviations Ty et

hg —he = hi™ — hj® = Ah, sur Ay, (2.162)
Ainsi, I'intégration du premier membre de (2.159) sur I'interface liquide-vapeur conduit, a partir
de la relation (2.162) et de la définition (2.28) du taux d’évaporation, a la relation suivante
lorsque la chaleur latente de vaporisation Ah ne varie pas significativement & lintérieur du
volume de prise de moyenne :

1 .
v / Ny - pg(hg — he) (Vg — W) dA = —m Ah (2.163)

Age

A ce stade de 'analyse, a partir des relations (2.159) et (2.163), le taux d’évaporation a 1’échelle
macroscopique s’écrit sous la forme :

: 1
i Ah = / ng - (keVT, — k,VT,) dA (2.164)

Age

L’expression (2.164) indique ainsi clairement que I’estimation du taux d’évaporation m est équi-
valente & estimation des transferts de chaleur entre les phases liquide et vapeur. Avant de
poursuivre les développements, nous revenons dans un premier temps sur les différentes expres-
sions proposées pour le taux d’évaporation qui ont été présentées dans le chapitre d’introduction.

Nous commencons par revenir sur le modele a une température qui s’appuie sur I’hypothese
d’équilibre thermique local. Pour que cette hypothese soit acceptable, les nombres de Fourier
locaux (i.e. construits a 1’échelle microscopique) associés aux trois phases du systeme doivent étre
grand devant 'unité [149], en d’autres termes, les transferts de chaleur entre phases sont supposés
étre infiniment rapides en comparaison des autres phénomenes de transport. Une telle situation
est évidemment assez éloignée des situations suggérées par (2.164) et, par suite, la relation
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(2.164) n’apporte ici aucune information supplémentaire. Nous rappelons que dans le cadre
de ’hypothese d’équilibre thermique local, les températures macroscopiques sont suffisament
proches les unes des autres pour pouvoir étre remplacées par une température unique (7') telle
que (Ty)9 ~ (Ty)* ~ (Ts)* ~ (T). En particulier, pour le systéme & trois phases considéré
dans ce travail sans incondensable dans la phase gazeuse, il semble raisonnable a partir de la
condition d’équilibre thermodynamique local (2.14) d’assimiler la zone diphasique & une zone
quasi-isotherme, c’est-a-dire (T') ~ T%. Dans ce cas, pour un milieu poreux chauffé dans son
volume, I’équation de transport macroscopique pour (T") dans la zone diphasique conduit, comme
nous ’avons vu dans le chapitre d’introduction, & une expression pour le taux d’évaporation :

m Ah = (w,) (2.165)

La relation (2.165) permet ainsi d’estimer d’une maniére tres simple le taux d’évaporation. Il
faut cependant souligner que la relation (2.165) est valable uniquement dans la région diphasique
et pour (T) ~ T*%. En particulier, m= 0 doit étre spécifié explicitement dans les zones mono-
phasiques pour décrire par exemple les transferts de chaleur dans les zones asséchées comme
dans [44].

Lorsque ’hypothese d’équilibre thermique local est abandonnée, il n’est plus possible d’estimer
le taux d’évaporation a partir de la relation simple (2.165). Nous avons présenté dans le chapitre
d’introduction plusieurs types de modeles quasi-stationnaires a non équilibre local : les modeles
a deux équations, un modele & deux équations et trois températures et les modeles a trois
équations.

Le modele & deux équations proposé par Sozen et Vafai [141] s’appuie sur une hypothese d’équi-
libre thermique local entre les phases liquide et vapeur, c’est-a-dire (T;)9 ~ (T;)¢ ~ (T)/. En
reprenant les arguments évoqués pour le modele a une équation, on peut raisonnablement consi-
dérer que (T f>f ~ T% dans la zone diphasique. Ainsi, I’équation de transport macroscopique
pour <Tf>f conduit également dans la zone diphasique & une expression pour le taux d’évapora-
tion :

m Ah = hys ((T5)° — T°") (2.166)

Ici encore, la relation (2.166) est valable uniquement dans la zone diphasique et m= 0 doit étre
spécifié dans les régions monophasiques dans le cas d'un coefficient d’échange h ¢, constant.

Bien que le modele proposé par Décossin [47] & deux équations et trois températures ne s’appuie
pas sur une hypothese d’équilibre local, le taux d’évaporation est également estimé a partir de la
relation (2.166) sur la base des mémes arguments. Nous rappelons que ce modele est caractérisé

S

par deux équations de transport macroscopiques pour (Ty)? et (Ts)° et la phase liquide est
considérée quasi-isotherme (T})* ~ 75,

D’une maniere générale, ces modeles a deux équations peuvent difficilement prendre en compte
le sous refroidissement ou la surchauffe des phases fluides dans les régions diphasiques en raison
de I'hypothese (T,)9 ~ (T;)* ou (T;)* ~ T*. En revanche, la description du milieu & partir d'un
modele a trois équations permet de prendre en compte de telles situations puisque, dans ce cas,
les échanges de chaleur peuvent avoir trois effets différents : chauffage ou refroidissement des
phases liquide et vapeur, et condensation ou évaporation.

Si les modeles a trois équations sont plus riches que les modeles a deux équations, en revanche, ils
présentent I'inconvénient d’une description macroscopique des échanges beaucoup plus complexe
en raison de la multiplicité des continuums. En particulier, il n’est plus possible pour un milieu
a trois continuums d’exprimer le taux d’évaporation a partir de la relation relativement simple
(2.166). Pour estimer le taux d’évaporation, une solution possible consisterait a considérer seule-
ment les deux continuums liquide et vapeur pour estimer le second membre de (2.164), comme
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cela est illustré sur la figure (2.3).

vapor-phase

Tsat

interface

|

AN

liquid-phase

(Ty)*
Figure 2.3: Condition d’équilibre thermodynamique local et estimation du taux d’évaporation

Dans ce cas, a partir de l'ordre de grandeur (2.63) des surfaces spécifiques, on pourrait écrire les
approximations suivantes pour le second membre de (2.164) :

1 e’:‘g/{?g Sa
- / ng - kVT,;dA ~ O ( o <<Tg>f T t) ) (2.167)
Age
1 k
7 / ng - kVT,dA ~ O ( 812—29 ((Ty)9 — T‘“”)) (2.168)
g
Age

Ainsi, le taux d’évaporation devrait s’écrire sous la forme :
m Ah = hy; ((Ty)? — T5%) + hy; <<Tg>z - Tsat) (2.169)

Une telle forme a été proposée par Angelini et al. [6] et Park et al. [113] & partir d’une approche
heuristique. Comme nous l’avons indiqué, I’expression (2.169) est construite en ignorant comple-
tement le troisieme continuum associé a la phase solide. En particulier, la relation (2.169) indique
que les transferts de chaleur avec la phase solide ont un impact direct sur les températures des
phases liquide et vapeur et seulement un impact indirect sur le taux d’évaporation. Cette forme
pour le taux d’évaporation apparait ainsi comme un cas particulier d’une forme plus générale
qui devrait s’écrire :

A = hy; ((T,)9 — T°) + he; <<Tg>f - Tsat) + hi ((T4)® — T3 (2.170)

Une telle forme a été proposée par Berthoud et Valette [19] et Likhanskii et al. [97] sur la base
d’une approche heuristique. Dans ces deux dernieres références, si la forme (2.170) est dérivée
d’une maniere consistante avec les termes d’échange des équations de transport macroscopiques,
en revanche, il n’existe aucune information sur les coefficients d’échange, c’est-a-dire la maniere
dont les flux sont répartis, puisque ces modeles sont établis a partir d’une approche heuristique.
Cette répartition des flux dépend en premiere approximation, comme le montrent les relations
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(2.167)-(2.168), de la distribution des surfaces d’échange dans le volume élémentaire représentatif
(i.e. des surfaces spécifiques) et nous invitons le lecteur a se reporter au chapitre d’introduction
pour les difficultés associées a 'estimation des flux macroscopiques d’échange dans le contexte
d’une approche heuristique.

Apres cette discussion sur les différentes expressions proposées pour le taux d’évaporation, nous
revenons sur la relation (2.164) et nous poursuivons nos développements en nous inspirant des
développements menés par Quintard et Whitaker [129] et Hager et Whitaker [72] pour obtenir
une forme fermée du taux d’évaporation dans le cadre de la méthode de prise de moyenne
volumique. Nous rappelons que le taux d’évaporation est donné par la relation (2.164) et nous
nous concentrons désormais sur le membre de droite de cette relation.

Dans un premier temps, nous introduisons la décomposition de Gray (A.5) pour les températures
T, et Ty puis nous utilisons les représentations (2.87) et (2.88) pour les déviations fg et T, 7. A
partir des définitions des coefficients de transport effectifs, le membre de droite de la relation
(2.164) s’écrit alors sous la forme :

1 1
= / nge - (k(VT; = kyVT,) dA = / Ny dA - <kgv<Tg>€ - kgv<Tg>9>

VAg[ Age
— (el +ctt) - VAT — (cf +¢fy) - VAT
(e +egt) - vimy + (ng 4+ 0 (¢ )
(gl +1%5) (T =) + (B + 0 ) (L) =T*)  (2471)

Pour simplifier ce résultat, on peut écrire, a partir des définitions des pseudo-vitesses et des
conditions aux limites des problemes de fermeture IV, V et VI les relations :

‘ k
czg + cgg = Wy +ugy + ug + Vg / n,s dA (2.172)
Ags
Lg gl Ky
Cy +Cp = Wptug+ug+ v ng dA (2.173)
Als
Cig + CZﬁ = U+ Ugs + ugs — ksVes (2.174)

Finalement, a partir de (2.164) et (2.171) et des relations (2.172)-(2.174), nous obtenons l'ex-
pression suivante pour la forme fermée du taux d’évaporation :

m Ak = (kgVe,—up) - V(T + (kVe, — uf) - V(Ty)
(kg Vg —ul) - V(L) + (g + b)) (@) - 7o)

(g 4 130 ) (L) =77 4 (h +B5) (T =T) (2175)
ou nous avons posé :
u’g = Uy +ug +ugy (2.176)
U, = Uyt ugy +ug (2.177)
u; = Uy + ugs + U (2.178)

Nous noterons ici que les termes de transport qualifiés de non classiques dans les équations de
transport (2.144)-(2.152), i.e. les pseudo-vitesses et les gradients de fraction volumique, appa-
raissent également dans la forme macroscopique (2.175) du taux d’évaporation. Nous noterons
également que, si ces termes sont négligeables, le taux d’évaporation (2.175) présente alors une
forme similaire & celle proposée a partir d’une approche heuristique, c’est-a-dire la forme (2.170).
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2.3.6 Liens vers les modeles a deux et une équation

Il est intéressant de connaitre les liens entre le modele a trois équations proposé et le modele a
deux équations obtenus dans le cadre de '’hypothese d’équilibre thermique local entre les phases
liquide et vapeur du systeme d’une part, et le modele a une équation a équilibre local d’autre
part. Ce paragraphe illustre ces liens et montre que le modele a trois équations dégénere bien
vers les modeles a deux et une équation.

Modele a deux équations

Pour connaitre le lien entre le modele a trois équations proposé et le modele a deux équations, la
premiere étape consiste a sommer les équations de transport macroscopiques des phases liquide
(2.145) et vapeur (2.144) afin d’obtenir une seule équation de transport a deux températures.
Cette premiere étape conduit a ’équation de transport suivante :

¢
ey 0yl ( 2525+ w9 ) o0, (205 + vt vy

— (g +ugg) - V(T)? = (g + up) - V()" = (ugs + ugs) - V(T4)*
v (a0 ) (- Y] ({4 ) (3,0~ 7]
- (A2 4+ d5) (17 = )] = =Vey -k, V(T,)7 = Ver - eV (T
V- [(Kygg +Key) - V(L)) + V- | (Kye +Kee) - V(T
TV - (Ko + Kro) - VAT = (B + S+ gl + b= 1 Gy ) ((T0)* = )
= (W5 + B33+ b+ it 1 Gy ) ((Ty)7 — T)

- <h§f +he + b + hﬁf) (Te)® —T°) (2.179)
A ce stade, ’équation de transport (2.179) est assez complexe mais nous allons voir que la forme
fermée (2.175) du taux d’évaporation apporte d’importantes simplifications. En effet, il apparait
que si l'on écrit dans (2.175) les termes d’échange entre phases en fonction du taux d’évaporation,

des termes en gradient de fraction volumique et des termes portés par les pseudo-vitesses, et que
ce résultat est substitué dans (2.179), alors I’équation de transport a deux températures devient :

l
ey 0yl ( 2525+ (w9 ) 4 00, (S0 4 vy vz

Fugy - V(T + ug - VT + uge - V(T = V- | (af, +df;) (1) = 7°)
~V- [ (g + dh) (1) = )] = v [(@ + db) (1) = 1)
= Voo V(L) 4V [(Kgy + Kag) - (T, + V- [ (Koo + Kae) - VT
V- [(Kge + Kp) - V(T — 12 A
= (g + it =1 Ce) (1) = )

— (B33 + Bl 1 Cpg) ((Ty)? = T*0) = (BS54 b5 ) ({T)* = T°) (2.180)

Avant d’aller plus loin, il est important de remarquer des a présent que les pseudo-vitesses et, a
partir des conditions aux limites des problemes de fermeture I & I11, les coefficients d’échange sont
les opposés de ceux apparaissant dans I’équation de transport macroscopique (2.152) relative a
la phase solide.
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Plagons nous désormais dans le cadre de I’hypothese d’équilibre thermique local entre les deux
phases liquide et vapeur du systeme. Dans ce cas, on définit une température macroscopique dite
fluide notée (Ty)/ telle que :

(T)0 = (T = (T3 (2181)
1)) = 5 [ Tyav =@+ (1) (2.152)
Vy

On obtient ainsi, & partir de cette définition, un modele & deux températures, fluide et solide,
en écrivant formellement 1’égalité des températures moyennes intrinseques des phases liquide et
vapeur dans 1’équation de transport (2.180) et dans I’équation de transport (2.152) relative a la
phase solide :

f
(12 oo 2T 1 (24 0, (v + 22 (0Cy), () ) - 9 (T

—ugy V(T = ug, - VAT = V- [af, (@) - 1) | - - [, (1) - 7|

=V (Kyp VTN + Ky VITL)) + Ve - k(T

thyi ((Tr) =) + hyi ((To)* = T) — 12 (Ah) (2.183)

06, XY o) iy 9 [a (@) )]

-V [dgz (<TS>S - Tsat)} =V (st : V<Tf>f + K - V<TS>S> — Ve - ks V(Ty)°

_hfi <<Tf>f - Tsat) — hg; (<T3>S - Tsat) + 5s<ws>s (2184)

Les coeflicients de transport effectifs intervenant dans ces deux équations sont donnés explicite-
ment en fonction des coefficients du modele & trois équations par :

Krr = Ky +Kyy+ Ky + Ky (2.185)
K; = Ky +Ky (2.186)
Ksf = K+ Ky (2.187)
Ugf = —Ufp=Ugy+ Uy (2.188)
u;, = —ug, (2.189)
dfi = a4 +d (2.190)
d;i dy; + dj; + dﬁi + dfn' (2.191)
pio= dp+dy (2.192)
ha = hif+hY == (W +hg) (2.193)
Ry = Bt B gt g = = (R B+ R+ 1) (2.194)

Dans (2.183), (pf) et (Cpr) désignent respectivement la densité et la capacité calorifique du
mélange liquide-vapeur et sont définies par :

€q (pCp) , + €0 (pCp),
1—e

(pr) =egpg tepe, (piCps) = (py)(Cpy) = (2.195)

La grandeur (Ah) désigne 'enthalpie de changement de phase du mélange liquide-vapeur a
I’échelle macroscopique et est définie par :

(AR) = Ah+ (Cpg — Chpy) ((Tf>f - Tsat) (2.196)
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Enfin, dans le cadre de I’hypothese d’équilibre thermique local entre les phases liquide et vapeur,
le taux d’évaporation (2.175) s’écrit sous la forme plus condensée :

mAh = (kgVey+ kVep —uf) - V(Ty) + (ks Ve, —ul) - V(T)*

+hy; <<Tf>f - TS‘“) +hy ((Ts)® = T°) (2.197)
avec .
up = u,tw (2.198)
W= B by (2.199)
hi o= R+ hY (2.200)

Modele a une équation

En reprenant la démarche menée pour établir un modele & deux équations, la premiere étape
consiste a sommer les trois équations de transport macroscopiques des phases liquide, vapeur et
solide pour obtenir une seule équation a trois températures. On peut bénéficier ici des simplifica-
tions et des résultats précédents et il suffit de sommer 'équation (2.180) pour les températures
moyennes intrinséques des phases liquide et vapeur avec I’équation de transport (2.152) relative
a la phase solide. Ainsi I’équation & trois températures s’écrit :

4
20 0y, (252 + )29 + 2006, (2505 + it vy

+es (pCy), 8<§;>8 —-V- [(d?i +dj; + dzz’) (<T4>Z - Tsat)]

-V [(dii +dg; + d;i) ((Ty)? — Tsat)} -V [(dgi +dg; + diz') (To)* - Tsat)}
=V [(Kgg + Ky + Kog) V(Ty)] + V - [(ng + Koo + Kap) - V<Tz>€]
+V. [(Kgs + Kés + Kss) : V<Ts>s] + 5s<ws>s
— <Ah + Chg (T = T™) — C,yy (<Tg>’v’ - Tsat)) (2.201)

Dans le cadre de 'hypothese d’équilibre thermique local, les températures moyennes des trois
phases sont suffisament proches les unes des autres pour pouvoir étre remplacées par une tem-
pérature macroscopique unique (7T') telle que :

(T,)9 = (Ty)" =~ (T,)* =~ (T) (2.202)
(T) = % /TdV = £(Ty)9 + e(T))* + e5(Ts)* (2.203)
1%

On obtient ainsi & partir de cette définition un modele & une équation & équilibre thermique
local en écrivant formellement 1’égalité des températures moyennes intrinseques dans 1’équation
de transport macroscopique a trois températures (2.201) :

0 2 4 ((00y), (vg) + (Gl vi)) - VAT) = V- [a° (1) — 7]

=V (K*-V(T)) — m (Ah) + e5(ws)* (2.204)
Dans le cadre de 'hypothéese d’équilibre thermique local, le taux d’évaporation dégénere en :

m Ah = (kgVeg + keVeg + kVe, —u*) - V(T) + h* ((T) — T**) (2.205)
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Dans (2.204) et (2.205), les propriétés effectives et les grandeurs macroscopiques sont définies

par :
K' = Ky +Ky+Ky+Kg+ Ko+ Ko+ Koo + K + K (2.206)

ut = uy+uy+ug (2.207)

d* = df+dfj+dj+dS +dl +d5 +dS+df +d (2.208)

W= b+ byl + b+ b+ b+ b (2.209)

(P)(Cp) = ¢4 (Pcp)g +e0(pCp)y + 25 (pCp) (2.210)

(Ah) = Ah+ (Cpg — Cypp) ((T) = T°") (2.211)

2.4 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre un modeéle macroscopique a non équilibre thermique
local pour la description macroscopique des transferts de masse et de chaleur dans un milieu
poreux parcouru par un écoulement diphasique avec changement de phase. Ce modele ne fait pas
I’hypothese d’équilibre thermique local entre les trois phases du systeme et a été obtenu dans le
cadre de la méthode de prise de moyenne volumique.

Aprés avoir indiqué les différentes hypotheses physiques a I’échelle du pore : matrice solide conso-
lidée, phase gazeuse constituée uniquement de vapeur, condition d’équilibre thermodynamique
local et découplage du probleme des transferts de chaleur du probleme de I’écoulement, nous
avons procédé dans un premier temps a la prise de moyenne volumique des équations de trans-
port locales qui conduit a une forme dite non fermée des équations de transport macroscopiques.

A la suite de cette étape, nous avons discuté sur I’approximation du probléme mixte,
c’est-a-~dire le probleme couplé en grandeurs moyennes et grandeurs fluctuantes, qui conduit a
une forme fermée des équations macroscopiques. Devant la complexité du probleme considéré,
cette approximation est construite dans le cadre d’'une théorie quasi-statique pour laquelle
les interfaces liquide-vapeur sont supposées évoluer de maniere quasi-stationnaire a 1’échelle du
pore. Si une telle hypothese est assez éloignée des situations d’ébullition intense, nous avons
souligné qu’elle était en revanche cohérente avec la théorie quasi-statique développée pour la
description macroscopique de 1’écoulement diphasique conduisant a une description du type loi
de Darcy généralisée qu’on utilise généralement pour la quantité de mouvement.

Dans ce contexte de quasi-staticité des interfaces, nous avons ensuite proposé une approxi-
mation quasi-stationnaire du probleme mixte pour laquelle les déviations de températures
sont écrites sous la forme d’une combinaison linéaire des termes sources macroscopiques. Les
représentations (2.87)-(2.89) proposées pour les déviations constituent les relations de fermeture
qui permettent d’obtenir un modele macroscopique fermé. Une des caractéristiques originales de
I’approche développée a concerné 1’établissement d’une forme fermée pour le taux d’évapo-
ration a ’échelle macroscopique qui s’appuie sur le bilan enthalpique & I'interface liquide-vapeur
et qui est développée d’une manieére consistante avec I’approximation proposée pour le probleme
mixte.

Le modele macroscopique obtenu se présente sous la forme d’un modeéle quasi-stationnaire a
trois équations et peut étre vu comme une généralisation des modeles heuristiques tradition-
nels. De plus, nous avons vu que, sans faire d’hypothéses suplémentaires, le modele dégénérait
naturellement vers les modeles a deux et une équation. S’il est encore trop tét pour le compa-
rer aux modeles heuristiques actuels, le modele proposé ici apparait cependant plus riche dans
le sens ou il comprend des termes supplémentaires qui n’apparaissent jamais dans les modeles
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traditionnels. Nous reviendrons sur ces termes dans le prochain chapitre en apportant quelques
éléments de discussion sur leur importance.

L’intérét majeur de ’approche développée ici est de proposer six problemes de fermeture
qui fournissent une relation explicite claire entre la description a I’échelle locale et les coefficients
de transport effectifs du modele. En particulier, la résolution de ces problemes sur des cellules
unitaires représentatives du milieu permet de déterminer ’ensemble des propriétés effectives.
La suite de ce mémoire est consacrée a la résolution de ces problemes et a l'estimation des
coefficients de transport effectifs, pour des géométries simples puis plus complexes.



Chapitre 3

Propriétés effectives : cellules
unitaires simples

Nous avons vu dans le chapitre 2 que le modele macroscopique quasi-stationnaire obtenu & par-
tir de la méthode de prise de moyenne volumique possédait la méme structure que les modeles
heuristiques traditionnels & trois températures. Cependant, on peut constater plusieurs diffé-
rences entre les équations (2.144)-(2.152) et les équations (1.15)-(1.17) des modeles heuristiques
présentées dans le chapitre d’introduction. La principale différence est la présence de termes de
couplage supplémentaires dont certains peuvent étre qualifiés de non classiques. En effet, si pour
les modeles heuristiques, les couplages entre chaque continuum sont représentés principalement
par les coefficients d’échange entre phases, en revanche, le modele proposé ici contient des termes
de couplage supplémentaires représentés non seulement par les tenseurs de conductivité ther-
mique effective couplés mais également par les vitesses de transport additionnelles, c’est-a-dire
les termes pseudo-convectifs. Ces vitesses, ainsi que les termes faisant intervenir les gradients de
fraction volumique, n’apparaissent jamais dans les modeles macroscopiques actuels et, a ce titre,
constituent les termes de transport non classiques du modele. Ainsi, ce modele apparait comme
une généralisation des modeles quasi-stationnaires a trois températures existants. Comme nous
I’avons vu, il possede en contre partie un nombre plus élevé de coefficients de transport effectifs
qui traduit une description macroscopique plus précise. Cependant, I'intérét majeur de 'approche
développée dans ce travail est de proposer six problemes de fermeture qui permettent de calculer
I’ensemble des coefficients de transport du modele sur des cellules unitaires représentatives.

Pour étre représentatives d’'un milieu poreux réel, les cellules unitaires doivent évidemment
contenir le plus d’informations possibles relatives a la structure du milieu ainsi qu’a la topologie
des interfaces liquide-vapeur et a la structure de ’écoulement. L’étude de ce type de cellule passe
alors au préalable par une connaissance fine de ’écoulement diphasique a I’échelle du pore, c’est-
a-dire par une simulation numérique directe, et par une résolution numérique des probléemes de
fermeture. Avant d’aborder 1’étude de ce type de cellule, il est intéressant et instructif d’étudier
dans un premier temps des cellules plus simples qui sont certes moins réalistes mais permettent
d’obtenir assez rapidement des informations sur les propriétés effectives.

Ainsi, nous nous intéressons dans ce chapitre & deux cellules unitaires simples représentatives
respectivement d’un milieu stratifié et d’un milieu ayant une structure géométrique analogue a un
arrangement de tubes capillaires. Pour ces cellules, nous considérons deux configurations types :
une configuration classique pour les milieux non saturés ou la phase liquide est mouillante, et
une configuration plus spécifique aux problémes d’ébullition ou la phase vapeur est "mouillante”,
c’est-a~dire lorsqu’un film stable de vapeur recouvre entierement la matrice solide surchauffée.
La simplicité géométrique de ces cellules offre la possibilité de résoudre analytiquement les six
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problemes de fermeture et d’obtenir ainsi les coefficients de transport du modele de maniere
analytique.

Nous présentons dans un premier temps quelques caractéristiques des problemes de fermeture
puis nous menons une étude détaillée sur la cellule unitaire représentative d’un milieu stratifié.
Bien que cette cellule soit assez éloignée d’un milieu réel, elle permet d’obtenir des expres-
sions analytiques pour ’ensemble des coefficients de transport du modele et ainsi d’apporter les
premiers éléments de discussion sur la comparaison du modele avec les modeles a non équilibre
actuels. Nous verrons dans ce chapitre qu’elle permet également d’introduire quelques remarques
concernant la signification de la phase mouillante au regard des déséquilibres thermiques ma-
croscopiques relatifs a la température de saturation. La deuxieme cellule considérée est déja
plus complexe et nous limiterons nos développements au calcul des coeflicients d’échange entre
phases. A la suite de cette étape, nous disposons d’un modele macroscopique completement
fermé pour les milieux considérés dans le sens ou les propriétés effectives sont désormais connues
sur les deux cellules unitaires représentatives de ces milieux. Nous cherchons alors a estimer la
qualité de l'approximation du probléeme mixte proposée. Pour cela, la solution macroscopique
prédite par le modele est comparée a la solution obtenue a partir d’une résolution directe du
probleme & l’échelle du pore, c’est-a-dire ici a ’échelle de la cellule unitaire, pour un probleme
de chauffage volumique de la matrice solide et un probléme de relaxation vers la température
d’équilibre. Si ces expériences numériques sont menées pour des problemes simples de conduc-
tion avec changement de phase, elles permettent cependant d’illustrer le bon comportement de
I'approximation quasi-stationnaire dans le cas purement diffusif et elles laissent entrevoir les
potentialités du modele macroscopique pour les problemes de dénoyage et de renoyage des lits
de débris surchauffés.

3.1 Caractéristiques des problemes de fermeture

Sous leur forme instationnaire ou quasi-stationnaire, les problemes de fermeture ont pour carac-
téristique commune de se présenter sous la forme d’un systéeme d’équations intégro-différentielles.
Ces problemes font en effet intervenir des intégrales surfaciques des solutions en tant que termes
sources volumiques dans les équations de transport pour les solutions. Si cette caractéristique
est classique et que des solutions ont été proposées pour les systemes a deux phases [123, 119]
pour éviter la résolution d’un probleme intégro-différentiel, nous verrons dans le chapitre 5 que
le cas a trois phases pose des difficultés supplémentaires. La méthode de résolution numérique
de ces problemes est présentée dans le chapitre 5.

Nous présentons ici quelques remarques concernant la forme et la résolution de ces problemes
pour les types de cellules unitaires considérées dans ce chapitre. Les problemes I & III d’une part
et les problemes IV a VI d’autre part présentant une structure similaire, ces remarques sont
illustrées au travers des problemes I et IV.

Comme nous 'avons indiqué en introduction de ce chapitre, nous nous intéressons a deux confi-
gurations types ol une seule phase est mouillante. Ces configurations correspondent, comme le
notent Bloch et Auriault [21], & des écoulements annulaires et nous allons voir que cette ré-
partition particuliere des phases apporte des simplifications importantes pour les problemes de
fermeture. Il faut souligner que ces simplifications ne sont pas restreintes aux cellules simples, les
écoulements de type annulaire peuvent en effet étre observés pour beaucoup de milieux poreux
réels. Placons nous par exemple dans la situation ou la phase vapeur est mouillante. Dans ce
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cas, a partir du théoréme de moyenne spatiale (A.9), on a :

Ve, =

Vz’:“g =

Ve, =

1 1
—V/nggdA—v/ngsdA
Agl Ags
1
—V/nggdA
Agg

1
—V/nsgdA
Asg
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En raison des conditions de périodicité, on doit satisfaire simultanément sur la cellule unitaire

(mais pas a I’échelle macroscopique) les trois conditions : Ve, = 0, Vey = 0 et Ve, = 0 et,

par conséquent, toutes les intégrales de surface de (3.1)-(3.3) sont nulles. Ceci apporte ainsi une

premiere simplification pour les problemes IV a VI concernant les relations entre les vecteurs

définissant les pseudo-vitesses.

De plus, pour une configuration annulaire, la condition d’équilibre thermodynamique local in-

troduit un découplage particulier et conduit & deux sous-problémes indépendants. Si on reprend

I’exemple de la phase vapeur mouillante, le probleme I se décompose en :

Probléme I-a

(Pcp)g Ve vsgi
ng‘
sgi(r +1;)

<5§i>é

Probléeme I-b

koV2sh; — &tzlhgf, dans la phase ¢
1, sur Ay
su(r), i=1,2,3

= 0

(Pcp)g vy Vsg = k?gVQSgi — 69_1 <h% + h?f) , dans la phase g

0 = ksV?%sj; +e,'h], dansla phase s
sj; = 0, surAg

9 _
sy, = Sp, sur Agg

g
ng, - kyVsy,

ngs - ksVsp;, sur Agg

S?Z'(r + ll) = Sgi(r) ) S‘Z‘(r + ll) = SZ'(T) ) L= 1a 273

<ng'>g = 0,

(s2:)°=0

De la méme maniere, le probleme IV se décompose en :

Probléme IV-a

(pcp)g A Vbég
by,

by (r +1;)
<b€g>z

= k:gvzbgg - 5;1ugg , dans la phase /¢

= 0, sur Ay
= by(r), i=12,3
=0

N N /N /N
g 0o ot
N N e N

— = = =
DO
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Probléme IV-b

(PCp), (vg+ Vbgg +vg) = kyV?bg, — eg_lugg , dans la phase g (3.19)
0 = ksV?bgy —e;'ugy, dans la phase s (3.20)

by, = 0, sur Ay (3.21)

by, = by, sur Ag (3.22)

ng - kgVbgyg +nyky = mngs-ksVby,, sur Ag (3.23)
byo(r+1;) = bg(r), bg(r+1) =bg(r), i=1,23 (3.24)

(bgg)? = 0, (bg)*=0 (3.25)

Ainsi, dans le cas ou la phase vapeur mouille parfaitement la phase solide, les inconnues de
fermeture relatives a la phase liquide peuvent étre déterminées indépendamment des deux autres
phases dans les problemes I & IIT et IV a VI. On obtient évidemment le méme résultat pour les
inconnues de fermeture relatives a la phase vapeur lorsque la répartition des phases est inversée.
Ce résultat est relativement important car il permet d’estimer les propriétés effectives a partir
de problemes beaucoup plus simples et, comme nous 'avons indiqué, la configuration annulaire
peut étre représentative d’'un grand nombre de milieux poreux réels. Il est également intéressant
de remarquer que ces deux sous-problémes sont similaires aux problémes obtenus pour d’autres
problemes de transport en milieu poreux. Le probleme IV-a présente en effet une analogie avec
ceux obtenus pour le transport de contaminants en milieu poreux [39, 125] et le probleme IV-b
présente certaines similitudes avec ceux obtenus pour les transferts de chaleur dans les systemes
a deux phases [33, 95, 123, 119]. En particulier, selon la répartition des phases, les problemes
de fermeture I a VI pour la phase non mouillante sont identiques aux probléemes obtenus par
Bousquet-Mélou et al. [25] pour les problémes de transport de soluté au cours de la solidification
d’un mélange binaire.

A ce stade de I'analyse, il semble difficile d’apporter des simplifications supplémentaires sans
préciser une géométrie de la cellule unitaire. Deux types de cellules sont considérés dans la suite
de ce chapitre mais avant de présenter ces cellules nous notons ici une derniere simplification
pour des problemes purement diffusifs. Pour ces problemes, on peut montrer que lorsque les
cellules considérées possedent un axe de symétriel, les vecteurs cgg, cyg, ---, des problemes
de fermeture IV a VI sont tous identiquement nuls. Le lecteur intéressé pourra se reporter a
Quintard et Whitaker [123] pour une démonstration de ce résultat. Ceci constitue une importante
simplification du modele macroscopique puisque cela signifie que les pseudo-vitesses uyg, uyg,
..., sont toutes identiquement nulles pour des problemes purement diffusifs et lorsque la cellule
unitaire est symétrique. Dans le cas diffusif, ce résultat est relativement important car il n’est
pas limité a des géométries élémentaires, les cellules unitaires symétriques pouvant en effet étre
extrémement complexes [123].

3.2 Cellule unitaire stratifiée

Nous présentons dans cette partie une étude détaillée de la cellule unitaire représentative d’un
milieu stratifié. Ce type de cellule, trés simple, a largement été étudié dans le cadre des systemes
a deux phases pour d’une part, déterminer les coefficients de transport effectifs [2, 104, 121, 125,
119] et, d’autre part, estimer la validité des modeles macroscopiques [60, 104, 106, 126, 128,
120]. L’étude de ce type de cellule a récemment été étendue aux systémes a trois phases sans
changement de phase par Petit et al. [117] pour le calcul des coefficients d’échange dans le cadre

Lon parle dans ce cas de cellules symétriques
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d’un modele quasi-stationnaire & non équilibre local. Nous reprenons ici la cellule stratifiée a
trois phases pour déterminer I’ensemble des coefficients de transport du modele.

La cellule unitaire stratifiée est illustrée sur la figure (3.1) pour les deux configurations types :
phase liquide mouillante, désignée par SLG, et phase vapeur mouillante, désignée par SGL. On
supposera ici que I’écoulement est laminaire et correspond a un écoulement co-courant des phases
liquide et vapeur le long de la direction x. La longueur caractéristique H de la cellule unitaire
est donnée par la relation :

H="0ly+l+l;=H(cg+er+es), lg=Hey, ly=Hey, ls=He,

\Y A Y

[CINS I I

®®<%®®
@@%ﬁ@@

N[5> o | $S

Figure 3.1: Cellule unitaire stratrifiée symétrique 1D : configurations SLG et SGL

Etant donné la géométrie de la cellule stratifiée, il est possible d’apporter des simplifications
supplémentaires a celles présentées dans le paragraphe précédent pour les problemes de ferme-
ture. En suivant les développements de Quintard et Whitaker [123] et Whitaker [154], on peut
montrer d’une part, que les inconnues de fermeture scalaires (problemes I & III) et vectorielles
(problemes IV a VI) dépendent uniquement de la variable d’espace y en raison des conditions
de périodicité et, d’autre part, que les inconnues scalaires ainsi que la composante axiale des
inconnues vectorielles sont symétriques par rapport a ’axe x et les composantes transverses sont
anti-symétriques par rapport a I'axe .

L’écoulement étant dirigé selon la direction x, on remarque ainsi que les vitesses ne jouent aucun
role dans les problemes de fermeture I a III pour les inconnues scalaires et, par suite, pour les
coefficients d’échange. De plus, ces inconnues étant symétriques, les problemes I-a (3.4)-(3.7) et
I-b (3.8)-(3.14) peuvent s’écrire sur la demi-cellule y > 0 :

Probléeme I-a

2 0

7 0 — 521h§? = 0, pour0<y< B} (3.26)
14
o= 1, emy=7 (3.27)

(s;)" = 0 (3.28)
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Probléme I-b

d?sy. 14 by + 1
G 1 (19t ¢ ¢
o G (nf+ng) = 0, powr o <y< -0 (3.29)
d25? 1 by + £ H
ks dyQZ +e, by = 0, pour — = <y< o (3.30)
L
sj; = 0, eny= EZ (3.31)
o+ ¢
i = S, eny= Z;F g (3.32)
ds?. dss. by + ¢
B 4 i _ Tty
kg 0 ks 0y eny 5 (3.33)
(s7:) = 0, (s3;)°=0 (3.34)

Les conditions de périodicité (3.6) et (3.13) sont remplacées par les conditions de symétrie :

dsﬁi
dy

dss, H
%6 _ () eny = (3.35)
dy

=0,eny =0,

La méthodologie pour résoudre analytiquement ces problémes est classique [123] : dans un pre-
mier temps les coeflicients d’échange sont supposés a priori connus et les problemes I-a et I-b
sont résolus sans les conditions de moyenne nulle (3.28) et (3.34). On obtient alors pour les incon-
nues de fermeture des paraboles paramétrées par les coefficients d’échange. Dans un deuxiéme
temps, les conditions de moyenne, qui rappelons le sont les conditions d’unicité de la solution,
sont ensuite utilisées pour déterminer les coefficients d’échange et préciser le paramétrage des
paraboles.

La résolution analytique des problemes IV a VI pour les inconnues vectorielles s’appuie sur une
démarche similaire mais il faut noter deux différences importantes. La premiere est que, comme
nous l'avons signalé, les inconnues transverses sont anti-symétriques et, par conséquent, il faut
substituer les conditions du type (3.35) par des conditions d’anti-symétrie. En pratique, pour la
cellule stratifiée, ces conditions s’écrivent pour le probleme IV [110] :

H
(bgg), =0,eny=0, (bs), =0,eny= 5 (3.36)

Evidemment, les conditions de moyenne nulle n’apportent aucune information supplémentaire
lorsque les inconnues sont anti-symétriques, cependant ces conditions ne sont pas nécessaires car
la condition d’anti-symétrie indique que la composante transverse des vecteurs cgg, Chgy - - - €St
identiquement nulle.

La deuxieme différence provient de la composante axiale des inconnues de fermeture vectorielles.
En effet, si ces composantes sont symétriques comme les inconnues scalaires, en revanche les
vitesses jouent un role pour ces inconnues. Par exemple, la résolution du probleme IV-b projeté
selon x nécessite la connaissance de la déviation v, selon x qui apparait en tant que terme
source dans 'équation de transport (3.19) pour bg,. De plus, ces vitesses apparaissent dans
les expressions des tenseurs de conductivité effective et des pseudo-vitesses supplémentaires.
Ainsi, avant de résoudre les problemes de fermeture et de déterminer ’ensemble des propriétés
effectives, la premiere étape consiste a déterminer les vitesses locales et les vitesses de Darcy
dans la cellule unitaire.

3.2.1 Vitesses de Darcy dans les strates

Dans le cas ou l'une des deux phases est immobile [125] ou lorsque ’écoulement se présente
sous la forme d’une seule phase [119], 'expression analytique du terme source est déterminée &
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partir de la distribution de vitesse de ’écoulement de Poiseuille plan. Le cas des écoulements de
deux phases incompressibles et non miscibles suivant la direction x sous l'effet d’un gradient de
pression horizontal constitue une généralisation de ’écoulement de Poiseuille plan a deux phases.
Dans le cas d’un écoulement permanent et laminaire, les équations de Stokes dans chacune des
phases se réduisent a I’équation :

d2u5 B Ops B

= =/ .
B = o 98, B=1Lg (3.37)

ol gg représente le gradient de pression horizontal dans la phase 3. Les calculs sont menés pour

la configuration SLG, c’est-a-dire lorsque la phase liquide est mouillante. Les résultats pour la
configuration SGL seront simplement déduits en intervertissant les indices des phases liquide et
vapeur. La cellule étant symétrique, le probleme est résolu sur la demi cellule y > 0. L’intégration
de (3.37) selon y conduit, pour les phases liquide et vapeur, aux expressions :

du
Mg, = —9su+az, B=lg (3.38)

Pour les systemes stratifiés, la courbure de l'interface séparant les deux fluides est nulle et, dans
ce cas, les conditions aux limites classiques [151] & l'interface liquide-vapeur se réduisent a une
condition de continuité des contraintes tangentielles et des pressions entre les deux phases :
He,
2

dug duy

Urminrmi (3.39)

Pg=Dpe, €eny=
Les relations (3.39) permettent, & partir des équations (3.38), d’introduire une constante d’inté-
gration unique a et un gradient de pression unique g. L’intégration des équations (3.38) donne

alors :
g

9 a
ug=—5—Yy +—y+/ (3.40)
o 2np g ’

Les trois constantes d’intégration a, f, et f, sont déterminées & partir des trois conditions aux
limites suivantes : symétrie sur le bord de la cellule, non glissement des phases a l'interface

liquide-vapeur et adhérence du liquide sur la paroi solide :

d
diyg = 0, eny=0 (3.41)
H
ug = ug, eny:% (3.42)
H
u = 0, eny= (5g2—|— ) (3.43)

La condition de symétrie (3.41) conduit & a = 0 et les conditions aux limites de non glissement
des phases (3.42) et d’adhérence (3.43) permettent de déterminer f, et f :

H2

fo= —98 o (g + €0)? (3.44)
gH?

fo = Sy <€§ (1= mge) +mge (gg + 64)2) (3.45)

ol 1)4¢ dénote le rapport des viscosités 14, = 14 /1¢. Les champs locaux ug et uy sur la demi cellule
y > 0 sont alors donnés par les relations :
gH?

o (5 -] 5

0= S |G 0w (252) - () a7

Uy =
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A partir des expressions (3.46) et (3.47) et des propriétés de symétrie, les vitesses moyennes
intrinseques dans les strates s’écrivent :

Loty
2
2 gH?
¢
(ug)t = e / up(y) dy = o, (2e7 + 3e4e0) (3.48)
Ly
2
Lg
2 / gH?
(ug)? = H—sg /ug(y) dy = % (253 + 3ngeee (264 + 85)) (3.49)
0

On peut remarquer que les expressions (3.48) et (3.49) sont cohérentes avec ’expression classique
de la vitesse moyenne d’un écoulement de Poiseuille lorsque une seule des deux phases est
présente, c’est-a-dire (ug)’ pour g, = 0 et (uy)9 pour e, = 0. Les expressions (3.46)-(3.47)
des vitesses locales et (3.48)-(3.49) permettent de déterminer les déviations w, et 4y a partir des

relations :
~ ¢ 9H2 2 Y2
- gH? [ 5 Y \2
Ty=u = ) = - [gg —12 <E> (3.51)

Afin d’éliminer le gradient de pression dans les expressions (3.50)-(3.51) des déviations, les vi-
tesses moyennes intrinseques (3.48)-(3.49) sont écrites dans un premier temps sous la forme
donnée par les équations de Darcy généralisées :

_ Kk.53 _
(ug)? = e (ug) = nﬁ%glg, B=tg (3.52)

ou (ug) est la vitesse de Darcy, c’est-a-dire la vitesse superficielle ou encore vitesse de filtration,

K est la perméabilité intrinseque du milieu et k, est la perméabilité relative. Pour un milieu

stratifié, la perméabilité intrinseque est déterminée, par analogie avec la loi de Darcy, a partir de

I’expression de la vitesse moyenne pour un écoulement de Poiseuille a une phase dans la strate,

soit :

H2(1-¢,)?
12

K = (3.53)

Ainsi, en identifiant les expressions (3.48)-(3.49) et (3.52), les perméabilités relatives du milieu
stratifié sont données dans le cas SLG par les relations :

2
e7 (3e4 + 2¢¢) 5 9 3
fpp = L2290 T2y S0 (2 2 e (2, + ey 3.54
T 9 (1 — 68)3 g (1 _ 55)3 g 2779 ( g ) ( )
Les relations (3.52) permettent d’écrire le gradient de pression en fonction des vitesses moyennes
intrinseques o1 K et k,g sont données par les relations (3.53) et (3.54). On peut ainsi écrire les
déviations (3.50)-(3.51) en fonction des vitesses moyennes intrinseques sous la forme :

H2 J4 2
U = % [3% (1—¢,) +ef —12 <%> ] (3.55)
rl
~ egH?(ug)? [ 5 Y2
= e\l 2 g9 (L .
Ug WK g o (H) (3.56)
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Finalement, & partir des relations (3.54), on peut écrire les déviations u, et 4, explicitement en
fonction des vitesses moyennes intrinseques :

U = #@jw {359 (1—e,) +e2—12 (%ﬂ (3.57)
~ (ug)? 2
Yo = 263 + 3emge (€0 + 2¢4) [53 - 12 (%) } (3.58)

Ces résultats s’étendent directement au cas de la configuration SGL en permutant les indices g
et ¢ dans les expressions des déviations (3.57)-(3.58).

LAY \Y

—

CeO
Agﬂ ) K

Figure 3.2: Allures des profils de vitesse ug et ug : configurations SLG et SGL (14 > 1)
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Figure 3.3: ky¢, kyg : configuration SLG Figure 3.4: ky¢, krg : configuration SGL

Les allures des profils de vitesse dans les strates sont illustrées sur la figure (3.2) et les figures (3.3)
et (3.4) représentent les perméabilités relatives en fonction de la saturation. Nous ne commente-
rons pas dans le détail ces résultats mais on peut déja se rendre compte de 'impact important de
la répartition des phases sur les perméabilités relatives. Comme 1’a noté Petit [115], cela signifie
qu’il faut utiliser avec prudence les corrélations classiques, proposées pour des problemes dipha-
siques sans changement de phase (e.g. génie pétrolier), dans le cadre des problemes d’ébullition
en milieux poreux.
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3.2.2 Propriétés effectives

A partir de la résolution analytique des problemes de fermeture I & VI décrite précédemment,
nous présentons dans ce paragraphe les résultats pour I'ensemble des coefficients de transport
macroscopiques du modele. Ces coefficients sont présentés sous une forme adimensionnée, pour la
plupart, par rapport aux propriétés de la phase mouillante. Lorsqu’elles ne seront pas explicitées,
les grandeurs utilisées pour représenter les propriétés effectives seront celles indiquées dans le
tableau (3.1). Nous utiliserons également les rapports de viscosité dynamique et de conductivité
thermique suivants :

779 1 k‘g /{?g
= — s = — s K = — s K = — 3.59
Tlge e Neg Tt ls ks gs ks ( )
Cellule unitaire Eg €p s
0.2 0.2 0.6
Capacités calorifiques [J.m 3. K] (PCp),  (pCp)y  (pCp),
210°  4.210° 3.510°
Conductivités thermiques [W.m 1K™ kg ky ks

0.025 0.68 17

Tableau 3.1: Propriétés pour la cellule stratifiée

Tenseurs de conductivité thermique effective

Les tenseurs dominants et couplés de conductivité thermique effective du modele sont définis dans
le chapitre 2 par les relations (2.138)-(2.140), (2.149)-(2.151) et (2.156)-(2.158). Nous rapellons
que ces tenseurs prennent en compte la diffusion et la dispersion thermique ainsi que la tortuosité
du milieu a trois phases, on a par exemple pour les tenseurs dominants :

k ~
Kﬁg = 6514551 + VB / nﬁgbﬁg dA — (pCp)B <Vﬁbﬁg> , B,o=g,ts (3.60)
S~—~— —_———
diffusion Apo dispersion
tortuosité

Dans le cas particulier de la cellule stratifiée, les inconnues de fermeture ne dépendent que de la
variable d’espace y et ’écoulement est dirigé selon la direction z, 'expression (3.60) s’écrit alors
explicitement sous la forme :

10| k 0 0
Koo = eaks| o 1 | +7 [ (nﬁ(’)y[ww)x (ba), |
Aﬁo
00y, (ﬂﬁ(zﬁﬁ)m> <aﬁ(zﬁﬁ)y>] (3.61)

Nous avons vu que les composantes (b ﬁﬁ)x étaient symétriques alors que les composantes (b ﬁﬁ)y
étaient anti-symétriques. Ainsi, a partir de (3.61), il apparait que pour la cellule unitaire symé-

trique stratifiée, les tenseurs de conductivité thermique effective sont diagonaux.

Dans le cas de la configuration SLG, c’est-a-dire pour une phase liquide mouillante, la résolution



3.2. CELLULE UNITAIRE STRATIFIEE 69

des problemes de fermeture IV a VI conduit aux composantes non nulles suivantes :

K k 1 €5
( gg):m: — Egrg <1+_ 9 52Pe§> (362)

2
ky k¢ 175 (253 + 35Z779£ (259 + 55)) !
(Kgg)yy _ Egkg (3 63)
ky ke |
(Kff)xx = & 5 = (96% i 355g (1 — 63)) £2Pe?
kZ 2800 (285 =+ 389)2 (35( + 455"158) ¢ ‘
1 99¢2 + ¢, (350e, + 315
estirs (99€7 529 (350e¢ £g)) £2pe? (3.64)
2800 (20 + 354)° (3¢ + deships)
(Ket)yy _ £ (3.65)
ky €¢ + Eskys
ky Ky €0+ Eskis .
(KSS)m €s
_ &s 3.67
ky Kes ( )
(Kss)yy _ <2 (3.68)
ky €¢ + Eskiys

Dans les expressions (3.62)-(3.68), Pe; et Pe, sont les nombres de Péclet associés respectivement
aux phases liquide et vapeur, construits a partir de la longueur caractéristique de la cellule

unitaire : 5
ug)?’H
Peg = (pCp)4 ( Bljﬁ . B=gt (3.69)

Comme cela a été souligné par Quintard et Whitaker [125], le nombre de Péclet est ici le seul
nombre sans dimension pertinent pour les propriétés effectives puisque les effets de dispersion
ont été inclus a partir des solutions des équations de Stokes a 1’échelle locale.

Dans le cas de la configuration SGL, c’est-a-dire lorsque la phase vapeur est mouillante, les
composantes non nulles des tenseurs de conductivité thermique effective sont données par :

(Kgg)m = & 3 %9 (96527 + 35e (1 63)) £2Pe?
Tk, g 2800 (2, + 32,)% (34 + destigs) © °
L1 sty (995 + 20 (3502, + 3150)) (3.70)
2800 (22, + 320)° (3ey + deorigs)  ° ° '
2
(Kgg)yy _ 6g (371)
]{?g 89 + €s"ﬁzgs
K k 1 ¢
(Ker) N il sc;Pef (3.72)
kg kg 175 (27 + 3egmey (260 + £4))

(Ka)yy _ 8[]% (3 73)
kg kg |
(Kgs)yy _ (ng)yy _ 5953 (374)

k‘g k?g €g + Eskgs
9 Fgs
K 2
( Ss)yy — s (376)



70 CHAPITRE 3. PROPRIETES EFFECTIVES : CELLULES UNITAIRES SIMPLES
100 100
— S, =02-SLG — S, =02-SLG K
~=- S, =08-SLG ~=- 5, =08-SLG K4
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Figure 3.5: Coefficient longitudinal (Kgq) Figure 3.6: Coefficient longitudinal (Kgp),.,.

rx

Les coefficients de dispersion longitudinaux (Kg,),. et (K),, sont illustrés sur les figures (3.5) et
(3.6) en fonction respectivement des nombres de Péclet vapeur et liquide de la cellule stratifiée.
Si ces coefficients ont un comportement classique en Pe? correspondant & une dispersion de
Taylor pour les forts nombres de Péclet, en revanche on peut remarquer que la valeur de ces
coefficients dans le régime diffusif ainsi que la zone de transition entre les régimes diffusifs et
dispersifs sont fortement influencées par la répartition des phases et la saturation. On remarque
également que si les coefficients de dispersion transverses (Kgg),, et (Kzu),, ne sont pas affectés
par la répartition des phases, en revanche, comme ’on pouvait s’y attendre, ils peuvent étre du
méme ordre de grandeur que leurs homologues longitudinaux dans le régime diffusif alors qu’ils
deviennent beaucoup plus petits pour des nombres de Péclet suffisament grands. En effet, on a
généralement kg5 < 1 et Kgs < 1, et les expressions (3.63) et (3.65) dans le cas SLG et (3.71) et
(3.73) dans le cas SGL indiquent que :

(Kgg)yy (Kee)yy

~ e ~ e

(3.77)
D’autre part, on peut également remarquer que les tenseurs couplés ne sont pas nécessairement
négligeables devant les tenseurs dominants. Par conséquent, ces termes de couplage supplémen-
taires ne doivent pas étre systématiquement négligés dans les équations de transport macrosco-
piques.

Termes de transport non classiques

Les termes de transport dits non classiques désignent ’ensemble des termes pseudo-convectifs
du modele macroscopique, c’est-a-dire les pseudo-vitesses ugg, Uy, ..., et les pseudo-vitesses
supplémentaires dfi, dzw ..., apparaissant dans les équations de transport macroscopiques sous
la forme de termes convectifs additionnels. Nous commencons ici par les pseudo-vitesses en
rappelant qu’elles sont définies par :

_ ks

ug, V/ngo-ng,ydA, c=g,0,s, 0B,y=g,¢s (3.78)

Ago

Nous avons déja signalé que dans le cas particulier de la cellule unitaire stratifiée symétrique,
les composantes (bg,),, des inconnues de fermeture vectorielles étaient symétriques alors que les
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composantes (bﬁv)y étaient anti-symétriques. En particulier, dans (3.78), les gradients V (bgy)
sont anti-symétriques alors que les gradients V (bg,y)y sont symétriques. Par conséquent, les
pseudo-vitesses transversales (uﬁﬁ,)y sont toutes identiquement nulles pour la cellule stratifiée.
Pour la configuration SLG, les pseudo-vitesses non nulles sont données par :

H (ugg)m 2 kg 5521

99 . 21N P 3.79
ko 5 ky 263 + 36gngg (269 + 6[) 9% ( )

H (Ugg)m _ i 2eskps (Teg + 1569) — 36% e,Pey (3.80)
ke 10 (22 + 3e,) (3e¢ + degrigs) '

H(u), _ 1 3e@Betbe) o0 (3.81)
ke 10 (2e¢ + 3eg) (3e¢ + deskis)

Pour la configuration SGL, les pseudo-vitesses non nulles sont :

H(ugg), _ 1 2skgs (Teq +15e0) — 3¢ gqPe (3.82)
kg 10 (2e, + 3e¢) (35 + deskygs) © 7 .

H (uSQ)x — i 389 (369 + 5€Z) <. Pe (383)
kg 10 (2e, + 3e¢) (3 + deskygs) © 7

H(ug), _ 2k ef e Pe, (3.84)
kg 5 kg 265 + 3egnug (260 + €4)

Avant d’examiner ces résultats, nous présentons les résultats pour les pseudo-vitesses supplé-
mentaires. On rappelle que ces vitesses sont définies par :
ks

dgz = (pCp)ﬁ <S$zgﬁ>_ V / nﬁo"sgidA’ O':g,Z,S, ﬁ”}/:g?éas (385)

Ago

Dans le cas particulier de la cellule unitaire stratifiée symétrique, les inconnues de fermeture

B

scalaire S,; ne dépendent que de y et sont symétriques par rapport a I'axe x, et ’écoulement

est dirigé selon la direction x. Dans ce cas, le dernier terme de (3.85) et les pseudo-vitesses

supplémentaires transversales <dfz) sont toutes identiquement nulles.

Dans le cas de la configuration SLG, les pseudo-vitesses supplémentaires non nulles sont :

H (dj, 12 Teg + 15e,) — 32
7( &)x — - sl (Tec + 15ey) = 35 e¢Pey (3.86)
ky 10 (2e¢ + 3eg4) (3e¢ + 4deskies)
H <d§i)x 2 kg 63 P (3.87)
S WP e gqPe .
/{?g 5kg 2552]4-38@779@ (289 —i—z’:‘g) S
H (d,
kp 10 (264 + 3ey) (3e¢ + 4eghips)
Dans le cas de la configuration SGL, les pseudo-vitesses supplémentaires sont données par :
¢
H (dy), _ 2k et e,Pey (3.89)
kg 5 kg 262 + 3egmug (260 + €4)
g
H (d9i>x _ 1 2e5kgs (Teg + 15ep) — 32’53 - P (3.90)
kg 10 (284 + 3e¢) (34 + deskigs) © 7
H (d?. 1 3eq (D 3
(k sz)m — 1_0 (2 <9 ( et €g) 6gPeg (391)
g eg + 3ep) (Beg + deskiys)

On remarque ainsi que pour la cellule stratifiée, on a :

g

ugg =dg;, Uy = dj,, uy= dgi? Use = dgi (3.92)
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Afin d’estimer 'importance relative de ces coefficients par rapport au transport macroscopique
classique, les pseudo-vitesses supplémentaires sont adimensionnées par (pC) 3 <uﬁ>5 avec 3 =/
pour dﬁi et dﬁi et § = g pour dgi et d7;. On rappelle en effet que dﬁi et dﬁi interviennent dans
, . . . [ . g g . . 7 .
I’équation de transport macroscopique de (1) alors que d gi €t d;; interviennent dans I’équation
de (Ty)9. Ces pseudo-vitesses adimensionnées sont représentées sur les figures (3.7) et (3.8) en

fonction de la saturation, les propriétés physiques sont celles du tableau (3.1).
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Figure 3.7: Coefficients pseudo-convectifs (d Z>:1: dans ’équation
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Figure 3.8: Coefficients pseudo-convectifs (d%l.> dans 1’équation
xT

de transport de (T,)9 en fonction de la saturation Sy

Pour les propriétés physiques considérées, qui correspondent aux propriétés typiques des lits de
débris, les termes convectifs supplémentaires ont une contribution de 'ordre de 5% au trans-
port convectif macroscopique classique. Il apparait ainsi que, pour la cellule unitaire stratifiée,
ces termes puissent étre négligés dans le modele macroscopique. Il est cependant important de
noter qu’il peut étre dangereux de généraliser ce résultat et que des calculs sur d’autres cellules
unitaires, plus complexes, sont nécessaires pour vérifier si effectivement ces coefficients peuvent
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étre négligés dans le cas général [125].

Coefficients effectifs de transfert thermique

Nous rappelons que les coefficients d’échange effectifs sont définis directement par les problemes
de fermeture I a III. La résolution de ces problemes dans le cas SLG conduit aux coefficients
non nuls suivants, adimensionnés par la conductivité de la phase mouillante et par la longueur
caractéristique de la cellule unitaire :

¢
H2h€f _ 24 (3ep + 2e4k4s) (3.93)
ke g0 (3eq + 4eshiss) .
H2hgs 72 (3.94)
ke 3er + deskus '
27,96
H=h; _ 12k, (3.95)
kjg €gk‘g
2105 _
H*h} _ 48 (3.96)
ky 3ep + degkyps
2149 _
hy _ 2 (3.97)
ke 3ep + deghips
Dans le cas SGL, les coefficients d’échange non nuls sont :
¢
Hhy! 12k (3.98)
kg Egkg '
0
HZhZi _ 2 (3eg + 2e5kgs) (3.99)
kg £q (3eg +4deskygs) '
2,95
Hhi  _ 2 (3.100)
kg 3eg +4eshgs
27,95
Hhi _ 48 (3.101)
kg 3eg +4eskgs
27,90
Hhsi  _ 2 (3.102)
kg 3eg +4eskys

Les figures (3.9), (3.10), (3.11) et (3.12) représentent quelques coefficients en fonction de la sa-
turation pour les deux répartitions. Etant donné la multiplicité des continuums, c’est-a-dire des
échanges, I’objectif ici n’est pas de faire une étude comparative complete et détaillée des coeffi-
cients d’échange mais seulement d’apporter quelques commentaires. Comme nous ’avons signalé,
les vitesses ne jouent aucun role dans les problemes de fermeture I a III et, par conséquent, les
coefficients d’échange sont indépendants du nombre de Péclet. En revanche, comme on peut le
remarquer sur ces figures, les coefficients d’échange dépendent non seulement de la saturation
mais aussi de la répartition des phases. En d’autres termes, comme 'ont noté Petit et al. [117],
cela signifierait qu’il est insuffisant d’estimer les coefficients d’échange uniquement en fonction
de la saturation et, par exemple, du nombre de Péclet. Les parametres moyens permettant de
caractériser la répartition des phases sont cependant mal définis et on se contente généralement
de la saturation, alors que doivent aussi intervenir par exemple ((T)* — T%) et les vitesses des
phases. Si il est encore trop tot pour conclure sur 'importance de la répartition des phases, on re-
trouve cependant une caractéristique classique des corrélations pour les écoulements diphasiques
hors milieux poreux (e.g. dans les tubes) dans le sens ou celles-ci sont généralement associées a
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Figure 3.11: (T4)9 : coefficient h = hgé—{—hgf Figure 3.12: (T4)9 : coefficient h = hgf—khgis
pour U'échange ((Ty)9 — T) pour 'échange ((Ts)® — T5%)

une configuration donnée de 1’écoulement (i.e. écoulement & bulles, bouchons, ...). A ce stade,
nous renvoyons le lecteur au paragraphe 2.3.3 du chapitre 2 et nous rappelons que ce type de
corrélation est généralement nécessaire dans le cadre d’une théorie completement fermée.

D’autre part, si on retourne aux équations de transport macroscopiques (2.144)-(2.152), ces
résultats amenent deux remarques importantes. La premieére est que lorsque la phase liquide
mouille parfaitement le solide, les continuums solide et vapeur ne se voient pas directement
en termes d’échange (i.e. pas de terme en (Ty)® dans 'équation pour (Tj)7). Le résultat est
symétrique dans le cas SGL. La deuxiéme remarque est que, pour les deux répartitions de phases
considérées, les termes d’échange proportionnels au déséquilibre ((T;)¢ — T°*) sont nuls pour
I'équation de (T)9 et ceux proportionnels au déséquilibre ((T5)? — %) sont nuls pour I'équation
de (T})*. Si ces résultats sont & prendre avec prudence dans le sens ot la cellule stratifiée est tres
simple, il est cependant tres probable que ces résultats s’étendent a des cellules plus complexes en
raison de la condition d’équilibre thermodynamique local qui, comme nous ’avons vu, introduit
un découplage entre la phase solide et la phase non mouillante.
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3.3 Cellule unitaire de Chang

Dans ce paragraphe, nous présentons une étude des coefficients d’échange effectifs pour une cellule
unitaire représentative d’un milieu ayant une structure géométrique analogue a un arrangement
de tubes capillaires. Cette cellule, initialement proposée par Chang [37] dans le cadre de la
méthode des développements asymptotiques (et donc connue sous le nom de cellule unitaire de
Chang) a également, comme la cellule stratifiée, beaucoup été étudiée pour les systemes a deux
phases (e.g. [33, 126]). On se propose ici d’étendre la cellule de Chang aux systémes & trois
phases et d’estimer les coefficients d’échange. Cette cellule est illustrée sur la figure (3.13) pour
les deux configurations types. Signalons que contrairement aux travaux de Zanotti et Carbonell
[33] pour un systeme & deux phases, la phase solide constitue ici le cylindre central de la cellule.
Il nous a semblé que cette géométrie était plus représentative des problemes considérés dans ce
travail.

o O
O <>

NG W

R R

Figure 3.13: Cellule unitaire de Chang : configurations SLG et SGL

Dans le cas SLG, la longueur caractéristique R de la cellule et les fractions volumiques sont
données par les relations :

On en déduit ainsi 'expression des rayons en fonction de la longueur caractéristique R de la
cellule et des fractions volumiques :

r1=R\/es, T2=R\es+ey

Le probleme étant a symétrie radiale, les vitesses ne jouent aucun role dans les problemes I a III
et, en reprenant les développements de Quintard et Whitaker [126], les problemes de fermeture
I-a et I-b s’écrivent :

Probléme I-a

ked (dsh\  1ie
Lt L) i <r< .
e (7’ o ) e, hy; 0, pourrmy <r<R (3.103)

s = 1, enr=r (3.104)
(s5)¢ = 0 (3.105)
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Probléme I-b

kg d ( dsj, 1390 , 195\ _
- dr (TW> — &g (hﬁ + h&) = 0, pourr <r<ry (3.106)
%d% (T%) +egthf; = 0, pour0<r<mr (3.107)
s = 0, enr=ry (3.108)
kg dj& = ks d;fi . S = sp, enr=rn (3.109)
(st)? = 0, (s3:)°=0 (3.110)

La cellule unitaire étant a symétrie radiale, les conditions de périodicité ont été remplacées par
les conditions de symétrie :

0 _
iy =sp(r),  sg=su(r),  si; = si(r) (3.111)

Le probleme de fermeture est complété en imposant aux inconnues de fermeture une condition
de symétrie en r = R et r = 0.
3.3.1 Coefficients d’échange - Cas cylindrique

En adoptant le méme adimensionnement que pour la cellule stratifiée, les coefficients d’échange
dans le cas SLG sont donnés par :

¢

RQhﬁg _ 8ey (55 (’%ZS - 2) +4 (1 - 69) 59) (3112)
ky 0 (Kes (g0 — 2e5) — 4eg) + 4 (g0 (e + 2e5) + €2k45) &g

RQhﬁf _ 16e¢ (g0 — 2e5&4) (3.113)
ke e¢ (Kes (0 — 2e5) — 4deg) + 4 (e (g0 + 2e5) + €2k45) &g
27,94 2

Rhgi —8%5ks (3.114)
k‘g kg(eg(eg+2)+4ln,/1—sg)

R2hY _ —8ey (g0 + 2e5) + 325 (1 —£4) & (3.115)
ke g0 (Kes (g0 — 2e5) — 4ey) + 4 (g0 (g0 + 2e5) + €2k45) &g '

R2R% _ —8¢y (g0 — 2e5) — 32e2¢, (3.116)
ke 0 (Kes (g0 — 2e5) — 4ey) + 4 (g0 (e + 2e5) + €2545) &g )

Dans le cas SGL, on obtient :
¢

Bhy  _ —Scih (3.117)
kg kg (é’g (53—1—2)—}—4111\/1—5@)
27 gl

RPhg B2y (g (Fgs —2) +4 (1 —e0) &) (3.118)
kg g (Kgs (€g — 2e5) —deg) + 4 (g4 (€4 + 2e5) + €2Kgs) &
2795

R hgi _ 16g, (e’;‘g — 255&) (3.119)
kg £g (Kgs (g — 265) —4eg) +4 (g (g + 285) + €2kgs) &0

R2p% _ —8e4 (e +2e4) +32e5 (1 — &) & (3.120)
kg g (Kgs (€g — 2e5) —deg) + 4 (g4 (€4 + 2e5) + €2Kgs) & '

R*h% —8eq (64 — 265) — 32e2¢, (3.121)
kg g (Kgs (€g — 2e5) —deg) + 4 (g4 (€4 + 2e5) + €2Kgs) & '

oll on a posé :

e e
g=Iny/—2 g=In,/—* (3.122)
ES 85
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3.3.2 Coefficients d’échange - Cas sphérique

La résolution analytique des problemes de fermeture peut étre étendue a la version sphérique de
la cellule de Chang. Dans le cas SLG, les rayons ry et ro s’écrivent en fonction de la longueur
caractéristique R de la cellule et des fractions volumiques a partir des relations :

= Rs;/?’, ro = R (s +6g)1/3

Dans le cas SLG, les coefficients d’échange sont donnés par :

R2pY9 3054@3/3 (15 <e§/3a3/3 - 53> —2e0 (5 + I{gs))
4 — (3.123)
> A,
R2Rts 150ey 81/3 1/3 (353/?’@;/3 — 35 — Eg)
b = (3.124)
Ky Ay
R*hY ~15¢2a4/°k, (3.1%5)
k¢ (9@517/3 +e0(2es—5) +es5(e5s —5) +e2 — 5) ky '
R2pY9 90 <e§/3a3/3 (e¢ + 6es) — esag/ (5ep + 653)>
s _ 3.126
. T (3.126)
R2hls 60e5 1/ 1/3 < 55 5/3 1/ + 3epes — az)
= 3.127
. > (3.127)
Dans le cas SGL, on obtient :
¢ 1/3
Ry —15¢2a, (3.128)
ky <9a1/3 + e (265 —5) + 5 (e5 —5) + €2 — 5) k,
Rthlf 3O€ga?/3 <15 <a;/3a§/3 - 55> —2e4(5+ /igs))
LR 12
5 X, (3.129)
R2p98 150e,4 81/3 1/3 <3€§/3aé/3 — 3es — 5g>
LA (3.130)
kg A,
R2p9 90 ( 1/3a4/3 (eg + bes) — esa/ (5eg + 653))
i _ 3.131
. = (3.131)
R2h§’f ) 60¢. 1/3 1/3 < § _ 2/3 1/3 + 3e4€5 — 53) 5 139
kg - Ag ( . )
avec .
Ay = 45ei/3al +9eY3a2/® (5 — drkyy)
—2a}/3 (8@58 (45 — 6rigs) + 922 (5 — 2kgs) + 267 (5 + kigs)) (3.133)
Ae = 45eM3a3 + 9653027 (5 — dnys)
—2a," (e425 (45 — 6rgs) + 922 (5 — 2k6) + 262 (5 + Kgs)) (3.134)

oll on a posé :
ag=1—-¢4, ar=1—¢y

Ici encore, comme pour la cellule unitaire stratifiée, ’objectif n’est pas de faire une étude compa-
rative complete et détaillée des coefficients d’échange pour les versions cylindrique et sphérique
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Figure 3.14: Coefficient d’échange hgf rcas  Figure 3.15: Coefficient d’échange hgf :cas
SLG, r1 = 0.01lm SGL, ri = 0.0lm

de la cellule de Chang mais seulement d’apporter quelques commentaires. Premierement, les
coefficients d’échange non nuls correspondent aux coefficients non nuls de la cellule stratifiée
et, par suite, on peut reprendre l'intégralité des remarques qui ont été faites dans le cadre de
la cellule stratifiée. Deuxiemement, malgré la relative simplicité de la cellule de Chang, les ex-
pressions des coefficients d’échange sont beaucoup plus complexes que celles obtenues pour la
cellule stratifiée et correspondent a une cellule unitaire plus réaliste. En effet, contrairement a
la cellule stratifiée ou la surface spécifique d’échange liquide-vapeur reste constante quelle que
soit la fraction volumique liquide, la cellule de Chang prend en compte une variation de cette
surface spécifique. De plus, nous verrons dans le chapitre 5 que la cellule de Chang fournit un
bon estimateur des coefficients d’échange dans le cas de cellules unitaires plus complexes et ce,
méme lorsque la phase liquide (ou vapeur) ne mouille pas parfaitement le solide.

3.4 Influence de la répartition des phases sur les températures

Pour les deux cellules unitaires simples considérées dans ce travail, la cellule stratifiée et la cellule
de Chang, nous avons distingué deux configurations types d’écoulements annulaires. La premiere,
classique pour les milieux poreux non saturés, correspond a une phase liquide mouillante tandis
que la deuxieme, plus spécifique aux problemes d’ébullition, correspond a une phase vapeur
“mouillante”.

Pour ces deux cellules et ces deux types de configurations, nous avons vu que les problemes
de fermeture pouvaient étre résolus analytiquement et, par conséquent, que les inconnues de
fermeture et les coefficients de transport effectifs du modele a non équilibre local pouvaient étre
calculés analytiquement. En particulier, on peut obtenir des expressions analytiques pour les
déviations spatiales dans la cellule en fonction des termes sources macroscopiques et, a partir
de la décomposition de Gray (A.5), obtenir I’évolution des températures locales dans la cellule.
L’intérét de ce type de démarche est d’étudier, selon un critere restant a définir, quelles sont les
solutions physiquement admissibles, c’est-a-~dire les solutions vérifiant :

T, < T*% en tout point de la phase £ (3.135)
Ty, > T5% | en tout point de la phase g (3.136)

En effet, si le modele macroscopique se base sur une condition d’équilibre thermodynamique
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local & l'interface liquide-vapeur, i.e. Ty = T, = T% sur Ay, en revanche, & aucun moment nous
n’avons interdit a la phase liquide d’étre surchauffée et a la phase vapeur d’étre sous-refroidie.

On se propose ici d’étudier, pour la cellule unitaire stratifiée, dans quels cas les contraintes
(3.135) et (3.136) sont simultanément vérifiées. Pour mener cette étude, on va considérer le cas
ou il n’y a pas de gradient de températures moyennes (i.e. milieu infini dans toutes les directions)
ou les représentations pour les déviations s’écrivent sous la forme plus simple :

Ty = =sf () =T%") = 5, ((T))? = T*") = 58, ((TL)* = T°) (3.137)
Tp = sty ()= T) = s (T = T) = oy (@) = T0) (3139
T = —si <<Tz>z - TS“) — 55 ((Ty)? — T°%) — 3, ((Ty)® — T°) (3.139)

Nous rappelons que les inconnues de fermeture scalaires des représentations (3.137)-(3.139) sont
solutions des problemes I a III. Les évolutions de ces inconnues pour la cellule stratifiée sont
illustrées sur les figures (3.16) a (3.21) en fonction de la variable d’espace, adimensionnée par
la longueur caractéristique de la cellule, y* = y/H, pour les configurations SLG, phase liquide
mouillante, et SGL, phase vapeur mouillante.

1 T T T T T T T 1 T T T T T T T
08F - — s, . o8fF -— s .
¢
Y osk __ Sgi
.61 g - 6 -
-7 Su Sei
04k e=0.4 . 04F €=04 .
e¢r = 0.2 e, =0.2
o2 ¢€4=02 - 02F ¢€4=0.2 E
» »
\.\. L
ok \.\ _____ ‘,-’ . o— — — = -} ] = = —]
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02} > e 4 02F -
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Figure 3.16: Probléme I - SLG : inconnues de  Figure 8.17: Probléme I - SGL : inconnues de
fermeture pour ((Ty)* — T5%) fermeture pour ((Ty)* — T5%)

3.4.1 Configuration SLG : liquide mouillant

Dans le cas de la configuration SLG et lorsque on utilise la décomposition de Gray (A.5) pour
Ty, Ty et T, les représentations (3.137), (3.138) et (3.139) s’écrivent en termes de températures
locales sous la forme :

AT, = (1-s5,) AT (3.140)
AT, = (1 - sfi) AT, — 4, A(T,)® (3.141)
AT, = —s; AT+ (1 —s5) A(Ty)* (3.142)

oll on a posé :
ATg =T —T°%, A(Tp)° = (Tp)? —T°%, B=g,l,s (3.143)
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Figure 3.18: Probléme II - SLG : inconnues
de fermeture pour ((T,)9 —T)
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Figure 3.20: Probléme III - SLG : inconnues
de fermeture pour ((Ts)* —T5%)
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Figure 3.21: Probléme III - SGL : inconnues
de fermeture pour ((Ts)® —T*%)

Dans (3.140)-(3.142), les inconnues de fermeture sur la demi-cellule y > 0 sont données par :

0 _ 1

Sei

5% (3ep + 4desks)

[24 (3ep + eskius) Y2 —12 (3er (24 +€0) + 265 (1 — €5) Kus) Y™

+3¢e¢ (64 (1 — €5) + €7) + 2e5k0s (34 (54 + 220) + 2€7) ] (3.144)
_3’%@8 |: 2 2
A 124*2 — 120* + 3 %, (3—2 } 3.145
SZZ ES (35( + 453/43[3) y y + (89 + 55) + 85( 85) ( )
12y*2 o 2,_:2
S = T gm ’ (3.146)
g
-3
l *2 *
= 124*2 — 4 3 %, +3 3.147
Fsi eo (3eg + 4deskys) [ Y (e +32g) " +eg (220 + Eg)] ( )
$ = 245 [12y*2 — 12y + 3 (e, +e0) + 265 (3 — 255)} (3.148)
st g5 (3¢ + degkips) g

Nous rappelons que les inconnues de fermeture sont symétriques par rapport a 'axe z de la
cellule et, par conséquent, les contraintes (3.135) et (3.136) sont examinées ici sur la demi-cellule
y > 0 a partir de (3.144)-(3.148).
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Examinons dans un premier temps la représentation (3.140) pour AT}, et la contrainte (3.136),
c’est-a-dire AT, > 0. Cette contrainte devant étre vérifiée en tout point, on a forcément A(T)9 >
0. Dans ce cas, a partir de (3.140), on doit avoir :

9 (0" x o &g
Sy <1 = yr< (3.149)
La relation (3.149) montre alors que la contrainte T, > T est toujours vérifiée dans le cas

g

de la configuration SLG car la fonction s gi est définie sur la demi-cellule uniquement pour

0<y*<gg/2.

Examinons désormais les représentations (3.141) et (3.142) pour AT, et AT et la contrainte
(3.135), c’est & dire AT, < 0. La fonction 1 — s4,(y*) étant toujours positive sur son intervalle de
définition, la contrainte (3.135) s’écrit a partir de (3.141) sous la forme :

0 ()%

AT < FIATY, f) = ) (3.150)

1—- 5&'(?/*)
En reprenant les mémes arguments que pour A(7T)?, la contrainte ATy < 0 devant étre vérifiée en
tout point, elle conduit & la condition A(Ty)¢ < 0. En revanche, on ne connait pas a priori le signe
du déséquilibre A(Ts)® et I'inégalité (3.150) doit étre examinée dans les deux cas : A(Ts)* > 0
et A(T5)® < 0. On montre facilement que la fonction f(y*) est strictement décroissante sur son
intervalle de définition et, par conséquent, 'inégalité (3.150) devant étre vérifiée pour tout y*,

tel que £4/2 < y* < (g4 +€¢)/2, elle s’écrit dans le cas ou A(T5)* >0 :

A(T,)* . N €9+ &g )

AT S Hylinf(y ) =f(=5—) R (3.151)
Dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsque A(Ts)® < 0, on doit avoir :
A<T€>Z * . &¢

> max = lim N=e——— 3.152

A(T,)s = "y f) yrata f) ey + 220hirs ( )

Avant de discuter la signification des contraintes (3.151) et (3.152), il reste & examiner leur
impact dans la représentation pour AT;. Pour cela, on écrit la représentation (3.142) sous la

AT 1 (AT
INVE <1 o A(TS>S> (3.153)

En particulier, a I'interface liquide-solide y* = (g4 +€¢)/2, la relation (3.153) s’écrit :
A<Tg>€ _ AT, 2 € 1Y)
A(To)s — A(Ty) 2 5Kis
ou T}, désigne la température de paroi (température a la surface du solide). En substituant (3.154)
dans les contraintes (3.151) et (3.152), on obtient :

forme :

3 263,‘{48

(3.154)

AT,

< 0, SiA(TH*>0 3.155
A S0 STAM) (38.155)
ATp 36[

> — 1 A(T,)® <0 3.156
A(Ts)s = 3Bep+ 2e5kyps LAY < ( )

En résumé, pour la configuration SLG, la contrainte AT, > 0 est toujours vérifiée et la contrainte
AT, < 0 est vérifiée sous les conditions :

AT < — A(T)* (Cl-a)
Cl: A(T)* >0 25k (3.157)

AT, <0 (C1-b)

€¢

¢ 1 s -a
A(Ty) §3A<TS> (C2-a) (3.158)

AT, < ALY (C2b)
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Ces conditions ont été obtenues en supposant kg5 < 1, hypothese valable dans la plupart des
cas. En examinant les conditions (3.157) et (3.158), on peut remarquer que la condition (C1-
a) est assez contraignante dans le sens ou elle impose au liquide un sous-refroidissement assez
important. Ce sous-refroidissement est d’autant plus important que la température de paroi doit
étre inférieure a la température de saturation (condition (C1-b)). Une telle situation correspond
a une injection de liquide sous-refroidi dans un milieu poreux chaud au cours des premiers
instants, i.e. tant que (Cl-b) reste vérifiée. D’un autre coté, les conditions (C2-a) et (C2-b)
apparaissent moins contraignantes et correspondent a une situation classique de condensation
lorsque le milieu n’est pas saturé en liquide. Cependant, la condition (C2-a) contient plus que
cela. En effet, dans le cas ou la phase liquide n’est pas suffisament sous-refroidie, cette condition
contient implicitement une condition sur la fraction volumique €4. Elle implique en particulier
que €y soit supérieure a une valeur limite, qu'il est cependant difficile de préciser (épaisseur
minimale d’un film liquide par exemple).

3.4.2 Configuration SGL : vapeur mouillante

Dans le cas de la configuration SGL et lorsque on utilise la décomposition de Gray (A.5) pour
Ty, Ty et Ty, les représentations (3.137), (3.138) et (3.139) s’écrivent :

AT, = (1= s5) AT = sLA(T,)* (3.159)
AT, = <1 - sg) AT (3.160)
AT, = —s5A(T,)9 + (1 — s%) A(T,)* (3.161)

ou les inconnues de fermeture, sur la demi-cellule y > 0, sont données par :

s = %ﬁ (3.162)
88, = 2, i T 24 (3eg + £5kigs) y*2 — 12 (3e, (250 + £¢) + 264 (1 — &5) Kigs) Y
+3eg (60 (1 — €5) + €2) + 2eskgs (30 (e + 2¢4) + 227) ] (3.163)
o= o (38;3)2;%95) [12;;*2 —129* + 3 ey +20)? + 265 (3 — 255)} (3.164)
i = £g(3gg :— deshkgs) [12y"2 — 4 (g4 + 3ee) y* + ¢ (224 + 32)] (3.165)
o= o (3%2?268%) [12y*2 125 + 3 (g +20)? + 265 (3 — 253)} (3.166)

Nous reprenons ici les mémes développements que ceux menés pour la configuration SLG et
nous commengcons dans un premier temps par examiner la représentation (3.160) et la contrainte
(3.135). Un développement tout a fait identique montre que la contrainte Ty < T est toujours
vérifiée dans le cas de la configuration SGL. Il reste alors & examiner les représentations (3.159)

et (3.161) et la contrainte T}, > T5%.
g<
gi
tation (3.159), sous la forme :

La fonction 1 — s?. étant toujours positive, la contrainte (3.136) s’écrit, a partir de la représen-

g * S *\ M
A<Tg> Z f(y )A<Ts> ) f(y ) - 1— 39‘(y*)
gt

Pour les mémes raisons que celles évoquées pour la configuration SLG, la contrainte AT, > 0
conduit & la condition A(T,)¢ > 0 et I'inégalité (3.167) doit étre examinée pour A(T5)* > 0 et

(3.167)
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A(T5)* < 0. On montre également que la fonction f(y*) est strictement décroissante sur son
intervalle de définition et, par suite, lorsque A(T)® > 0, I'inégalité (3.167) devient :
g

A(Ty)" >max f(y*) = lim f(y")=-—"2—+— (3.168)
A(Tg)s = v yr— L 3eg + 2e5kgs

Dans le cas contraire, lorsque A(Ty)* < 0, 'inégalité (3.167) devient :

A(Ty)
A(Ts)*

. g+ €y €
< ) = g =-——7 3.169
<min ") = f (57 ) =~ (3.169)
Etudions désormais I'impact des contraintes (3.168) et (3.169) dans la représentation (3.161)
pour ATs. En reprenant la démarche menée pour la configuration SLG, on montre que l'on
obtient les conditions :

AT, 3eq .
2 s 9 G AT > 1
A(Ts)® = 3eg+ 2e5kgs st A(TL)" 20 (3.170)
AT, .

< s < :
N st A(T,)* <0 (3.171)

En résumé, pour la configuration SGL, la contrainte ATy < 0 est toujours vérifiée et la contrainte
ATy > 0 est vérifiée sous les conditions :

ML) > ALY (C3a)

C3: A(T,)*>0 (3.172)
AT, > A(T,)* (C3-b)
A(T,)9 > ——9_A(T,)* (Cd-a)

Cd: A(T,)*<0 2€5kgs (3.173)
AT, >0 (C4-b)

Le résultat est symétrique comme on pouvait s’y attendre et on peut apporter le méme type
de remarques : les conditions (3.173) sont assez contraignantes et correspondent, aux premiers
instants, a une situation d’injection de vapeur surchauffée dans une matrice solide froide tandis
que les conditions (3.172) correspondent a des situations plus classiques d’évaporation.

Comme nous venons de le voir, il est possible dans le cas de la cellule stratifiée et sous certaines
hypotheses simplificatrices d’apporter une discussion sur la signification des configurations SLG
et SGL au regard des solutions physiquement admissibles. En premiere approximation, il apparait
que ces deux configurations correspondent bien a deux situations types : la configuration SLG est
plut6t associée a des situations de condensation avec (Ts)* < T tandis que la configuration SGL
est plutot associée a des situations d’évaporation avec (Ts)® > T, Nous avons vu également que
les configurations SLG et SGL n’étaient pas limitées a ces deux situations mais pouvaient rendre
compte de situations plus complexes comme par exemple l'injection de liquide sous-refroidi dans
un milieu poreux surchauffé. Ce type d’étude est instructif et permet d’illustrer le role important
joué par la répartition des phases. Il faut cependant rappeler que les développements proposés
ont été rendus possibles par la simplicité de la cellule stratifiée et pour un milieu infini afin de
simplifier les représentations des déviations. Ces résultats doivent étre vus comme une indication
ou une base sur laquelle on peut s’appuyer pour distinguer quelle est la configuration pertinente
dans le cadre de 'utilisation du modele macroscopique.

3.5 Expériences numériques

Afin de tester la validité du modele proposé, nous présentons dans ce paragraphe des expériences
numériques qui consistent a comparer les températures macroscopiques du modele a une solution
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de référence. Nous nous limiterons dans ce travail a des problemes purement diffusifs et on se
propose, pour la cellule stratifiée et la cellule de Chang (version cylindrique), de mener une
comparaison entre la solution prédite par le modele macroscopique et la solution de référence
obtenue par résolution directe du probleme de conduction avec changement de phase a 1’échelle
du pore. Il est important de noter que les solutions de référence et théorique sont obtenues d’une
maniere complétement indépendante. Ces expériences vont ainsi nous permettre d’aborder la
question de la validité des approximations qui ont été faites a I’échelle des fermetures, c’est-a-dire
lors de 'approximation du probléme mixte. Deux expériences seront présentées, I'une concernant
un probleme de chauffage et I'autre un probléme de relaxation a partir d’'un déséquilibre de
température.

3.5.1 Simulation du probleme a ’échelle locale

A TDéchelle du pore, bien que le probleme de conduction avec changement de phase soit mo-
nodimensionel pour la cellule stratifiée (milieu infini selon z) et la cellule de Chang (symétrie
radiale), il n’existe pas de solution analytique pour les expériences considérées. Pour obtenir une
solution de référence, les équations de transport du probleme local sont résolues numériquement
a partir d’'une méthode enthalpique. Cette méthode permet de calculer les champs locaux de
température et, a posteriori , la position du front liquide-vapeur. On peut alors calculer les
températures moyennes a partir du champ de température local et les fractions volumiques a
partir de la position du front. Ces solutions, issues du probleme local, constitueront les solutions
expérimentales de référence.

Position du probleme - Méthode enthalpique

Soit € le domaine représentant la cellule unitaire, le probleme local de conduction thermique
avec changement de phase s’écrit, dans le cadre d’'une formulation enthalpique, sous la forme :

p%h (T) = V- (kVT)+ ws, dans (3.174)
n-kVT = 0, surdf (3.175)
Tit=0) = Ty (3.176)

ou w; est un terme source volumique de chaleur non nul dans la phase solide et ou ’enthalpie,
la température, la densité et la conductivité doivent étre vues comme des distributions prenant
des valeurs différentes dans chaque phase. La formulation (3.174)-(3.176) du probleme local
repose sur les trois hypotheses simplificatrices suivantes : (7) le probleme est purement diffusif,
(ii) la densité dépend de la phase considérée mais reste constante dans chaque phase, (i) le
milieu est infini dans toutes les directions. Les hypotheses (i) et (i) permettent de découpler
completement le probleme de I’écoulement du probleme thermique et de résoudre uniquement
le probleme thermique. L’hypothese (4ii) permet de spécifier les conditions aux limites sur les
bords des cellules par les conditions de symétrie (3.175).

Dans (3.174), la fonction h (T') s’écrit dans la phase solide :
h(T) = CypT (3.177)

Dans les phases liquide et vapeur, le changement de phase liquide-vapeur s’effectuant a tempé-
rature constante & la température de saturation 7%, la fonction h (T') s’écrit :

CpT, T <T
h(T) = (3.178)
CpgTsat + Ah + Cpg (T _ Tsat) , T Z Tsat
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Résolution numérique - Méthode éléments finis

La méthode des éléments finis consiste a rechercher des fonctions tests ¢ qui annulent la forme
intégrale de (3.174). Une intégration par parties conduit a la formulation faible suivante : trouver
T tel que Vo :

/@p%h(T) dQ+/V<p-kVTdQ— /prs dQ =0 (3.179)
Q Q Q

Dans le cadre de I'approximation de Galerkin, les fonctions d’essais sont choisies identiques aux
fonctions tests, soit :

T(0,0) =Y ¢ T30 hirt) =30 () (1) (3.150)

ot h; (r) = h(Tj(r)) est donnée par (3.178). Soit 7}, une triangulation du domaine 2 et K un
élément de Zj, la formulation faible (3.179) devient :

Oh;
Z (K/(pipatjtpj ds) + /V(,DZ : k:V(pjTj a2 — /Lpiws dQ2] =0 (3.181)
K K K

On définit la matrice masse élémentaire M sur un élément K, la matrice élémentaire de conduc-
tion B et le vecteur élémentaire des sollicitations S par :

Mz‘j = PPiL; dQ, Bl'j = /VQDZ‘ . k?Vng dQ, Sz = /goiws ds) (3.182)
K

K K

A partir de ces notations, le systeme discret élémentaire associé a la formulation faible (3.181)
devient dans le cadre d’un schéma d’Euler totalement implicite :

n+1 ;‘LH — h? n+1gm+1 _
Mij A + Bij Tj -8, =0 (3.183)

Le systéme élémentaire non linéaire (3.183) devient dans le cadre d’'une méthode de Newton :

ME 7o\ F OB\ *
LA B k. ) k
st (o) o () @

ME
ATF = - (hf - h;?) —-BETF+S; (3.184)

ol ATjkJrl = Terl - Tf. Le systeme (3.184) est résolu par la méthode du gradient conjugué
pour k = 0,1,...,n + 1, les itérations k de la méthode de Newton sont répétées jusqu’a ce
que Paccroissement de température soit tel que : ]ATfH |< € avec € ~ 10710, Dans (3.184),
on a supposé que la conductivité thermique pouvait dépendre de la température. La matrice
jacobienne élémentaire associée s’écrit :

9B, \* ok )"

Pour des raisons de stabilité, la fonction h (T") ne peut pas étre utilisée sous la forme (3.178)
et doit étre régularisée [35]. Une solution possible consiste & se donner une régularisation de la

forme :
CpT, T<T~
MT) = Cpr + 2 (T-T7), T-<T<T* (3.186)
p AT ) = ~

CplT~+Ah+Cpy (T-T"), T>T"
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avec : AT AT

- T+ — Tsat =
2 7 * 2

Cependant cette forme n’assure pas la continuité des dérivées premieres et peut produire des

T =T - (3.187)

instabilités pour la méthode de Newton. On peut trouver dans [17, 53] une régularisation de la
relation enthalpie-température assurant la continuité des dérivées premieres :

2 AT~
h(T) = (3.188)

__ msat
CpgTsat + Ah+ Cpg (T _ Tsat) _ Ah <_ |T T |> , T > Tsat

Ah T — T3
CpiT + —exp (—g> , T <1

o AT+

Les coefficients AT~ et ATT déterminent les taux pour lesquels les asymptotes de (3.188) tendent
vers la relation linéaire (3.178) loin de la température de changement de phase. Les coefficients
AT~ et ATT assurant la continuité des dérivées premieres sont donnés par :

~ AT I
AT = QStAT <StAT + 1 - StAT + 1>
AT
+ _ [q42

avec AT = AT~ + AT™ et Star = (Cpg — Cpe) AT /Ah. La conductivité thermique peut égale-
ment étre représentée par une expression analogue :

(3.189)

ko — ke T — T35
kp + L —= - T < T5%
o ¢+ 3 exp < T < ( |
_ 3.190
kg — ke T — T3 cat
kg — e <—7T - T>T

Les expériences numériques ont été menées en coordonnées cartésiennes pour la cellule stratifiée
et en coordonnées cylindriques pour la cellule de Chang. La solution directe obtenue a partir de
ces calculs 1D est ensuite intégrée numériquement dans chaque phase par la méthode des tra-
pezes afin d’étre comparée aux prédictions du modele macroscopique. La saturation est obtenue
indirectement en déterminant dans un premier temps la position du front a partir de la tempé-
rature de saturation. Par exemple, pour la phase solide, la température (T)° et la saturation
sont calculées par :

Ys
iy 1 € Y — Ys
- Cellule stratifiée : (T} = — [ T(y)dy, Sp=1—-2=1-272 =
ellule stratifiée (Ts) ys/ (y)dy v . I
" 2 _ .2
2 ri—T
- Cellule de Chang : <TS>S:E/TT(r)dr, Sy = —%g:l— 5R2f
0

Dans ces expressions, y¢, 1y et y,, rs désignent respectivement la position du front et de la phase
solide pour 0 < y < H/2 dans le cas la cellule stratifiée et pour 0 < r < R dans le cas de la
cellule de Chang. La figure (3.22) donne un exemple de calcul pour un cas de chauffage sur la
cellule de Chang.

3.5.2 Modele macroscopique

Pour un probleme purement diffusif avec changement de phase, le probleme reste assez complexe
dans le sens ou l'on doit résoudre le modele macroscopique a trois températures couplé aux
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Figure 3.22: Cellule de Chang : solution directe du probléme local

équations de transport macroscopiques de conservation de la masse et de quantité de mouvement
pour les phases liquide et vapeur. Pour éviter de résoudre ce probleme couplé de masse, de
quantité de mouvement et d’énergie, on suppose que le changement de phase n’entraine pas de
variation significative de pression. On fait donc I'hypothese d’une pression constante dans la
cellule, ce qui conduit a poser p; = p;, = p. Dans ce cas, le modele a trois températures est
seulement couplé aux équations macroscopiques de conservation des masses liquide et vapeur.
Sous I'hypothese d’'une pression constante dans la cellule, ces équations sont redondantes et en
introduisant la saturation e, = €Sy, €, = €(1 — S¢), on obtient une seule équation d’évolution

pour la saturation :
9% __m (3.191)
ot P
A D’échelle macroscopique, le transfert de chaleur est supposé unidirectionnel et le milieu infini
dans toutes les directions. Dans ces conditions, les gradients de température moyenne sont nuls
et le modele macroscopique a trois températures se simplifie en un systeme d’équations aux

dérivées ordinaires :

d(T,)9 s .
(O, g = (hgl+ b ) (T~ 7
= (hg +0%) (1) = T) (3.192)
d T Z e * SQ
0 (0C), M~ (W ) (1! - ) (3.193)
d TS 3 S sa S s sa s
es (pCp), <dt> hos ((Ty)? = T°%) + h% ((Te)* — T*) + eo(ws) (3.194)
avec
N <<Tg>z - Tsat) + R ((T))9 — T°) + h%Y ((T,)* — T°) (3.195)

Afin de conserver les inerties thermiques des phases liquide et vapeur, nous avons introduit les
chaleurs spécifiques fictives Cyy et Cp; telles que :

(Pcp)g
C * p— 5 C * p—
Pg p y24 0

Il faut noter que les termes d’échange des équations (3.192), (3.193), (3.194) et (3.195) sont
les termes d’échange non nuls pour la configuration SGL. En effet, les cas de chauffage et de

(3.196)
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relaxation sont caractérisés par (Ts)* > T5% et, dans ce cas, nous avons vu que la configuration
physiquement admissible pour les cellules simples 1D était la configuration SGL.

Le systeme d’équations (3.191)-(3.195) permet de déterminer ’évolution au cours du temps des
températures macroscopiques et de la saturation pour la cellule stratifié et la cellule de Chang
pour lesquelles les coefficients effectifs ont été calculés de maniere exacte. Notons que 1’équation
(3.193) pour (T})* montre que (Ty)* reste nécessairement égale & la température de saturation.
Cette équation est donc triviale et n’a pas lieu d’étre résolue.

3.5.3 Expériences numériques de chauffage et de relaxation vers I’équilibre

Deux expériences numériques ont été menées pour la cellule stratifiée et la cellule de Chang. Les
parametres utilisés pour ces deux expériences sont reportés dans le tableau (3.2). Il faut noter
que si la porosité et la longueur caractéristique de la phase solide sont les mémes pour les deux
cellules, en revanche les longueurs caractéristiques des cellules unitaires sont différentes puisque
dans le cas de la cellule stratifiée on a £, = He, alors que dans le cas de la cellule de Chang

ls = 2R\/5;.

Cellules unitaires €s g [m]
0.6 0.01
p [kgm™? Py pe ps

1000 1000 7000
PCyp [Jm ™" K] (Pcp)g (PCp)y  (pCyp),
210°  4.210% 3.510°
ko [Wm LK™ kg Ky ks
0.025  0.68 17

Tableau 3.2: Paramétres pour les expériences numériques, T*% = 373K, Ah = 2.210% J kg~!

La premiere expérience consiste a comparer la solution directe avec la solution théorique dans
le cas d’un probléme de chauffage. Les conditions initiales correspondent a un milieu poreux
completement saturé a la température de saturation, soit :

Se=0.99, (T, = (Ty)" = (T,)* = T°* (3.197)

La saturation a t = 0 est mise volontairement a la valeur Sy = 0.99 en raison du comportement
singulier du coefficient macroscopique hgf lorsque la saturation tend vers sa borne physique

supérieure. Un terme source de puissance volumique homogene est associé a la phase solide, tel
que (wwg)® = 10" W.m 3.

Une deuxieme comparaison du modele macroscopique avec la solution issue du probleme local a
été menée sur un probleme de relaxation des températures macroscopiques vers la température
de saturation. Pour ce probleme, la puissance volumique est nulle et les conditions initiales sont :

(T =T34 (T,)9 = (T,)" + %A<T> ,(Ts)* = (Ty)" + A(T) avec A(T) = 60K (3.198)

Pour le probleme local, la température dans la phase gazeuse est initialisée a partir d’un profil
linéaire pour les deux cellules unitaires. Pour la cellule stratifiée on fixe Sy = 0.9 et pour la cellule
de Chang on détermine la saturation intiale telle que (T})¢ soit donnée par (3.198). Notons qu’une
solution alternative fixant Sy, = 0.9 a linstant initial pour la cellule de Chang consisterait a se
donner un profil parabolique de température.
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S

Les comparaisons entre les solutions théoriques (T,)? et (T§)® obtenues a partir du modele a

"2 obtenues par résolution directe du

trois équations et les solutions de référence "expérimentales
probléme local sont présentées sur les figures (3.23) et (3.24) pour la premiere expérience et sur
les figures (3.25) et (3.26) pour la deuxieéme. Pour les deux expériences, la température (T)¢
reste a la température de saturation et n’est pas représentée. Nous avons présenté également sur

les figures (3.27) et (3.28) les évolutions de la saturation pour les deux expériences.

Malgré le caractere fortement transitoire de ces deux expériences et les contrastes significatifs des
propriétés thermiques entre les trois phases du systeme, ces résultats montrent que les valeurs
théoriques sont en tres bon accord avec les valeurs expérimentales. Ce type d’expérience ne
permet pas de valider I’hypotheése de quasi-staticité puisque le couplage avec la quantité de
mouvement a été négligé et que l'interface liquide-vapeur est stable. En revanche, elles montrent
que I'approximation quasi-stationnaire est capable de représenter correctement le comportement
du milieu pour des problemes diffusifs avec changement de phase relativement complexes. Si
ces expériences constituent un résultat partiel dans le cas purement diffusif, elles permettent
cependant d’illustrer le bon comportement de ’approximation quasi-stationnaire ainsi que la
validité et l'intérét du modele macroscopique proposé et laissent entrevoir les potentialités du
modele pour les problémes de dénoyage et de renoyage des lits de débris surchauffés.
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Figure 3.23: Cellule stratifiée : expérience Figure 3.24: Cellule de Chang : expérience
de chauffage de chauffage

3.6 Simplification du modele a trois températures

Dans ce paragraphe, nous revenons sur la forme générale des équations de transport du modele
macroscopique présentée au chapitre 2 et, au travers d’une discussion sur les termes de transport
non classiques, nous apportons les premiers éléments de discussion sur les liens entre le modele
proposé et les modeles quasi-stationnaires a trois équations traditionnels. Plus précisement, nous
examinons dans quelles mesures, le modele proposé "tend” vers les modeles traditionnels.

Comme nous 'avons signalé, si le modele proposé possede une structure similaire aux modeles a
non équilibre traditionnels, il comprend en revanche des termes supplémentaires que nous avons
qualifiés de non classiques et la forme complete du modele est assez complexe. Si cette complexité
traduit une description plus précise du transport macroscopique et des couplages entre chaque

Zcette terminologie fait référence aux expériences numériques



90 CHAPITRE 3. PROPRIETES EFFECTIVES : CELLULES UNITAIRES SIMPLES

440 440
A —— g-phase (Theor) lli
430111_\ .—. s-phase (Theor) 430] —— g-phase (Theor)
o, o g-phase (Exp) g . —. s-phase (Theor)
3 o, hase (E . o g-phase (Ex )
. o  s-phase (Exp) 40F ‘g W B
e | o e . o  s-phase (Exp)
420 -
- (= I -
= T [
& 4101 o &
! T 400
400~
390
390 380
380 N 1 N 1 N 1 N 370 N 1 N 1 N 1 N
0 50 thO 150 200 0 50 thO 150 200
S S

Figure 3.25: Cellule stratifiée : expérience Figure 3.26: Cellule de Chang : expérience
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rience de chauffage rience de relaxation

continuum, la contrepartie est un nombre élevé de coefficients effectifs a déterminer. D’autre
part, du point de vue de l'utilisation pratique du modele pour les probléemes de streté, les
termes de couplage supplémentaires rendent le traitement numérique des équations de transport
relativement complexe.

L’objet de ce paragraphe est d’apporter des simplifications au modele proposé en examinant
dans quelles conditions certains termes de transport peuvent raisonnablement étre négligés.
Cette étude s’appuie sur les premiers résultats présentés dans ce chapitre et s’inspire également
des résultats obtenus dans le cadre des systémes & deux phases.

Les termes de transport pseudo-convectifs n’apparaissent jamais dans les modeles traditionnels
et une simplification importante peut étre apportée au modele si ces termes peuvent étre négligés.
Nous avons montré que pour des problemes purement diffusifs, les pseudo-vitesses ugg, uyg, .. .,
étaient toutes identiquement nulles pour des cellules unitaires symétriques. On peut montrer
également, toujours en régime diffusif, que les pseudo-vitesses supplémentaires dgi, dgi, ..., sont
toutes nulles pour des cellules symétriques. Nous avons indiqué que les cellules symétriques
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pouvaient étre extrémement complexes et, par suite, il semble raisonnable de négliger ces termes
dans le régime diffusif. Les résultats analytiques présentés pour la cellule stratifiée montrent
que les termes non nuls ont une contribution négligeable, de l'ordre de 5%, en comparaison
du transport convectif classique comme cela a été observé par Quintard et Whitaker [125].
Cependant, il peut étre abusif de tirer des maintenant une conclusion de ces premiers résultats
et le role joué par ces pseudo-vitesses reste a éclaircir.

Dans le cadre des systemes a deux phases, Zhang et Huang [158] ont calculés analytiquements ces
pseudo-vitesses pour deux cellules unitaires de type Chang, représentatives d’un milieu consolidé
et non consolidé, et ont étudié leur impact dans un modele a deux équations. Ils ont montré
que l'impact de ces termes convectifs additionnels peut étre important ou insignifiant selon
la cellule unitaire considérée et ces auteurs concluent que 'importance de ces termes reste a
examiner pour d’autres cellules plus complexes. D’un autre c6té, Quintard et al. [119] ont résolu
numeériquement les problemes de fermeture associés au modele a deux équations pour des cellules
unitaires relativement complexes 2D et 3D. Les résultats présentés dans cette référence indiquent
que les termes convectifs non traditionnels peuvent étre importants pour une gamme limitée de
valeurs du nombre de Péclet, dans le régime diffusif et dans la transition entre les régimes diffusif
et convectif.

Les six problemes de fermeture associés au modele macroscopique fournissent un cadre pour
déterminer les coefficients de transport convectifs additionnels, cependant, nous supposerons
dans ce travail que ces termes ne jouent pas un role important pour le probleme de transport
macroscopique et nous les négligerons. Si on adopte cette simplification, I’équation de transport
macroscopique pour (T,)9 s’écrit sous la forme plus simple :

0 (0Cy), (P52 + (o) (27

=V (Kgg V(Ty)" + Kye - V<T€>£ + Kys - V<Ts>s>

Ve, - k:gV<Tg>g _ (h% + hZﬁS) (<T€>Z _ Tsat)

= (g bt i g ) (T30 = T°) = (W4 0% ) (T = T°) (3.199)

Avant de présenter la forme simplifiée des équations de transport pour les températures moyennes
des deux autres phases, nous apportons deux simplifications supplémentaires.

La premiere s’inspire des travaux de Bousquet-Mélou [24] et consiste a négliger dans (3.199) le
terme comprenant le gradient de fraction volumique devant les termes d’échange proportionnels
aux déséquilibres thermiques.

La deuxieme s’inspire des résultats obtenus dans le cadre des écoulements annulaires pour la
cellule stratifiée et la cellule de Chang et consiste a négliger le terme d’échange proportionnel a
la différence entre (T)¢ et la température de saturation. En effet, nous avons vu que la condition
d’équilibre thermodynamique local introduisait un découplage entre les continuums en termes
d’échanges et nous pensons que les résultats obtenus dans le cas annulaire constituent une
bonne estimation pour les situations ou la phase solide n’est pas parfaitement mouillée. Plus
généralement, nous pensons que les coefficients d’échange non nuls présentés dans le cas annulaire
et pour la cellule stratifiée et la cellule de Chang (version cylindrique et sphérique) sont les
coeflicients qui ont la contribution la plus importante pour les termes d’échange dans d’autres
configurations et dans le cas de cellules unitaires plus complexes. Nous reviendrons sur cette
derniere simplification dans le chapitre 5 pour des géométries plus complexes.

Si on adopte ces deux simplifications supplémentaires, le modele macroscopique s’écrit sous la
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forme plus simple :

2y (0Cy), (52 + (vt 917

=V (Kyg - VT + Koo VT + Kqs - V(TS
~ (hgf+hg;‘+mc,,g) ((T,)9 — Tty — (hgf hgs) ((T,)* — T5°%) (3.200)

p)e <8 : V<T£>Z>

-V (Kzg V{Ty)? + Koo VT, >+Kes-V<Ts>S)
- (h i C,,g> (( T‘“”) - (h hf5> ((T,)* — T5°%) (3.201)

es (0Cy), @ V. (ng VT + Ky V(T + Ky, - V<T3>S) + ey (o)
i (T = T%00) + by (T)7 = T°%) + (W + %) (L) = T°)  (3:202)

Sous cette forme, la principale différence entre les équations (3.200)-(3.202) et les équations de
transport des modeles heuristiques provient des termes de couplage représentés par les tenseurs
de conductivité thermique effective couplés. Nous avons vu que dans le cas de la cellule stratifiée
et selon la répartition des phases, les tenseurs couplés n’étaient pas nécessairement négligeables
devant leurs homologues dominants. Il faut cependant noter les limites de ce type de cellule au
regard de la dispersion. Par exemple, si on s’inspire des résultats obtenus pour les systéemes a
deux phases, les coeflicients de dispersion longitudinaux qui correspondent ici a une dispersion
de type Taylor varient en Pe?, alors que la dépendance est quasi-linéaire pour les milieux poreux
plus désordonnés [154]. Dans ce sens, bien que les résultats obtenus pour la cellule stratifiée
fournissent un ordre de grandeur, ils ne permettent pas de conclure définitivement sur I’impor-
tance des tenseurs couplés. Dans le cas des systéemes a deux phases et pour des cellules unitaires
relativement complexes 2D et 3D, Quintard et al. [119] indiquent également que les tenseurs
couplés ne sont pas nécessairement négligeables devant les tenseurs dominants. D’un point de
vue pratique, on suppose souvent que les tenseurs de conductivité thermique effective couplés et
dominants peuvent étre regroupés sous la forme d’un terme unique pour chaque équation, par
exemple pour la phase gazeuse :

Kog - V(Ty)? + Koo - V{Tp)" + Ky - V(T3)°
~ (Kgg + Koo + Kys) - V(Ty)? = Ky - V(T)? (3.203)

Ce type d’hypothese apporte une simplification importante pour le traitement numérique des
équations de transport macroscopiques couplées et est largement utilisé dans le cadre général des
modeles & non équilibre local. La simplification représentée par I’équation (3.203) est évidem-
ment completement justifiée si les gradients des températures macroscopiques sont suffisaments
proches les uns des autres. La validité d’une telle condition, appelée équilibre local du gradient
[126], est cependant tres difficile & estimer. Dun autre coté, dans le cadre des modeles a deux
équations, il a été contasté [123] que la condensation des tenseurs couplés et dominants en un
tenseur unique constituait une bonne approximation pour des problemes macroscopiques 1D.
Nous ne répéterons pas ce type d’analyse dans ce travail et nous noterons seulement que si I'ap-
proximation (3.203) permet de simplifier le traitement numérique des équations, sa validité reste
encore a examiner.
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3.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la résolution des probléemes de fermeture et la détermination
des coefficients de transport effectifs ainsi que la question de la validité du modele macroscopique
proposé. Nous avons pour cela considéré deux cellules unitaires relativement simples : la cellule
stratifiée et la cellule de Chang, ainsi que deux configurations types : I'une classique ou la phase
liquide est mouillante et I'autre, plus spécifique aux problemes d’ébullition, ou la phase vapeur
est "mouillante”.

Si ces cellules sont simples, elles permettent de résoudre analytiquement les problémes
de fermeture et conduisent a une premiére estimation des coefficients paramétrant
le modele a trois températures. Pour la cellule stratifiée et dans le cas d’un écoulement
diphasique co-courant dans les strates, nous avons déterminé ’ensemble des coefficients effectifs.
Pour cette cellule, nous avons montré que les termes convectifs additionnels pouvaient étre
négligés en comparaison du transport convectif classique mais que les tenseurs de conductivité
thermique effective couplés n’étaient pas nécessairement négligeables devant leurs homologues
dominants. En particulier, nous avons montré que si les coefficients longitudinaux des tenseurs
dominants ont un comportement classique de type dispersion de Taylor, en revanche la valeur de
ces coefficients dépend fortement de la répartition des phases et peut étre dans certains cas du
méme ordre de grandeur que la valeur des coefficients transverses et des coefficients des tenseurs
couplés. L’influence de la répartition des phases sur les coefficents effectifs a également été mise
en évidence pour les coefficients d’échange entre phases et ce, pour la cellule stratifiée mais aussi
pour les cellules plus complexes que sont les versions 2D (cylindrique) et 3D (sphérique) de la
cellule de Chang. Ces cellules montrent clairement que pour une méme saturation
les propriétés effectives peuvent étre tres différentes et illustrent ainsi que, pour
parvenir a une théorie complétement fermée, la détermination de la configuration
locale des phases est essentielle.

Ainsi, dans le cadre de I'application du modele aux problémes de dénoyage et de renoyage des
lits de débris, les expressions analytiques des coefficients effectifs ne peuvent étre utilisées telles
quelles puisque il est a prior:i difficile de connaitre la répartition locale des phases a partir
de la seule donnée de la saturation. Il est donc nécessaire d’introduire un critere supplémen-
taire qui permettrait de déterminer, & 1’échelle macroscopique, la configuration pertinente ou,
tout du moins, la plus réaliste. Nous avons examiné pour cela 'influence de la répartition des
phases sur les températures pour les deux configurations types et, en particulier, nous avons
étudié dans quels cas les températures locales étaient physiquement admissibles. Cette étude a
montré que la configuration liquide mouillant est plutot associée a des situations de
condensation tandis que la configuration vapeur mouillante est plutoét associée a des
situations de vaporisation. Nous avons montré qu’un critere possible était le signe de I’écart
entre la température macroscopique de la phase solide et la température de saturation mais nous
avons vu également qu’un tel critere ne permettait pas de couvrir toutes les situations possibles,
par exemple pour les premiers instants de l'injection de liquide sous-refroidi dans une matrice
surchauffée. Bien que cette étude ait été menée pour une cellule simple avec des hypotheses sim-
plificatrices, elle permet d’apporter des indications sur la pertinence d’une configuration pour
un probleme macroscopique donné et peut servir de base pour construire des corrélations pour
les propriétés effectives passant continiiment d’une configuration a 'autre (pondération a partir
de la saturation, température moyenne du solide, ...).

Les cellules stratifiée et de Chang ayant permis de déterminer les coefficients paramétrant le
modele, nous avons ensuite cherché a estimer la validité du modele proposé. En particulier,
nous avons cherché a savoir si la représentation quasi-stationnaire des échanges était
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suffisante pour décrire correctement un probléme de conduction thermique avec
changement de phase. Pour cela, nous avons mené des expériences numériques en comparant
la solution théorique prédite par le modele a une solution de référence obtenue par résolution
directe du probleme a ’échelle locale. Ces expériences, menées pour un probleme de chauffage
et de relaxation vers 1’équilibre, montrent que le modeéle produit d’excellents résultats
malgré le caractére fortement transitoire des situations calculées et le fort contraste
des propriétés thermiques. Bien sir, ces expériences numériques sont limitées a des problemes
purement diffusifs mais elles permettent d’illustrer la validité du modele et son intérét pratique
pour les problemes de dénoyage et de renoyage des lits de débris.

En dernier lieu, nous avons présenté les premiers éléments de comparaison entre le modele pro-
posé et les modeles a trois températures actuels. Nous avons montré que si les termes convectifs
additionnels pouvaient étre négligés et si les tenseurs de conductivité thermique effective pou-
vaient étre regroupés sous un seul tenseur, le modele proposé se présentait sous une forme simi-
laire aux modeles actuels. S’il est encore trop tot pour conclure sur la validité des simplifications
qui ont été apportées au modele, cette premiere comparaison est instructive et montre que le
modele simplifié proposé semble inclure tous les processus d’échanges importants identifiés par
d’autres auteurs. L’originalité et 'apport de notre démarche réside dans la possibilité d’estimer
tous les coefficients du modele global & partir d’une résolution des problémes de fermeture sur
des cellules représentatives du milieu poreux étudié.



Chapitre 4

Simulation numérique directe

Nous avons vu au chapitre 2 que, dans le cadre de la méthode de prise de moyenne volumique,
les coefficients de transport macroscopiques du modele étaient reliés d’une maniere explicite a la
physique a ’échelle du pore au travers de six problemes de fermeture. Des lors, la résolution de ces
problemes sur des cellules unitaires représentatives du milieu permet de déterminer ’ensemble
des propriétés effectives. Au chapitre 3, nous avons montré que pour des cellules unitaires simples,
ces problemes pouvaient étre résolus analytiquement. Méme si ces cellules correspondent & une
représentation tres simplifiée du milieu, la possibilité d’obtenir des expressions analytiques pour
les propriétés effectives et, a partir d’expériences numériques, de revenir sur la validité des
approximations utilisées pour établir le modele les rend particulierement intéressantes. Dans
ce sens, ces cellules sont instructives et permettent d’illustrer assez rapidement la validité et
les potentialités du modele macroscopique mais, comme nous l'avons signalé, elles ne peuvent
évidemment pas rendre compte de toutes les caractéristiques d’un milieu réel. Pour cela, des
cellules plus complexes doivent étre considérées et il faut dans ce cas résoudre numériquement
les problemes de fermeture pour des configurations locales de ’écoulement diphasique données.
Ainsi, la détermination des propriétés effectives passe par deux étapes successives : la premiere
consiste & connailtre d’une maniere fine I’écoulement diphasique a I’échelle de la cellule unitaire
et, a partir de la donnée de la topologie des interfaces, des champs de vitesse locaux et des
fractions volumiques, la deuxieme étape consiste a résoudre numériquement les problemes de
fermeture.

Ce chapitre concerne la réalisation de la premiere étape et est consacré a la présentation d’une
méthode de simulation numérique directe des écoulements diphasiques. Ce chapitre concerne
exclusivement les développements d’une méthode et d’un schéma numérique qui constitueront
I'outil de simulation numérique directe pour le prochain chapitre. Par conséquent, le lecteur
intéressé uniquement par les applications de la simulation numérique directe pour ’estimation
des propriétés effectives pourra passer directement au chapitre suivant.

Dans le chapitre introductif, nous avons vu qu’il existait de nombreuses méthodes permettant
d’effectuer ce type de simulation et il faut donc se poser la question : existe-t-il une méthode
adaptée aux situations considérées dans ce travail 7 Pour répondre a cette question, nous avons
fait le choix dans un premier temps de nous intéresser aux méthodes qui s’inscrivaient dans le
cadre de la mécanique des milieux continus puis, dans un deuxieme temps, aux méthodes qui
suivaient implicitement les interfaces, c’est-a-dire les méthodes utilisant une grille Eulérienne.
Parmi ces méthodes, nous avons vu que I'on pouvait distinguer les méthodes basées sur une mo-
délisation classique des interfaces, comme les méthodes VOF ou Level Set, des méthodes basées
sur une "modélisation diffuse” des interfaces, appelées méthodes a interfaces diffuses. Si ces deux
types de méthodes ont leurs propres avantages et leurs propres inconvénients, il nous a semblé
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que le potentiel des méthodes a interfaces diffuses et les perspectives qu’elles laissent entrevoir
dans le cadre de nos applications étaient deux points importants qui nous encouragaient a aller
dans le sens de ce type d’approche. Deux points nous ont semblé particulierement importants.
D’une part, ces méthodes présentent ’avantage d’étre construites sur la base d’une modélisation
thermodynamique des couches capillaires, elles sont donc intrinsequement plus riches et plus
réalistes d’un point de vue physique. De plus, les échelles de longueur pour lesquelles ces mé-
thodes peuvent étre utilisées sont voisines des longueurs caractéristiques du milieu a I’échelle du
pore que nous souhaitons étudier. D’autre part, sur la base de cette modélisation, ces méthodes
offrent un cadre séduisant pour la construction de schémas numériques stables et consistants au
regard des propriétés thermodynamiques du fluide.

Ainsi, nous nous intéressons dans ce chapitre & une méthode de simulation numérique directe
basée sur une modélisation diffuse des interfaces. Le premier paragraphe de ce chapitre donne un
apercu des différentes méthodes : méthode issue de la théorie du second gradient et modeles de
Cahn-Hilliard. Ce paragraphe peut étre vu comme une introduction de ce chapitre qui permettra
de préciser le cadre dans lequel s’inscrivent nos développements.

4.1 Méthodes a interfaces diffuses

L’objet de ce paragraphe est de revenir et de discuter sur les différentes méthodes a interfaces
diffuses, selon qu’elles mettent en jeu un fluide pur, on parle dans ce cas de théorie du second
gradient, ou un fluide binaire et on parle pour ces dernieres de modeles de Cahn-Hilliard. On
ne prétend pas ici étre exhaustif et faire une présentation détaillée de ces méthodes. Le lecteur
intéressé par une revue de ces méthodes pourra se reporter a Anderson et al. [4].

Notion de parametre d’ordre

Avant de présenter les deux grandes classes de méthodes a interfaces diffuses, il est utile d’in-
troduire la notion de paramétre d’ordre. Cette notion trouve son origine dans les problemes de
transition de phase pour lesquels un parametre d’ordre est associé a la transition. L’interpréta-
tion statistique que ’on donne a la notion d’entropie conduit & associer un état du systeme (i.e.
une phase) a désordre moléculaire élevé a une entropie élevée : un gaz présente un plus grand
désordre moléculaire qu’un liquide. On peut également citer ’exemple des transitions de phase
dans les solides ou les différents arrangements correspondent & un certain désordre du systéme.
On comprend ainsi que I'on peut caractériser la transition de phase par une variable thermody-
namique appelée parametre d’ordre. Plus généralement, ce parametre permet de distinguer les
différentes phases du systeme.

Nous allons voir que la différence essentielle entre les deux grandes classes de méthodes a in-
terfaces diffuses provient du parametre d’ordre. Dans le cas d’un fluide pur, se présentant sous
deux phases différentes liquide et vapeur, c’est la densité qui joue le role de parametre d’ordre,
plus faible dans la phase vapeur que dans la phase liquide. Dans le cas d’un fluide binaire, le
parametre d’ordre est associé a la fraction massique de I'un des constituants.

4.1.1 Méthode mettant en jeu un fluide pur : théorie du second gradient

Contrairement au traitement classique de Gibbs de la thermodynamique des interfaces ou celles-
ci sont représentées par des surfaces de discontinuité porteuses de grandeurs en exces telle que la
tension de surface, les méthodes a interfaces diffuses représentent les interfaces comme des zones
de transition volumique dans lesquelles le parametre d’ordre varie brusquement mais contint-
ment. En d’autres termes, ces méthodes sont construites sur la base d’une modélisation thermo-
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dynamique prenant en compte explicitement la présence d’interfaces. Cela signifie également que
dans le cadre d’une modélisation diffuse, ’énergie interne ne s’écrit pas sous sa forme classique.
Pour illustrer cette distinction, on s’intéresse a la méthode mettant en jeu un fluide pur appelée
méthode du second gradient. Dans le cas d’un fluide pur du second gradient, ’énergie interne
spécifique s’écrit sous la forme :

€ (p5.Vp) =€ () + 5 (V) (4.1)

ou e? désigne la partie classique de I’énergie interne (i.e. celle habituellement utilisée en théorie
du premier gradient et fermée par une équation d’état) caractérisant les propriétés de compres-
sibilité du fluide, s est 'entropie spécifique et X est un coefficient appelé coefficient de capillarité
interne. L’expression (4.1) montre qu’en théorie du second gradient, I’énergie interne dépend
non seulement de la densité et de I'entropie mais également du gradient du parametre d’ordre,
traité en tant que variable indépendante. Cette derniere dépendance constitue une modélisation
thermodynamique de la capillarité et 'expression (4.1) correspond a I’énergie interne d’un fluide
doué de capillarité interne, fluide pour lequel la tension de surface et ’épaisseur de l'interface
sont des propriétés intrinseques et non des parametres ajustables comme c’est le cas pour les
méthodes basées sur une modélisation classique (au sens ou la tension de surface intervient
directement de la condition de saut et 1’épaisseur résulte de 1’épaississement numérique).
Les équations du mouvement d’un tel fluide peuvent étre dérivées comme pour la mécanique des
milieux continus classique a partir de différentes techniques : principe des puissances virtuelles
[81, 134], thermodynamique des processus irréversibles [4] ou principe de moindre action de
Hamilton [62], et s’écrivent dans le cas non dissipatif sous la forme :

dp

N 4.2
o pV v (4.2)
d A

% - —V(pO—)\pVQp)—V-(AVp@Vp—§(VP)QI> (4.3)

ou la notation d/dt désigne la dérivée particulaire et out p® désigne la pression thermodynamique,
c’est-a~dire la pression déterminée a partir de la partie classique de 1’énergie interne. La densité
jouant le role de parametre d’ordre, I’équation d’évolution des interfaces est tout simplement
I’équation de conservation de la masse.

La forme (4.3) est appelée forme conservative, ou stress form, des équations du mouvement
pour laquelle toutes les contributions sont regroupées sous un opérateur divergence. Cette forme
montre clairement que le tenseur de pression n’est plus sphérique en théorie du second gradient.
Ce tenseur est généralement appelé tenseur des contraintes de Korteweg [90] ou plus simplement
tenseur capillaire [4]. La signification des différentes contributions de ce tenseur est bien connue
[81, 90, 108], le premier terme du second membre de (4.3) représente un terme de pseudo-
pression! tendant & régulariser? le profil de densité dans la zone de transition tandis que le
deuxieme représente les effets de tension de surface.

Si une telle modélisation apparait évidemment plus riche pour décrire la présence d’interfaces,
en revanche I’épaisseur de 'interface a une signification physique et cela implique qu’elle ne peut
étre choisie en fonction des longueurs caractéristiques du probléme considéré et du nombre de
points de discrétisation contrairement aux méthodes basées sur une modélisation classique. En
particulier, cette épaisseur devient infiniment faible lorsque le fluide ne se situe plus au voisinage
de son point critique. Les travaux de Jamet [81] montrent cependant qu’il est possible d’élargir

len d’autres termes, on peut assimiler cette régularisation & une propagation d’ondes
2on peut montrer [81] que p° tend & raidir interface tandis que ApV?p tend & rendre l'interface infiniment
épaisse et la compétition entre ces deux contribution conduit a une interface d’épaisseur finie
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artificiellement la zone interfaciale, sans toutefois perdre la cohérence thermodynamique du
modele. Ces travaux constituent une avancée importante puisqu’ils permettent, dans le cadre de
la simulation numérique directe, d’étendre le modele & des situations ou le fluide peut se trouver
éloigné de son point critique, situations que ’on souhaite traiter dans le cadre de nos travaux.

4.1.2 Méthodes mettant en jeu un fluide binaire : modeles de Cahn-Hilliard

Dans le cadre des modeles de Cahn-Hilliard, c¢’est-a-dire les méthodes a interfaces diffuses met-
tant en jeu un fluide binaire, nous avons indiqué que c’était la fraction massique de I'un des
constituants qui jouait le role de parametre d’ordre. Cependant, si le parametre d’ordre est
différent, nous allons voir que ces méthodes s’appuient sur le méme type de modélisation ther-
modynamique que celle mettant en jeu un fluide pur. Placons nous pour simplifier dans le cas
d’un mélange a densité constante, I’énergie spécifique interne du mélange s’écrit généralement
sous la forme initialement proposée par Cahn et Hilliard [31] :

o A
e(e,s,Ve) =¢€(c,s) + % (Ve)? (4.4)

Ici encore, €° désigne la partie classique de I’énergie interne qui ici caractérise I'immiscibilité des
constituants. On remarque que la principale différence entre (4.4) et (4.3) provient du parametre
d’ordre utilisé pour la partie non classique de I’énergie interne, c’est-a-dire le terme de capillarité.
L’expression (4.4) a été adoptée par de nombreux auteurs, e.g. [40, 79, 85]. On peut trouver
également une deuxieme forme, e.g. dans Lowengrub et Truskinovsky [99], pour laquelle la densité
n’apparait pas explicitement dans le terme de capillarité.

Les équations du mouvement du mélange peuvent également étre dérivées a partir des différentes
techniques classiques et s’écrivent, en substituant la densité par la fraction massique, sous une
forme quasi-identique aux équations du mouvement d’un fluide pur (4.3), la différence provenant
du terme en dérivée seconde qui n’apparait pas ici dans ’expression du tenseur capillaire.

En revanche I’équation d’évolution des interfaces n’est plus la méme puisque le parametre d’ordre
est différent. L’équation de transport du parametre d’ordre, qui ici est la fraction massique ¢ de
I'un des constituants, appelée équation de Cahn-Hilliard s’écrit :

i Avan (4.5)
ol j1 est le potentiel chimique du mélange, appelé potentiel chimique généralisé pour le distinguer
de son homologue classique, et x est un coefficient de diffusion appelé mobilité. Dans la littéra-
ture, ces modeles sont généralement appelés modeles de Cahn-Hilliard, en référence a ’équation
d’évolution du parametre d’ordre, et nous emploierons dans ce travail cette terminologie pour
les distinguer de la méthode fluide pur.

A ce stade, on peut remarquer une différence relativement importante entre la méthode mettant
en jeu un fluide pur et les modeles de type Cahn-Hilliard en ce qui concerne la nature des
phénomenes d’anti-diffusion de l'interface. En effet, dans le cas d’un fluide pur les variations
continues du parametre d’ordre dans la zone de transition sont controlées par des phénomenes
de propagation d’ondes alors que pour les modeles de Cahn-Hilliard, ces variations sont controlées
par des phénomenes de diffusion.

Avant de finir ce paragraphe, il faut noter que ’on peut distinguer une troisiéme grande classe
de méthodes a interfaces diffuses : les méthodes Phase-Field. Dans la littérature, ces méthodes
sont également appelées méthodes de Cahn-Hilliard (et inversement) car elles mettent également
en jeu un fluide binaire, il convient cependant de bien les distinguer. Dans ces méthodes, on sup-
pose l'existence d’une variable "thermodynamique” supplémentaire appelée variable champ de
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phase ¢, valant 0 dans une phase et 1 dans 'autre, jouant le role de parametre d’ordre et va-
riant continiment dans la zone de transition. Ces méthodes s’appuient ensuite sur le méme type
de modélisation thermodynamique que celle décrite précédemment. Si les équations du mouve-
ment s’écrivent encore sous une forme similaire, la principale différence provient de 1’équation
d’évolution du parametre d’ordre qui s’écrit :

dop
L (46)

Bien que la variable ¢ ait la signification d’une indicatrice de phase, et qu’a ce titre sa signifi-
cation thermodynamique ne soit pas tres claire, les méthodes Phase-Field ont été utilisées avec
succes pour de nombreux problemes de transition de phase solide-liquide, en particulier pour
les problemes de création et d’évolution de dendrites d’origine thermique ou solutale, e.g. voir
[5, 148]. Si ces méthodes font également partie de la famille des méthodes a interfaces diffuses,
elles ne seront pas abordées dans la suite de ce paragraphe.

4.1.3 Discussion sur ces méthodes

Comme nous 'avons signalé, les méthodes a interfaces diffuses présentent l'avantage, comme
les méthodes basées sur une modélisation classique de type Level Set, de pouvoir suivre im-
plicitement les interfaces sur une grille fixe a partir d’un seul et méme jeu d’équations pour
les deux phases. En effet, si les équations de transport des méthodes & interfaces diffuses sont
initialement dédiées aux couches capillaires, elles dégénerent cependant naturellement vers les
équations de transport de la mécanique des milieux continus classique dans les phases homogenes
ou les gradients du parametre d’ordre n’apportent plus aucune contribution. Si les interfaces
sont représentées comme des zones volumiques de transition dans les deux types de méthodes,
I'intérét majeur des méthodes a interfaces diffuses est d’introduire cette représentation des le
départ dans la modélisation thermodynamique et non pour des raisons purement numériques.
Cela signifie que ces méthodes sont non seulement plus riches mais aussi que I’épaisseur inter-
faciale a une signification physique. En particulier, cela signifie qu’il n’est pas nécessaire comme
dans la méthode Level Set d’introduire un algorithme de renormalisation de 'interface puisque
les mécanismes d’anti-diffusion des interfaces sont une propriété intrinseque de la modélisation
thermodynamique.

Dans le cadre de la simulation numérique directe, les potentialités de la méthode a interfaces
diffuses mettant en jeu un fluide pur ont été illustrées par Nadiga et Zaleski [108] pour des
problémes isothermes puis par Jamet et al. [83] pour des problémes isothermes et anisothermes.
En particulier, les applications présentées par Jamet illustrent clairement la richesse de cette
méthode : coalescence, angle de contact ou encore mouvements de lignes triples avec hystérésis.
Dans ces deux dernieres références, les équations sont résolus dans le cadre d’une méthode de
volumes finis structurés sur un maillage décalé de type MAC, avec des approximations de type
différences finies pour les termes de dérivée spatiale d’ordre élevé du tenseur capillaire. Dans
le cadre des situations que 'on souhaite traiter dans ce travail, ce type de discrétisation spa-
tiale n’est cependant pas approprié puisque si ’on veut pouvoir considérer des cellules unitaires
complexes il est généralement nécessaire d’utiliser une grille non structurée.

Une solution possible consisterait alors a utiliser un solveur de Riemann approché sur une grille
non structuré de type éléments finis, par exemple a partir de la méthode Finite Volume Galerkin
[52]. Cependant, une telle voie représente une tache extrémement complexe. La premiere diffi-
culté est associée au caractere quasi-incompressible de 1’écoulement. L’écoulement peut en effet
étre considéré comme incompressible dans chaque phase dans beaucoup de situations pratiques
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et pour ces écoulements, il est reconnu que les solveurs de Riemann sont trop diffusifs et pro-
duisent une solution médiocre [71]. Pour ces écoulements & faible nombre de Mach, des solveurs
préconditionnés ont été proposés dans un contexte non structuré, comme par exemple le schéma
de Roe-Turkel [147], mais il semble difficile d’étendre ces solveurs & des fermetures thermodyna-
miques complexes qui, dans le cadre d’un probleme de transition de phase, doivent nécessairement
étre caractérisées par une équation d’état non convexe comme par exemple I’équation d’état de
van der Waals. La deuxieme difficulté est associée a la discrétisation spatiale sur une grille non
structurée des termes de dérivée spatiale d’ordre élevé du tenseur capillaire. En effet, si dans un
contexte structuré il est possible d’utiliser des approximations de type différences finies centrées
ou décentrées selon les termes, en revanche il apparait tres difficile de s’inspirer de ces approxi-
mations dans un contexte non structuré. De plus, notons que dans un contexte éléments finis,

I'ordre de dérivée de ces termes suggererait 1'utilisation d’éléments finis non conformes?.

D’un autre coté, les méthodes a interfaces diffuses mettant en jeu un fluide binaire, c¢’est-a-dire
les modeles de type Cahn-Hilliard, apparaissent plus attractives du point de vue numérique dans
le sens ou elles peuvent étre résolues relativement facilement par des schémas et des méthodes
numériques “classiques”. De plus, puisqu’il s’agit d’un fluide incompressible, ces méthodes béné-
ficient de l'efficacité des solveurs elliptiques. Du point de vue des applications de ces méthodes,
on distingue essentiellement deux types de situations : les écoulements incompressibles & masse
volumique constante et les écoulements incompressibles & masse volumique variable. On ne pré-
tend pas ici étre exhaustif mais, de notre point de vue, les applications les plus intéressantes au
regard des situations que nous souhaitons traiter sont celles de Jacqmin [79, 80] qui, s’inscrivant
dans le cadre d’'une approximation de type Boussinesq, peuvent étre classées dans la catégorie des
écoulements a masse volumique constante et celles de Boyer [27] dans le cadre des écoulements
a masse volumique variable. Signalons des & présent que, contrairement aux méthodes mettant
en jeu un fluide pur, ces méthodes ne prennent pas en compte le changement de phase.

Les travaux proposés dans ces deux références sont intéressants pour plusieurs raisons, non
seulement du point de vue des applications : phénomenes multiples de rupture et de coalescence,
mouvement de ligne de contact, ..., mais également d’un point de vue numérique. En effet, ces
deux auteurs utilisent une forme dite potentielle des équations du mouvement, forme équivalente
a la forme conservative mais ne faisant intervenir que des dérivées du premier ordre au travers
de potentiels chimiques généralisés. Les travaux de Jacqmin sur la forme potentielle sont parti-
culierement intéressants : d’une part le lien entre les formes conservative et potentielle est clair
[78] et, d’autre part, un schéma de discrétisation spatiale conservatif au regard de I’énergie est
proposé [79] pour la forme potentielle. En plus de 'avantage incontestable du contexte incom-
pressible, si les deux schémas de discrétisation spatiale proposés s’inscrivent dans le cadre d’une
méthode de volumes finis structurés, il semble que leur extension aux maillages non structurés,
en particulier dans un contexte éléments finis, ne pose pas de difficulté majeure.

4.1.4 Choix d’une méthode

Potentiellement, la méthode fluide pur est celle qui nous intéresse le plus car elle prend na-
turellement en compte le changement de phase mais, dans une premiere approche, nous avons
rencontré de nombreuses difficultés (mentionnées précédemment) pour 'utiliser dans un contexte
non structuré. D’un autre coté, les modeles de type Cahn-Hilliard ne prennent pas en compte
le changement de phase mais sont numériquement plus attractives, en particulier dans le cadre
d’une formulation incompressible. On voit donc que la méthode mettant en jeu un fluide pur
et les modeles de type Cahn-Hilliard constituent deux voies paralleles présentant chacune leurs

3continuité des dérivées premitres sur les faces de I’élément
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propres avantages et leurs propres inconvénients.

Dans ce travail, nous avons cherché a établir un lien entre ces deux types de méthodes. Plus
précisement, nous avons cherché a savoir s’il était possible de prendre en compte le changement
de phase dans le cadre d’une méthode a interface diffuse qui puisse étre résolue relativement
facilement par des schémas et des méthodes numériques ”classiques”.

Dans ce chapitre, nous établissons dans un premier temps le modele compressible présenté par
Anderson et al. [4] qui a été obtenu dans le cadre de la thermodynamique des processus irréver-
sibles. Nous avons préféré reprendre completement 1’établissement du modele dans le cadre du
principe de moindre action de Hamilton. Si les développements présentés conduisent au méme
modele, nous pensons cependant que 'approche proposée dans ce travail apporte deux contri-
butions intéressantes.

D’une part, cette approche s’inscrit dans le cadre d’un modele obtenu par Gouin [63] et Chevalier
[42] pour les mélanges de deux fluides du second gradient qui constitue une généralisation aux cas
des mélanges de la théorie du second gradient pour un fluide pur. L’approche proposée montre
dans un cadre thermodynamique clair et rigoureux que les modeles de type Cahn-Hilliard ne sont
qu’une conséquence du modele obtenu pour les mélanges de deux fluides du second gradient.
D’autre part, nous proposons plusieurs formes potentielles pour les équations du mouvement
qui sont discutées sur la base des conditions d’équilibre pour le mélange. En particulier, nous
retrouvons une forme potentielle présentée par Lowengrub et Truskinovsky [99] d’une part, et
une autre forme présentée par Jacqmin [79] d’autre part.

L’approche proposée peut également étre vue comme une approche complémentaire permettant
de se familiariser avec la théorie du second gradient et les modeles de type Cahn-Hilliard.

Dans un deuxieme temps, nous développons a partir du modele compressible un modele dit
quasi-incompressible a partir d’une définition thermodynamique de l'incompressibilité. Nous
nous appuyons pour cela principalement sur les développements proposés par Lowengrub et
Truskinovsky [99] pour un modéle quasi-incompressible de type Cahn-Hilliard. En comparaison
du modele présenté dans cette derniere référence, le modele proposé ici présente plusieurs diffé-
rences mais nous montrons au travers de la relation de Gibbs qu’il est 1égitime de reprendre les
mémes arguments.

Enfin, nous présentons une approximation de type Boussinesq pour le modele quasi-incompressible
et nous montrons que le modele obtenu est équivalent au modele proposé par Jacqmin [79]. Si
les deux modeles précédents, i.e. compressible et quasi-incompressible, ne sont pas utilisés dans
les applications dans ce travail, ils permettent en revanche d’établir le modele Boussinesq d’une
maniere claire et offrent un cadre pour de futures investigations, en particulier pour la prise en
compte du changement de phase.

En ce qui concerne la résolution numérique du modele Boussinesq, le schéma en temps s’inspire
des méthodes de type Level Set et du schéma proposé par Boyer. Il est constitué au cours
d’un pas de temps des deux étapes suivantes : la premiere consiste a résoudre I’équation du
parametre d’ordre par une méthode de Newton, et la deuxieme consiste a résoudre les équations
du mouvement a partir d’'une méthode de projection. Le schéma de discrétisation spatiale s’inscrit
dans le cadre d’une méthode éléments finis et apporte de notre point de vue une contribution
originale. En effet, si I’équation de Cahn-Hilliard a regu une attention particuliere du point de vue
de sa résolution numérique (e.g. dans [15]), la résolution numérique du modele de Cahn-Hilliard
complet, i.e. incluant la partie hydrodynamique, n’a a notre connaissance jamais été abordée
dans un contexte éléments finis. La derniere partie de ce chapitre est consacrée a quelques
applications du modele Boussinesq et du schéma numérique développés.

Si les applications présentées dans ce travail ne prennent pas en compte le changement de phase
et s’inscrivent dans le cadre d’une approximation de type Boussinesq, nous pensons que les
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développements présentés dans ce chapitre constituent un point de départ a partir duquel il sera
possible d’étendre le modele et le schéma numérique aux problemes quasi-incompressibles avec
changement de phase. Enfin, signalons également que trés récemment, Jamet [84] a proposé, en
s’inspirant des développements de Jacqmin, une discrétisation spatiale conservative au regard de
I’énergie, toujours en volumes finis structurés a mailles décalées, de la forme potentielle dans le
cas fluide pur et qu’il serait intéressant de reprendre ces développements dans un contexte non
structuré.

4.2 Mélange de deux fluides du second gradient

Pour un mélange de deux fluides du second gradient, les densités des deux fluides en présence
jouent le réle du parametre d’ordre. Dans ce cas, 1’énergie interne dépend non seulement des
densités et des entropies de chaque constituant mais également des gradients de densité. Nous
présentons en annexe E les équations de transport d’un tel mélange dans le cadre d’un formalisme
Hamiltonien. Nous montrons également en annexe E que lorsque seule la fraction massique ¢ de
I'un des constituants joue le role de parametre d’ordre, alors les équations de transport du
mélange dégénerent naturellement vers les modeles dits de Cahn-Hilliard.

A ce stade, pour poursuivre les développements, il reste & préciser une forme particuliere pour
I’énergie interne du mélange. On suppose ici que ’énergie interne spécifique du mélange doué de
capillarité interne s’écrit sous la forme proposée par Cahn et Hilliard [31] :

e(p,c,s,Ve)=¢€(p,c,s) + % (Ve)? (4.7)

ou on rappelle que €° est définie comme la partie classique de ’énergie interne et A désigne le
coefficient de capillarité interne du mélange. Ce coefficient sera supposé constant dans la suite
des développements. Comme c’est le cas pour un fluide pur du second gradient, la donnée de
la partie classique de 1'énergie interne (i.e. équation d’état) permet de fermer complétement le
systeme.

Relation de Gibbs

Dans le cas général, la relation de Gibbs pour un mélange dont 1’énergie interne dépend de p,
¢, s et Ve est donnée par la relation (E.86) (cf. annexe). Dans le cas ou Iénergie interne du
mélange est donnée par (4.7), on peut particulariser les expressions (E.84) et (E.85) pour ¢ et

@ :
b, = ——Acvc, by = Al=dg, (4.8)
p p

On peut également particulariser I'identité de Gibbs (E.86) pour I’énergie interne du mélange :
A A A
de = <% +—= (Vc)2> dp+Tds + <u + —Ve- Vp) dc+ =Ve-d(Ve) (4.9)
P P P P
les relations :

p A 2
= — + — (Ve 4.10
)v L+ 2 (V) (4.10)

) = T (4.11)
p,c,Ve

> = u+ %VC -Vp (4.12)
p,s,Ve P
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On obtient ainsi a partir de (4.9
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A partir de (4.10), la forme (4.7) permet de déterminer la relation entre la pression p et la
pression thermodynamique p°. En effet, a partir de la définition de la pression thermodynamique,
de lénergie interne du mélange (4.7) et de la relation (4.10), on a :

Oe’ Oe a (A 3\

0 2 2 2 2 o 2

_ A R =)o 22 L ’ =p° - (V 4.14
v =i (5 )= (5) - g (5 59°)  p=w -5 (w0
De la méme maniere, a partir de la définition du potentiel chimique thermodynamique, dans le
cas ou il n’existe qu’une seule entropie pour le mélange, de 1’énergie interne (4.7) et de la relation

(4.12), on peut écrire la relation suivante entre le potentiel chimique p et le potentiel chimique
thermodynamique p° :

o [0e’\ _ [Oe B O_A
”‘(&)‘(ac)’ = p pQVc Vp (4.15)

A partir des relations (4.14) et (4.15), la relation de Gibbs (4.9) devient :

(P g2 ode 1 e
de = <p2 2 (Ve) > dp +Tds + p°de+ ch d(Ve) (4.16)

4.2.1 Equations de transport du mélange

Dans le cas ou l’énergie interne est donnée par (4.7), les équations de transport du mélange
(E.87), (E.88) et (E.89) s’écrivent sous la forme :

dp

— v, 4.1
7 pV v (4.17)
p% = V- (vVR), =P (-0 (4.18)
dv 2

o = —V(p—i—)\(Vc)>—V-()\VC®VC)+V-T+pg (4.19)

ou g désigne l'accélération de la pesanteur et T le tenseur des contraintes visqueuses pour le
mélange :
2
T=n(Vv+Vv') — 37 (V-v)1 (4.20)

L’équation (4.17) est I’équation classique de conservation de la masse du mélange et I’équation
(4.18) est I’équation d’évolution de la fraction massique ¢, c’est-a-dire ici pour la forme (4.7),
I’équation d’évolution du parametre d’ordre. Dans le contexte des modeles de type Cahn-Hilliard
[40, 79], le parametre k est appelé mobilité. On rappelle que ¢ correspond a l'intensité de la force
de frottement entre les deux fluides et 1 désigne le potentiel chimique généralisé du mélange
défini par (E.90). A partir des relations (4.8) et (4.15), 'expression de i se particularise et
devient :

p=p—V-|-=Vec|=p"—-Ve (4.21)

p P

La relation (4.14) permet d’écrire les équations du mouvement (4.19) sous une forme ou la
pression thermodynamique p° intervient explicitement :

dv

A
por ==V <po -3 (Vc)2> —V-(AVe®Ve)+V -1+ pg (4.22)

Le systeme d’équations (4.17)-(4.22) correspond aux équations de transport d’un mélange com-
pressible de deux fluides du second gradient pour lequel ’énergie interne du mélange est donnée
par (4.7). Notons que ce systeme correspond au modele de Cahn-Hilliard compressible proposé
par Anderson et al. [4] dérivé dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles.
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On rappelle que ce systeme a été obtenu dans le cadre du principe de Hamilton en supposant
qu’il n’existait qu’une seule entropie pour le mélange. La dissipation a été modélisée par un
tenseur des contraintes visqueuses pour chaque constituant et par une force de frottement de
type Stokes entre les deux constituants. Il convient également de rappeler que, pour simplifier
le systeme, les effets de masse ajoutée ont été négligés, les tenseurs des contraintes visqueuses
ont été regroupés sous la forme d’un tenseur unique pour le mélange et que les accélérations des
deux constituants ont été supposées étre suffisament proches pour pouvoir étre confondues.

4.2.2 Conditions d’équilibre

Dans le cas ou le coefficient de capillarité interne A est constant, I’énergie libre spécifique f étant
définie comme la transformée de Legendre de I’énergie interne e par rapport a I’entropie s, on
montre facilement que la forme (4.7) conduit a la forme suivante pour I’énergie libre spécifique :

F(p.e Ve = [ (p.c.T) + 5 (Vo) (4.23)

Dans le cas isotherme, les conditions d’équilibre pour le mélange peuvent étre obtenues en mini-
misant ’énergie libre totale du systeme. Les calculs sont présentés en annexe pour une énergie
libre dépendant de p, ¢ et Ve. Pour la forme particuliere (4.23), les conditions d’équilibre (E.98)-
(E.99) sur Q se particularisent a partir de (4.16) en :

0 Y
% O — el + ?Cv% = O (4.24)

2o - 2129
p p

ou C7 et (5 sont deux constantes d’intégration. A partir de la définition du potentiel chimique

Vie = Oy (4.25)

généralisé pi, la différence des conditions (4.25) et (4.24) conduit & la relation :
~ o A 2
n=pu —;V C:CQ—Cl (4.26)

La relation (4.26) montre que le potentiel chimique généralisé 1z est uniforme a I’équilibre sur Q.
La constante Cs — C; peut étre déterminée par la valeur particuliere de i dans I'une des deux
phases ou par le potentiel chimique classique du mélange u° si I'on se place suffisament loin de
Pinterface. La valeur de i & I’équilibre est donc connue des que 'on se donne une fermeture
thermodynamique, c’est-a-dire dés que 1'on se donne 1'énergie libre classique f° (p, c).

Si on introduit le potentiel chimique classique ;1¢, donné par la relation thermodynamique pu§ =
p° + pf° — pcu’, dans la condition d’équilibre (4.24), on obtient :

fn = p§ + %V% =0 (4.27)

olu, par analogie avec [, 111 désigne le potentiel chimique généralisé du constituant 1. La relation
(4.27) montre que le potentiel chimique généralisé 11 est lui aussi uniforme a 1’équilibre. Ici
encore, la constante d’intégration Cy peut étre déterminée par la valeur du potentiel chimique
classique pf dans l'une des deux phases.

Enfin, si la frontiere 02 est porteuse d’une énergie de surface F telle que Fs = Fy (c), alors les
conditions d’équilibre (E.100) et (E.101) sont redondantes et s’écrivent :

n-A\Ve=—F/(c), surdf (4.28)

Cette derniere relation caractérise les interactions capillaires entre U'interface et la paroi et elle
précise, dans le cas statique, 'angle de contact de la couche capillaire & la paroi.
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4.2.3 Formes conservative et potentielle des équations du mouvement
Forme conservative des équations du mouvement

Les équations (4.22) correspondent & la forme dite conservative des équations du mouvement
dans le sens ou les termes de pression et de capillarité peuvent tous étre regroupés sous un
opérateur divergence. Il faut noter qu’a partir de (4.22), on peut écrire la forme conservative
équivalente :

d A

pd—‘tf =-V (po + 5 (Vc)2> +V- <)\ (Ve)>’I—AVe® Vc) (4.29)
Dans (4.29), on a négligé pour alléger les développements la contribution visqueuse et la force de
pesanteur. A partir de (4.29), on peut introduire la pression P dite pression mécanique définie
par :

A
P=p"+5 (Ve)? (4.30)

L’intérét d’une telle forme sera justifiée au paragraphe concernant l'interprétation de la tension
de surface en théorie du second gradient.

Forme potentielle des équations du mouvement

Pour dériver la forme dite potentielle des équations du mouvement, on considere la forme conser-
vative (4.22), sans les termes visqueux et la force de pesanteur, et on note les identités :

V- (A\Ve®Ve) = AVe-VVe+ AVieVe (4.31)
A
v<§ (Vc)2> — AVec-VVe (4.32)

A partir de ces identités et de la définition (4.21) du potentiel chimique généralisé i, on peut
écrire les équations du mouvement sous la forme équivalente :

dv

P = —Vp° — pu’Ve+ puVe (4.33)

A partir des relations thermodynamiques classiques (D.14) et (D.15) données en annexe D, les
équations du mouvement (4.33) s’écrivent dans le cas isotherme sous la forme :

dv ~
poy = =PV (1 +cp®) + piVe (4.34)
A partir de (4.23) et de la transformée de Legendre (D.17), on reconnait dans (4.34) la définition
de I'enthalpie libre classique g° du mélange :

9° = pi +cp’ (4.35)

Les équations (4.34) correspondent & une forme potentielle particuliere des équations du mou-
vement dérivée par Lowengrub et Truskinovsky [99]. Il faut cependant noter que 1'étude des
conditions d’équilibre montre que ¢° n’est généralement pas uniforme a I’équilibre. En effet, a
partir des relations (4.26) et (4.27), on a :

¢ =pl+ecu’ =p1+cu=0C1+c(Cy—Ch) (4.36)
A partir de (4.26), la relation (4.36) montre que le potentiel thermodynamique g° est uniforme

a I’équilibre dans le cas ou la valeur a I’équilibre du potentiel chimique généralisé 11 est jieq = 0.
Dans ce cas, 1’équilibre mécanique est clairement illustré par la forme potentielle (4.34).



106 CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE DIRECTE

On peut aussi obtenir une deuxiéme forme potentielle en réarrangeant les termes de (4.34) :
dv

Pﬁ =

A partir de la relation classique pu{ = p°+ pf° — pcu®, le potentiel chimique généralisé fi; défini

—pViin — peVi (4.37)

par (4.27) peut étre relié a la pression mécanique P définie par (4.30) par la relation :
_ A
piin =P + F? — peji —  (Ve)? (4.38)

Les équations du mouvement (4.37) avec la relation (4.38) correspondent a une généralisation
pour un mélange compressible de la forme potentielle proposée par Jacqmin [79], dérivée pour
un mélange incompressible dans le cadre d’une approximation de Boussinesq. Les potentiels
chimiques généralisés i1 et 1 étant uniformes a 1’équilibre, la forme potentielle (4.37) illustre
clairement 1’équilibre mécanique quelles que soient les valeurs d’équilibre fi1¢q €t fieg-

4.2.4 Tension interfaciale

Dans ce paragraphe, nous montrons que lorsque la zone de transition est vue comme une surface
de discontinuité, on retrouve les interprétations énergétique (i.e. énergie en exces) et mécanique
(i.e. force par unité longueur) de la tension de surface. On s’appuie ici sur les développements
de Jamet [81], pour un fluide pur du second gradient, et ceux de Fouillet [55], pour un mélange
de deux fluides du second gradient. Ces développements sont repris a titre pédagogique et pour
bien montrer que I'on retrouve des résultats analogues lorsque la fraction massique joue le role
de parametre d’ordre.

Approche énergétique

Considérons une interface plane a 1’équilibre thermique séparant les deux phases a et 3 d’un
mélange et notons x la direction normale a l'interface. Soit F'®* 1’énergie libre en exces de
Iinterface vue comme une surface de discontinuité. Cette grandeur surfacique est définie par :

T; g
Fev = / (F — F) dz + / (F — Fy) du (4.39)

ou x; désigne la position de l'interface modélisée comme une surface de discontinuité. A partir
de V'expression (4.23) de énergie libre spécifique f et de la différentielle (D.16) de I'énergie
libre volumique classique F°, on peut montrer que la différentielle de 1’énergie libre volumique
F' g’écrit dans le cas isotherme :

dF = pidp + p°dpc +d <% (Vc)2> (4.40)

On peut montrer que la différentielle (4.40) intégrée dans les phases « et 3 conduit aux relations :
FeFa = o (o= po) 1 (p— puca) + 5 (Vo) (4.41)

F—Fg = pig(p—pp)+ug(pc—pacs) + % (Ve)? (4.42)

ou dans (4.41) et (4.42), on a supposé que Ve s’annulait dans les phases. Pour une interface
modélisée comme une surface de discontinuité, les conditions d’équilibre sont données par p¢ ,, =
B g = M eq €6 1g, = pj = Heg, et Pénergie libre surfacique en exces (4.39) s’écrit :
zg
F = 1 0q 0" + pregpc™ + /)\ (Ve)? da (4.43)

Lo
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ol p et pc®® désignent la densité du mélange et la densité du deuxieme constituant en exces.
Si on fixe la position de l'interface z; telle que uf, p® + pg,pc® = 0 [55, 112], 'énergie libre
surfacique en exces, c’est-a-dire la tension de surface, est donnée par :

—+00
o=F"= / A (Ve)? da (4.44)

Les bornes d’intégration de (4.44) sont choisies pour bien distinguer la différence entre une inter-
face modélisée comme une zone de transition, on parle généralement dans ce cas de description
dite mesoscopique ou encore coarse grained description [85], d’une interface vue comme une sur-
face de discontinuité et on peut parler dans ce cas d’une description dite macroscopique. La
relation (4.44) montre que pour une interface diffuse, la tension de surface est une propriété
intrinseque correspondant a un exces d’énergie dans la zone capillaire du au fort gradient du
parametre d’ordre.

Approche mécanique

Pour une interface plane a I’équilibre mécanique séparant les deux phases d’un mélange iso-
therme, le potentiel chimique généralisé du mélange pi est uniforme et la seule équation du
systéme (4.17)-(4.19) demeurant non triviale est I’équation de quantité de mouvement qui se
simplifie, en ’absence de gravité et de dissipation visqueuse, en :

V.-T=0, T=-—PI+X(Ve)’I-AVe® Ve (4.45)

Dans (4.45), T est appelé tenseur des contraintes capillaires [4, 50]. Pour une interface plane,
ce tenseur est sphérique dans le repere lié a l'interface et si on note x le vecteur unitaire dirigé
selon la normale a 'interface, le vecteur contrainte n - T', agissant selon les trois directions x, y
et z, est donné par :

2 2
x-T=-Pzx, yT=|-P+A de y, z-T=[-P+A de z (4.46)
dx dx

Les relations (4.46) montrent qu’a l'intérieur de la couche capillaire, le mélange est soumis a des
contraintes plus importantes* dans les directions tangentielles & I'interface. On remarque égale-
ment que la pression mécanique permet de retrouver, dans le cadre d’une approche mécanique,
la tension de surface déterminée a partir d’'une approche énergétique.

4.3 Cas des mélanges incompressibles

On distingue essentiellement trois définitions caractérisant un fluide incompressible [147]. La
premiere associe un fluide incompressible a un fluide dont la densité est constante dans tout
I’écoulement. La deuxieme associe un fluide incompressible & un fluide pour lequel le champ de
vitesse est a divergence nulle. Enfin, la troisieme associe un fluide incompressible & un fluide dont
la densité ne varie pas avec la pression. On retient dans ce travail la troisieme définition en notant
que la densité du mélange peut cependant varier avec la fraction massique et éventuellement avec
la température pour des problemes anisothermes.

4en valeur absolue
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4.3.1 Modele quasi-incompressible

Nous présentons dans ce paragraphe les conséquences de la condition d’incompressibilité dans
le cadre de sa définition thermodynamique. Nous suivons ici les arguments de Lowengrub et
Truskinovsky [99] pour introduire cette définition dans le cadre d’une thermodynamique classique
et nous montrons qu’elle est thermodynamiquement cohérente pour la relation de Gibbs (4.16)
dans le cadre de la théorie du second gradient. Nous présentons ensuite le systeme d’équations
résultant en précisant quel peut étre son intérét pour la prise en compte du changement de phase
et enfin, nous apportons quelques remarques sur la fermeture thermodynamique du modele.

Condition d’incompressibilité

Avant d’introduire la condition d’incompressibilité, il est utile de revenir sur la relation (4.36)
qui indique que 'on peut confondre ’enthalpie libre g & son homologue classique g°. Pour s’en
convaincre définitivement, il suffit d’utiliser la relation (4.23) et la transformation de Legendre
(D.17) reliant 1’énergie libre a ’enthalpie libre :

B of o of°
g—f+p<8—p>c’T—f +p<3P>C,T (4.47)

Par conséquent, lorsque 1'énergie interne du mélange est donnée par (4.7), 'enthalpie libre g

correspond a ’enthalpie libre classique ¢°.

A présent, introduisons la condition d’incompressibilité pour le mélange. Pour un mélange in-
compressible, la relation p = p (¢, T) joue le role d’équation d’état. Dans ce cas, la pression p° a
plutot la signification d’une pression dynamique puisqu’elle ne peut plus étre déterminée & partir
de sa définition thermodynamique mais est solution des équations de transport. En reprenant
les arguments de Lowengrub et Truskinovsky [99], la transformation de Legendre (D.17) reliant
I’énergie libre a 'enthalpie libre devient dégénérée pour un mélange incompressible ; en revanche,
une description thermodynamique & partir de 'enthalpie libre reste valable et, a partir de (D.20),
on peut encore écrire les relations :

B ago ago ago
1_ o _ o — _ 4.4
P <8p0>c,T o ( dc )pO,T e <6T>p0,c ( 8)

De méme, pour un mélange incompressible, on peut encore définir ’énergie libre a partir de

I’enthalpie libre par la transformée de Legendre :

a o
@ e,T) =g ecT)—p° <390> (4.49)
p c,T

Pour un mélange incompressible, la densité ne dépend pas de la pression et, a partir de la
définition (4.48) de p, on peut écrire la définition équivalente :

8290
p— 4.
(52),, (4

Les relations (4.49) et (4.50) montrent que I'enthalpie libre classique d’un mélange incompressible

est une fonction linéaire de la pression p° et peut s’écrire sous la forme :

o

p
p(c,T)

go (po, Gy T) = fo (C’ T) + (451)

A partir de (4.48) et (4.51), on obtient ainsi :

o —1
= (5 ), o (550), 4
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La relation (4.52) montre que pour un mélange incompressible, le potentiel chimique classique
du mélange p° dépend explicitement de la pression dynamique p°.

Ce résultat reste valable en théorie du second gradient puisqu’on a montré que les enthalpies
libres g et g° étaient les mémes. Pour s’en convaincre, on peut montrer facilement que ces
développements sont completement cohérents avec I'identité de Gibbs (4.16). Dans un premier
temps, il est intéressant de remarquer que la relation (4.51) avec (4.23) peut s’écrire sous la
forme équivalente :

0,0 T.Ve) = g (0", e.T) - (p" -2 (w>2) < : pg)T (453)

D’autre part, si on se place pour simplifier dans le cas isotherme et que 'on écrit I'identité de
Gibbs (4.16) pour la différentielle df en posant directement p = p(c), on obtient :

df = (MO - <p0 - % (Vc)2> <3g01>> de + %Vc Ld(Ve) (4.54)

(). (0) £ (5
Ve p Ve

alors, les relations (4.54) et (4.55) conduisent directement a la relation (4.52).

enfin, en remarquant que :

Systéme d’équations

On montre que les équations de transport d’un mélange incompressible sont les mémes que celles
d’un mélange compressible, en revanche la pression p° a désormais la signification d’une pression
dynamique, I’équation d’état du mélange est donnée par la relation p = p(c,T') et les potentiels
chimiques classiques et généralisés dépendent explicitement de la pression dynamique. Dans le
cas isotherme, les équations de transport (4.17)-(4.19) deviennent :

1 dp p'(c) de

V-v = _ME:_,O(C)% (4.56)
pA% = V(5 (4.57)
'O(C)Cfi_:f, = —-VP+V. ()\ (Ve)’ I - AVe® Vc) +V.-1+p(c)g (4.58)

ou la mobilité x est toujours définie par (4.18) et ou les relations entre les pressions p° et P et
les potentiels chimiques généralisés i1 et g sont les mémes que pour un mélange compressible.
L’équation (4.56) montre que la vitesse du mélange n’est pas nécessairement a divergence nulle,
en particulier a l'intérieur de la couche capillaire. Un tel mélange est appelé mélange quasi-
incompressible [86, 99] pour le distinguer d’un mélange incompressible pour lequel V - v = 0.
Cette quasi-incompressibilité du mélange n’exclut pas la possibilité de contraction-expansion et,
des lors, cela signifie qu’un tel modele serait a priori capable de prendre en compte le changement
de phase.

Fermeture thermodynamique

A ce stade, si I’on souhaite pouvoir utiliser le modele, il est nécessaire de se donner une fermeture
thermodynamique. En d’autres termes, il faut se donner une expression pour ’enthalpie libre du
mélange et en particulier préciser la relation p = p(¢, T). Nous rappelons que du point de vue des
applications, le modele quasi-incompressible ne sera pas utilisé dans ce travail. Nous présentons
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cependant dans ce paragraphe une fermeture thermodynamique possible pour illustrer un peu
plus le modele quasi-incompressible. De plus, nous nous appuierons sur cette fermeture dans le
cadre du modeéle Boussinesq. Signalons que le contenu de ce paragraphe est issu d’un début de
réflexion mené avec Jamet et Fouillet [82] sur la prise en compte du changement de phase dans
le cadre des modeles de type Cahn-Hilliard.

Pour des solutions dites réguliéres, ’enthalpie libre spécifique du mélange peut s’écrire [31, 112] :

9° %, T) = (1 —c)g7 0, T) +cgs (°,T) + ? (1=¢)ln(1—c)+clne)+xe(l —c) (4.59)
m
ou g7 et g5 sont les enthalpies libres des corps purs dans le mélange, v, est le volume molaire
du mélange, R est la constante de Boltzmann et x est un parametre d’interaction. Le volume
molaire du mélange dépend a priori de la composition et de la pression [30] mais on supposera
ici pour simplifier que v,, est une constante et on posera r = R/v,,. A pression et température
constantes, la variation d’enthalpie libre Ag® (c) s’écrit a partir de (4.59) :

Ag°(c)=rmT(1—c)ln(1—c¢)+clne)+xec(1—c¢) (4.60)

Notons que le fait d’avoir considéré le volume molaire du mélange comme constant conduit a
une variation d’enthalpie libre Ag® indépendante de la pression. La limite de métastabilité du
mélange est donnée par la condition :

0?Ag° T

922 =0=c(l—c)=—

o (4.61)

Si c. et T, désignent les coordonnées du point critique, la condition (4.61) conduit & l'existence
d’un point critique ¢, = 1/2 pour x = 2r7.. En posant Ac = (¢ —c¢.) /c., on peut obtenir
une forme polynémiale de Ag® (¢) au voisinage du point critique pour 7' < T, & partir d’un
développement en séries de Taylor autour de Ac :

Ag” (e) =

16§T (C ca —;— %) (¢ — ca) (¢ — cg) (4.62)

= L3 __1 P N Y (4.63)
2 2 2 "o\ T

A partir de (4.62), I'expression (4.59) peut s’écrire au voisinage du point critique :

oll on a posé :

(c—ca)’(c—cp)?+C (4.64)

4rT
go (po, ¢, T) = (1 - C) gcl) (po’ T) + ng (po’ T) + ?

ou C est une constante d’intégration pouvant étre choisie telle que Ag® (co) = Ag® (cg) = 0. A
ce stade, si on retourne a l'expression (4.51) de l'enthalpie libre et a la définition (4.48) de la
densité du mélange, on peut identifier :

fo(e,T) = art (c— cOé)2 (c— 05)2 +C (4.65)

p e T) = é}ii)T c<‘99%;7];9(1)>T5a(T)c+b(T) (4.66)

Ainsi, comme 'on pouvait s’y attendre, le fait d’avoir considéré le volume molaire du mélange

indépendant de la composition et de la pression conduit a la loi de mélange (4.66) dite simple
pour laquelle le volume spécifique reste constant au cours du mélange.
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4.3.2 Modele Boussinesq

Dans ce paragraphe, on montre que dans le cadre d’une approximation de Boussinesq, les équa-
tions de transport du mélange quasi-incompressible dégénerent naturellement vers le modele
isotherme Boussinesq de type Cahn-Hilliard proposé par Jacqmin [79].

Dans le cas isotherme et dans le cadre d’une approximation de Boussinesq, c’est-a-dire lorsque les
variations de p en fonction de ¢ sont négligées sauf dans la contribution du terme de pesanteur,
les équations de transport (4.56)-(4.58) du modele quasi-incompressible deviennent :

Vv =0 (4.67)
d
C — V. (kVpR) (4.68)
dt
dv 2 ~
P = —VP+V. (A (Vo)1 — AVe® vc) +V T+ 50 (4.69)
avec .
T=n(Vv+Vv') (4.70)

ou dans (4.69) p désigne la déviation par rapport & la la densité moyenne du mélange p (i.e. P
contient la contribution hydrostatique). Ainsi, dans le cadre d’une approximation de Boussinesq,
I'équation de conservation de la masse se réduit a la condition d’isovolume classique (4.67). Dans
Péquation de Cahn-Hilliard (4.68), la mobilité » a été redéfinie telle que k = ¢ 1c2 (1 — ¢)? et le
potentiel chimique généralisé pp est donné par :

pil = pp’® — AV2c = F% (¢) — A\V?¢ (4.71)

ou l'énergie libre volumique classique caractérise I'immiscibilité partielle (interface diffuse) des
deux constituants et dépend uniquement de la composition du mélange. Nous adopterons dans
ce travail la forme (4.65) pour I’énergie libre volumique.

Le systeme (4.67)-(4.71) correspond au modele Boussinesq de type Cahn-Hilliard présenté par
Jacqmin et la forme (4.69) correspond a la forme conservative des équations du mouvement.
Dans le cas Boussinesq, les formes potentielles peuvent s’écrire sous la forme :

dv - - ~

pgr = ~Voin —cVpi+V T+ p(0)g (4.72)
d ~ ~
pd—: = —Vpg+puVe+V - -T+p(0)g (4.73)
avec .

~ o ~ A 2
pp1 = P+ F°—cpu— 3 (Vo) (4.74)
pg = pp1+cpp (4.75)

La forme potentielle (4.72) correspond également & la forme potentielle présentée par Jacqmin et
nous retrouvons également la relation entre la pression P dite vraie et la pression ppiq soutenant
la condition d’isovolume (4.67). Dans un contexte incompressible et dans le cadre d’une approxi-
mation de Boussinesq, il est possible de redéfinir la pression et les formes (4.69), (4.74) et (4.75)
illustrent que pour une pression dynamique donnée, P, pp1 ou pg, la contribution capillaire
s’écrit sous une forme conservative, potentielle en ¢Vpp ou potentielle en puVe.

Enfin, dans le cas Boussinesq, les conditions d’équilibre (4.26) et (4.27) peuvent s’écrire sous la
forme :

pii = pp® — AV3e = plicg (4.76)
pin = puf 4+ AVie = piiieg (4.77)

En reprenant la terminologie de Jacqmin, nous appellerons désormais pg, pji et ppi1 les potentiels
chimiques généralisés ou pseudo-pressions ou encore pressions.
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4.3.3 Interfaces planes en équilibre

On détermine dans ce paragraphe le profil du parametre d’ordre dans la couche capillaire pour
une interface plane séparant les deux phases « et § d’un mélange isotherme a 1’équilibre mé-
canique. L’étude des interfaces planes en équilibre est une étude classique en théorie du second
gradient, elle permet non seulement de déterminer le profil du parametre d’ordre mais égale-
ment les propriétés intrinseques que sont ’épaisseur de l'interface et la tension de surface. Nous
reprenons ici principalement les développements présentés par Jamet [81] dans le cas fluide pur
et ceux de Jacqmin [79] dans le cas fluide binaire.

Profil du parameétre d’ordre

Dans le cas isotherme, I’énergie libre volumique du mélange s’écrit sous la forme :
A
F(p,e,Ve) = F* (p,c) + 5 (Ve (4.78)

La donnée de la partie classique de ’énergie libre constitue la fermeture thermodynamique du
modele. Dans le cas incompressible et dans le cadre d’une approximation de Boussinesq, ’énergie
libre classique ne dépend pas de la densité du mélange et on peut écrire la forme générale :

F?(p,c) = BY¥ (c) (4.79)

La donnée du coefficient § et de la fonction W constitue alors la fermeture thermodynamique. A
partir de (4.79) et de expression (4.65) de I’énergie libre classique du mélange au voisinage du
point critique, on a :

Fo(e) = B(c - ca)? (e - ca)? (4.80)

Pour une interface plane a I’équilibre, la seule variable d’espace a considérer est la coordonnée
d’espace = normale a I'interface notée et on peut écrire a partir de la condition d’équilibre (4.76) :

av d’c
PR= P = Aog = Plieq (4.81)
ol on rappelle que pfieq est la valeur a ’équilibre de pp qui ici, pour la forme (4.80), correspond
a plicg = 0. On obtient ainsi en multipliant par dc/dx les deux membres de 'égalité précédente :

d?c de av

A partir d’une intégration par parties du premier membre, on a :
g T
d2c de Al de\?]”
A——dr=—||— 4.83
/ dz?dz " T 2 [<dm> ] (483)
Ty T

Soit, si on suppose que le parametre d’ordre ne subit pas de variations dans les phases :

s
d?c de

On en déduit ainsi la contrainte que doit vérifier la fonction ¥ :
VU (ca) = VY (cp) (4.85)

Cette contrainte est automatiquement vérifiée par la forme (4.80).
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Afin de déterminer le profil du parametre d’ordre, la démarche précédente est reprise en intégrant
cette fois de x, & x. L’intégration conduit a la relation :

T

d?c de A [de\?
Rl == 4.
/)\dac2 dz dx 2 (dm) (4.86)
Soit, & partir de (4.82)
A [de\?
2(5) = Bu ) - 50 () = (0 (4.87)
c’est-a~dire :
e _ P4, (4.88)
U (c) A

A partir de la forme particuliere de la fonction ¥, on obtient en intégrant les deux membres de
I’équation précédente le profil analytique du parametre d’ordre

- —ca [2
c(z) = % * Ca + B anh <Cﬁ Ca —Bm> (4.89)

2 2 2 A

A ce stade, on introduit les nombres sans dimension $* et \* définis par [80] :

o3*

)
€

6=

A =eo\* (4.90)

oll, nous allons le voir, € représente ’épaisseur de l'interface. A partir des relations donnant 3 et
A en fonction des grandeurs sans dimensions 8* et A*, le profil du parameétre d’ordre s’écrit sous

cg+co Cg— Cq cg—Co |20*
c(x) = 62 + 62 tanh( 62 1/ ﬁ%) (4.91)

Epaisseur de l’interface et tension de surface

la forme équivalente :

La donnée du profil, ou de maniére équivalente la donnée de I’énergie libre, conduit a deux
propriétés intrinseques du modele : I'épaisseur de l'interface et sa tension de surface. Dans le
cadre d’un traitement classique des interfaces (i.e. épaisseur nulle), nous avons vu que la tension
de surface correspondait a un exces d’énergie concentré a l'interface, c¢’est-a-dire ici :

+o00 s g
d )
o= / A(Ve)? da = /A <£) de = A\/?/ VI (0)de = (e — ca)? f_g (4.92)

En suivant la démarche proposée par Jacqmin [80], on introduit les nombres adimensionnés \*
et 0* dans la relation précédente afin d’obtenir une relation simple entre A\* et G* :

3 [ABF
(g —ca) T 1 (4.93)

D’autre part, a partir du profil du parametre d’ordre, on peut définir I’épaisseur € de 'interface

a partir de 'approximation :
cg — Ca

€= ——F —— 4.94
max (¢ (x)) (4.94)
Le maximum de la dérivée du parametre d’ordre dans la couche capillaire étant donné par :

max (' (z)) = \/? max < \I!(c)) = @ ? (4.95)

ca<c<cg
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Soit :

1 8\
on 4.96
cg—ca\l B ( )

€ =

En introduisant les nombres 5* et A* dans la relation précédente, on obtient une deuxieme

1 [ 8A*
= 1 4.
cg—ca \| B* (4.97)

Les relations (4.93) et (4.97) permettent ainsi de déterminer completement le couple (A\*, 3*)

relation entre B* et A* :

pour ¢, et cg données :

) 3 N 12
N=— o = (4.98)
2(cp —ca) (cg — ca)

4.4 Résolution numérique du modele Boussinesq

Dans cette partie, nous présentons la résolution numérique du modele Boussinesq décrit précé-
demment. Nous commencons dans un premier temps par décrire le schéma en temps du systeme
d’équations couplées du modele puis, dans un deuxieme temps, nous présentons la discrétisation
spatiale qui, rappelons-le, pour les problemes considérés dans ce travail, doit permettre de traiter
des géométries complexes (e.g. présence d’obstacles).

Le schéma en temps s’inspire des schémas utilisés pour les méthodes de type Level Set et du
schéma proposé par Boyer [27] et consiste a résoudre le systéme & partir d’'une méthode & pas
fractionnaires. La premiere étape consiste a résoudre I’équation d’évolution du parametre d’ordre,
c’est-a~-dire I’équation de Cahn-Hilliard, et la deuxieme a résoudre le probleme vitesse-pression
des équations du mouvement. Nous verrons que pour ces deux étapes, les potentiels chimiques
généralisés jouent un role essentiel.

Comme nous 'avons signalé, la discrétisation spatiale ne doit pas étre limitée a des domaines
rectangulaires et doit permettre d’effectuer des simulations numériques pour des géométries
assez complexes. Dans ce contexte, on peut envisager trois types de méthodes : une méthode
volumes finis en maillage structuré et a mailles décalées, une méthode de type volumes finis en
maillage non structuré et enfin une méthode éléments finis. Dans la premiére méthode, il est
possible de prendre en compte la présence d’obstacles dans le domaine de calcul a partir d’'une
méthode de pénalisation (i.e. domaine fictif), le lecteur intéressé pourra se reporter & Angot et
al. [7] pour une présentation de la méthode de pénalisation et a Boyer [26] pour une application
de la méthode dans le cadre d’un modele de type Cahn-Hilliard. Si cette approche bénéficie
des avantages du maillage structuré de type MAC (simplicité, robustesse, ...), elle nécessite
cependant une discrétisation spécifique sur les bords du domaine fictif [26] et il semblerait qu’elle
pose certaines difficultés pour les conditions d’angle de contact. Ce type de méthode n’apparait
donc pas pleinement satisfaisant et nous nous sommes dirigés vers des méthodes permettant
d’utiliser un maillage non structuré. Dans ce travail, le schéma de discrétisation spatiale s’inscrit
dans le cadre d’'une méthode éléments finis. A notre connaissance, le schéma proposé constitue
une contribution originale pour la résolution complete (i.e. transport du parametre d’ordre et
hydrodynamique) des modeles de type Cahn-Hilliard.

4.4.1 Discrétisation temporelle

La résolution numérique en temps du modele Boussinesq s’appuie sur une méthode a pas frac-
tionnaires en deux temps. Au cours d’un pas de temps At = ¢,,41 —t,, la premiere étape consiste
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a résoudre 1’équation de transport du parametre d’ordre pour un champ de vitesse connu a l’ins-
tant t,,. La deuxieme étape consiste ensuite a résoudre les équations du mouvement ou les termes
capillaires sont connus par la premieére étape. Ainsi, le principe du découpage en temps revient a
traiter explicitement la vitesse dans ’équation de Cahn-Hilliard et a expliciter les termes de cou-
plage capillaire dans les équations du mouvement. Nous présentons dans les deux paragraphes
suivants les détails de la discrétisation temporelle.

Equation de Cahn-Hilliard

La premiere étape de l'algorithme en temps consiste a résoudre 1’équation d’évolution de la
fraction massique. Pour ¢” et v" connus a l'instant t,, I’équation de Cahn-Hilliard est discrétisée
en temps de la maniere suivante :

+vh. Vet = v (/inﬁ"H)
pﬁnJrl _ pluo (cn+1) _ )\V2Cn+1 (499)

BC:n Vpa"t'=0 , n- AV =—F/ (")

Le terme instationnaire est ainsi discrétisé a partir d’un schéma d’Euler implicite d’ordre 1, le
terme convectif est semi-implicite dans le sens ou la vitesse est explicite et la fraction massique
est implicite et enfin le flux diffusif est implicite.

Sous cette forme, le calcul des dérivées en espace d’ordre élevé dans le terme de diffusion est

n+1 est remplacée par la

évité et la résolution de I’équation de Cahn-Hilliard a une inconnue ¢
résolution du systeme (4.99) & deux équations et deux inconnues c¢"*! et p"*!. Dans ce travail,
nous considérons des conditions aux limites de Neumann pour le potentiel chimique généralisé
et la fraction massique. La premiere est une condition de flux de diffusion nul au travers des
parois (systéme fermé) et la deuxiéme caractérise I’angle de contact de la couche capillaire a la

paroi.

Equations du mouvement : méthode de projection

La deuxieme étape de ’algorithme en temps consiste a résoudre les équations de quantité de mou-
vement du mélange sous la contrainte d’incompressibilité. Dans ce travail, le probleme vitesse-
pression est résolu a partir d’'une méthode de projection qui, rappelons-le, s’inscrit dans le cadre
d’une approche par éléments finis.

Les méthodes de projection, ou méthodes de correction de pression, pour résoudre les équations
du mouvement sont des méthodes de marche en temps a pas fractionnaires qui consistent a
découpler le calcul de la vitesse et de la pression. Ces méthodes, initialement proposées par Chorin
[43] pour les écoulements incompressibles sans variation de densité, sont largement utilisées
dans le cadre de la simulation numérique directe des écoulements diphasiques dans un contexte
incompressible, e.g. méthode Level Set [139] ou Front-Tracking [87], et ont été étendues aux
écoulements faiblement compressibles, e.g. dans [46] pour les modeles de type faible nombre de
Mach.

On se propose dans un premier temps d’exposer brievement la méthode de projection dite non-
incrémentale pour résoudre la forme conservative (4.69) avec pression mécanique P des équations
du mouvement.

Nous adoptons pour les équations du mouvement un schéma d’Euler implicite d’ordre 1 pour le
terme instationnaire, un schéma semi-implicite pour le terme convectif, explicite pour les termes
de couplage capillaire et de gravité (i.e. solutions de la premiere étape), et implicite pour le
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terme diffusif. Ainsi, la deuxiéme étape consiste, pour ¢"! et v" connus, & calculer v**! et
P+ solutions de :

B AR VA" v = L SRS VA s VA S L

(4.100)

BCl:v"™' =vp, BC2:t-v"' =0, P""l=0
BC3:n~V(t‘,-v"‘"1):07 n-v"'H:O, n-vprtl —

Dans ce travail, nous considérons des conditions aux limites de Dirichlet BC1 (entrainement ou
non glissement), de sortie BC2 et de symétrie BC3.

Le principe de la méthode de projection dite non-incrémentale pour résoudre (4.100) consiste &
découpler les effets d’advection-diffusion de la contrainte d’incompressibilité : pour chaque pas
de temps At, le probleme (4.100) est décomposé et est résolu en deux sous-étapes de la maniere
suivante :

(1) Etape d’advection-diffusion du champ de vitesse

vntl _yn ol L il )

pT—i—pV"-Vv"Jr =V .- T 4 v. 7 g prtlg
(4.101)

BC1:v""l =vp, BC2:t-v""1=0

BC3:n -V (t-v"") =0, n-v""=0

(i7) Etape de projection
( Vn+1 _ ‘A,nJrl .
+1 _ o

P AL + VP

V.vitl =0
(4.102)

BCl:v"l=vp, BC2:t-v"tl=0, P"l=0
BC3:n-v"' =0, n VP =0

On peut vérifier qu’en sommant (4.101) et (4.102), on retrouve bien le probléme de départ
(4.100). L’étape (4.101) correspond & l'étape de transport-diffusion de la vitesse qui conduit a
une vitesse estimée v tandis que le probleme de type Darcy (4.102) correspond a l’étape de
projection de la vitesse estimée sur le sous-espace des vitesses a divergence nulle. Cette derniere
étape permet de déterminer le couple v*1, P"*+! sous la contrainte V - v+ = 0.

La version incrémentale améliore la précision en temps de 1’algorithme (4.101)-(4.102) et consiste
a prédire dans ’étape d’advection-diffusion une meilleure estimation de la vitesse intermédiaire
v+ en recouvrant la consistance avec I’équation de départ avec un gradient de pression estimé
a linstant t,,. Dans le cas de la version incrémentale, les deux sous-pas (i) et (i7) deviennent :

(1) Etape d’advection-diffusion du champ de vitesse

{,nJrl — v

A v Vvl = VP 4 V. T 4 vt g pitlg

p

(4.103)
BCl:v"' =vp, BC2:t-v""1=0, P"=0
BC3:n-V(t-¥"") =0, n-v"'=0
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(77) Etape de projection

n+1 on+1

(v -V
N
V.-vrtl =

+V (P —P") =0

(4.104)
BC1 :vn+1:VD7 BCQtVn+1:0, Pn+1:O
BC3:n - vl =0, n-VP"=0, n-VP" =0

Ici encore, on peut vérifier qu’en sommant (4.103) et (4.104), on retrouve bien le probleme de
départ (4.100).
Une solution possible pour résoudre 'étape (ii) consiste & déterminer P"*! solution dun pro-
bleme de Poisson en prenant la divergence de la premiere équation du probleme de Darcy sous
la contrainte V - v**! = 0. Une fois P! connue, la vitesse estimée v est ensuite projetée a
partir de la premiere équation du probléeme de Darcy. L’étape de projection se décompose ainsi
en deux sous-étapes que nous notons (i-a) et (ii-b). Dans le cas de la version incrémentale, ces
deux sous-étapes sont :
Pour P" et v"*! connus, résoudre une équation de Poisson pour la pression complétée par une
condition de Neumann homogene pour la correction de pression :

(i-a) Probléeme de Poisson pour la pression

2pn+1 _ 2pn | P o sntl
VP = VP +AtVV

BC:n-V (P" —P") =0
(4.105)

BC2: Pt =0
BC3:n-VP"=0, n-VP"'l =90

Une fois que P™*! est connue, la vitesse v est donnée explicitement par le probleme :
(#-b) Correction du champ de vitesse estimé

Vn+1 _ ‘A,n—i—l

_ n+l _ pn
p A7 = V(P 73)

(4.106)
BCl: vl =vp, BC2:t-v"tl =0
BC3:n vl =0

D’autres solutions sont possibles pour résoudre 1’étape de projection. On peut par exemple
reprendre la démarche précédente conduisant aux deux-sous étapes (ii-a) et (ii-b) dans un cadre
discret. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire d’introduire la condition aux limites supplémentaire
de Neumann homogene pour la correction de pression, souvent appelée condition aux limites
non physique dans le sens ou elle n’apparait pas dans le probleme mixte vitesse-pression initial.
En revanche, le cout de la résolution de I’équation de Poisson est généralement beaucoup plus
élevé puisque, dans le cadre discret, I'opérateur laplacien est un produit de matrices et met en
jeu I'inverse de la matrice masse associée au champ de vitesse. Une autre possibilité consiste a
résoudre directement le probleme mixte de Darcy (4.104) a partir, par exemple, d’un algorithme
d’Uzawa. Le lecteur intéressé pourra se reporter a Guermond [70] pour une présentation et une
discussion détaillée de ces trois types d’approximations dans un contexte éléments finis.

A ce stade, nous avons présenté une méthode de projection incrémentale pour la forme conser-
vative des équations du mouvement avec pression mécanique P. Nous avons vu qu’il existait
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d’autres formes équivalentes des équations du mouvement : la forme potentielle en enthalpie
libre pg et la forme potentielle en potentiel chimique généralisé ppi1. Pour ces deux dernieres
formes, pg et ppuy jouent également le réle d’une pression et on peut reprendre la méthode de
projection décrite précédemment en utilisant pg ou ppy au lieu de P. Pour s’en convaincre, il
faut revenir au concept de la méthode de projection qui se base sur la décomposition de Hodge
séparant un champ de vecteur arbitraire en deux composantes orthogonales : I'une a divergence
nulle et 'autre s’écrivant comme le gradient d’un champ scalaire. Le lecteur intéressé par une
présentation détaillée du concept de projection pourra se reporter a Coré [45]. Nous reprenons
ici quelques uns de ces développements a titre pédagogique et aussi afin d’illustrer le role de pg
et pp1 pour le modele Boussinesq.

Pour un champ de vecteur w, la décomposition de Hodge s’écrit sous la forme :
w=wy+ Vo (4.107)

ol wy et ¢ sont solutions respectivement du probléeme aux limites (I) et du probleme elliptique

(II) suivants :

(I){V-wd = 0, sur( (1n) { V¢ = V-w, sur(

n-wyg = 0, surdf) n-Vo¢ = n-w, surdf)

Si P est l'opérateur de projection orthogonal qui projette un champ de vecteur w sur Iespace
des vecteurs a divergence nulle, i.e. P (w) = wy, la composante gradient de (4.107) est donnée
par : Vo = (I — P) (w) et l'opérateur P possede les propriétés : P (Vo) =0 et P (wy) = wg.
L’opérateur de projection P appliqué a la forme conservative des équations du mouvement
permet d’écrire le probleme sous la forme d’une seule équation d’évolution pour la vitesse en
posant w = —pv-Vv+V - T+ V. -1T+pget o =P :

ov

pE:P(—pv~Vv+V-T+V-T+ﬁg) (4.108)

ou ici P vérifie I'équation :
VP=0-P)(—pv-Vv+V -T+V. 1+ pg) (4.109)

Ainsi, le probleme de Darcy de la méthode de projection correspond bien & une étape de pro-
jection puisqu’il est équivalent a :
vt =P (vt (4.110)

avec ¢ = P"*! pour la version non incrémentale et ¢ = P! —P" pour la version incrémentale.
On comprend ainsi facilement que I'on peut choisir ¢ = pg ou ¢ = pji1 pour une forme potentielle
puisque pg ou ppy interviennent par leur gradient dans les équations du mouvement.

Contrairement & Jacqmin [79] qui utilise la pseudo-pression pji; dans un contexte volumes finis
a mailles décalées, nous pensons que dans un contexte différent, ici les éléments finis, la pseudo-
pression pg doit étre préférée a pp1. Nous en verrons les raisons un peu plus loin. Ainsi, nous
travaillons avec pg et I'algorithme de la méthode de projection incrémentale s’écrit finalement :

(1) Etape d’advection-diffusion du champ de vitesse

{,nJrl — v

A + pv" - vyt — —Vpg" + pﬁn+1Vcn+1 +V.4nt ﬁn—Hg

p

(4.111)
BCl:v" ™l =vp, BC2:t-v""'=0, pg"=0
BC3:n-V(t-v") =0, n-v""=0
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(7-a) Probleme de Poisson pour la pression

V2pgntl = V2pg" + év_orﬂrl

BC: n-V(pg"+1 —pg") =0

(4.112)
BC2: pg" ™t =0
BC3:n-Vpg" =0, n-Vpg"!l=0
(i-b) Correction du champ de vitesse estimé
Vn+1 _ ‘A,n—i—l
a7 = V(""" = pg")
(4.113)

BCl: v =vp, BC2:t-v"1=0
BC3:n-v"tl =0

4.4.2 Discrétisation spatiale : méthode éléments finis

Cette partie est consacrée a la discrétisation spatiale des équations de transport du modele
Boussinesq par une méthode éléments finis dans le cadre de 'approximation de Galerkin. Nous
présentons dans un premier temps la discrétisation de I’équation de Cahn-Hilliard puis les trois
étapes de la méthode de projection incrémentale décrite précédemment.

Nous noterons Zj, la triangulation du domaine® et K les éléments finis de Zj,. Nous associerons
a T, les espaces d’approximation® Sy, V, () € H' (Q2) définis comme les espaces engendrés par
les fonctions continues et polynomiales respectivement d’ordre k = 1 et k = 2 par morceaux sur
Ih .

S o= {s,€C”(Q); VK € Ty, sp|y € P} (4.114)
Vi = {v, €C(Q); VK €Iy, vp|y € P2} (4.115)

ou IPy désigne I’élément fini de Lagrange triangulaire d’ordre k.

Nous utiliserons dans ce travail une approximation IP; pour la fraction massique, le potentiel
chimique généralisé et la pression et une approximation IPy pour la vitesse. Nous noterons cy,
Plh, pgn et vy les approximations de la fraction massique, du potentiel chimique généralisé, de
la pression et de la vitesse.

Afin de ne pas alourdir les notations et de ne pas introduire d’espace d’approximation supplé-
mentaire, nous noterons simplement que les fonctions d’essais ¢y, ppip et pgp appartiennent a
Sy et que vy, appartient a Vj,. Ces fonctions d’essais vérifieront les conditions aux limites des
solutions. De la méme maniere, nous noterons ¢y, et 1, les fonctions tests appartenant respecti-
vement aux espaces d’approximations Sy, et V), et ces fonctions tests vérifieront” des conditions
de Dirichlet homogenes la ou les fonctions d’essais vérifient des conditions de Dirichlet.

Enfin, signalons que nous ne rentrerons pas dans les détails de 1’établissement des systemes
algébriques et des intégrations numériques, cela serait inutile dans le sens ou nous utilisons des
approximations classiques et cela alourdirait inutilement la lecture de cette partie.

5Pour simplifier, le domaine Q est supposé étre de forme polyédrique

SH' (Q) est 'espace de Hilbert : espace des fonctions w appartenant & L? (Q), i.e. Pespace des fonctions a
carré intégrable sur (2, et possédant des dérivées premieres w™ au sens des distributions appartenant également
a2 (@), H' (9) = {we 12(@) , wV € L* (@)}

"selon I’équation testée, i.e. équation de la fonction d’essai
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Equation de Cahn-Hilliard

Dans le cadre d’une approximation de Galerkin, les formulations faibles associées a la premiere
étape s’écrivent apres deux intégrations par parties : pour n > 0, trouver ¢ h+ € Sy et p,uh+ €Sy
tel que Vp, € Sy, :

n+1 n
/@h (% + Vi - Vcn+1> dQ+/V90h'KVPﬁZ+1dQ = 0 (4.116)
o o

/ap (p,uZ'H o’ (CZ—H)) ds) — /chh : )\VCZH dQ) — jé(pth' (CZ+1) do = 0 (4.117)
Q Q o0

Notons ici que la formulation faible (4.116) contient implicitement la condition aux limites n
Vppp, = 0 et (4.117) fait apparaitre naturellement la condition d’angle de contact de la couche
capillaire a la paroi.

En développant c¢j, et ppy & partir des fonctions de base ¢y, P :

(X, tn+1) Z% A pin (X tasn) Z% x) ppiy (4.118)

ol ¢; et ppij sont les valeurs nodales de ¢y, et pjip, les formulations faibles précédentes conduisent
a un systeme non linéaire. Ce systéme est alors linéarisé a partir d’'une méthode de Newton avec
une jacobienne exacte. Le systéme linéaire est ensuite résolu avec une méthode GMRES avec
un préconditionnement SSOR. En pratique 1 a 5 itérations sont nécessaires pour atteindre une
convergence en 107¢ sur les incréments Ac; et Appi;.

Contrairement a Boyer [27] qui utilise un schéma décentré TVD pour la partie transport de
I’équation de Cahn-Hilliard, nous n’avons pas jugé utile d’introduire une stabilisation et nous
avons conservé, comme Jacqmin [79], une discrétisation centrée du terme convectif. Pour les
calculs présentés plus loin, nous n’avons pas observé de différences significatives lorsqu’une tech-
nique de stabilisation était utilisée.

Equations du mouvement - Méthode de projection

Dans le cadre de 'approximation de Galerkin, la méthode des éléments finis pose deux difficultés
pour résoudre le probleme vitesse-pression. La premiere difficulté provient de la formulation
mixte associée au probleme de Stokes limitant le choix des espaces d’approximation pour la
vitesse et la pression en raison de la condition de Basbuska-Brezzi ou condition "inf-sup”. En
effet, la méthode de projection ne permet généralement pas de s’affranchir de cette condition.
La deuxieme difficulté provient de 'opérateur de transport qui, dans le cadre de 'approximation
de Galerkin, conduit & un schéma centré inconditionnellement instable dans les zones ou la
solution n’est pas suffisament réguliere. Signalons que ce dernier probleme était évidemment
également présent pour I’équation de Cahn-Hilliard mais le terme d’anti-diffusion est suffisant
pour stabiliser le parametre d’ordre dans la couche capillaire.

Ces difficultés sont bien connues, la premiere peut étre levée en choisissant I’espace d’approxi-
mation IP5-IP1 pour le couple vitesse-pression et nous nous plagons dans ce cadre.

En ce qui concerne la deuxieme difficulté, plusieurs techniques ont été proposées pour réaliser
une stabilisation de l'opérateur de transport. On peut citer entre autre la méthode des caracté-
ristiques, les méthodes mixtes éléments/volumes finis avec schémas décentrés comme Galerkin
discontinu et enfin les méthodes éléments finis stabilisées comme GLS (Galerkin-Least-Squares)
et SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin). Les méthodes GLS permettent d’une part de
pouvoir utiliser des espaces d’approximation qui ne satisfont pas la condition inf-sup, et qui
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d’autre part assurent une stabilisation suffisante a I’approximation de Galerkin pour 'opérateur
de transport sans compromettre la consistance. D’un autre coté, les méthodes SUPG ne per-
mettent généralement pas de résoudre les problemes associés a la condition inf-sup, en revanche
elles conduisent & une stabilisation consistante de 'opérateur de transport et sont bien adaptées
dans le cas ou le probleme du couplage vitesse-pression est traité a partir d’'une méthode a pas
fractionnaires telle que la méthode de projection.

On présente ici les formulations faibles associées aux trois étapes (4.111), (4.112) et (4.113) de
la méthode de projection incrémentale. Dans un premier temps, 1'étape (i) d’advection-diffusion
est décrite dans le cadre de 'approximation de Galerkin puis, on décrit & partir de cette ap-
proximation la formulation SUPG conduisant a une stabilisation de la partie transport.

Etape (i) - Advection-diffusion

La formulation faible associée a ’étape (4.111) s’écrit : pour n > 0, trouver \AIZ'H €V, tel que
Vb, € V), avec 9, |5o = 0 1a ou les fonctions d’essais v, vérifient des conditions de Dirichlet :

An-i—l vn
/Tﬁh 7’1 +pvi - VYT - v #t ) a0
= /wh - =Vpgn + puh+1Vc"+1 + 7 (ep)" g) dQ) (4.119)

ou on a noté :
it = (Ve wvpt) (4.120)

A partir d’une intégration par parties et du théoreme de Green, (4.119) devient :

AR
/¢h- ,OhTth—vah vyt dQ—j{@bh-%Z*l-ndo
[2[9]

Q

+/+Z+1 1 Vapy, dSY = /¢h (=Vogr + prp IV 4+ 5 (ep)" g) dQ  (4.121)
Q

Examinons le dernier terme du premier membre de (4.121) en 2D. En notant v = (us,vs)", et
W, = (Yun, hon)t pour les fonctions tests P, le produit doublement contracté de (4.121) s’écrit
a partir de (4.120) :

ouy, Jup, ~ Ovp, OVun  OPun
2_ — —
Vo ox oy oz Oz ox
" v % + % avh | Oun O
oy = Ox ay oy 9y

_ OQup OYup | (Oup | Ovp\ (OYun Oy Ovp 0o,
- n<28m o +<ay 830)( + >+28y ay>(4.122)

oy ox
Pour stabiliser la partie transport de (4.119), on se place dans le cadre de la formulation SUPG.
Par rapport a la méthode de Galerkin classique, la méthode stabilisée SUPG consiste dans
son principe a choisir des espaces d’approximation des fonctions tests et des fonctions d’essais
différents : les fonctions d’essais sont les fonctions d’essais de 'approximation de Galerkin tandis
que les fonctions tests notées fph peuvent étre vues comme les fonctions tests perturbées de
I’approximation de Galerkin classique, c’est-a-dire :

Py, =y, + TV - VU, (4.123)
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ou Tk est le parametre de stabilisation défini localement sur un élément K de la triangulation
Iy par :
pr Vi hi

hk
Rey), Rey = PEIVEINE 4124
T o] (Bex)» Rew == (4.124)

TK =

ou les grandeurs indicées par K font référence a des grandeurs moyennes sur I’élément K et ou
hx est une longueur caractéristique de 1’élément généralement assimilée au diametre du cercle
équivalent pour des éléments triangulaires. Plusieurs choix sont possibles pour la fonction (, elles
sont reportées dans [76, 107]. Quelques unes de ces formes sont regroupées dans le tableau (4.1).

1
optimal ((z) = coth(z)— -
. . T
doubly asymptotic ((z) = max (0, min (g, 1))
.. 1
critical ((x) = max (0, <1 - —>>
T
z

Mizukami ((z) =

Tableau 4.1: Fonction ¢ pour la formulation SUPG

Dans le cadre de la formulation SUPG, la formulation faible (4.121) devient : trouver v"Jrl €Wn
tel que Vo, € Vy, ¢

n+1 n
/’lph < Vh + An+1> 4O — %’l,b n+1 ndU—F/AnJrl V'l,bhdﬂ

Q
+Z/ (T V- Vapy,) - (

= /dfh- —Vogi + pip T Ve 4 5 (cn)" g) dx

An+1 Vn
by pvp - VOt — vt ) K

+Z/(7Kvﬁ V) - ( Vgl + pip Vet 4 5 ()"t g) dK (4.125)
K K

Dans (4.125), la contribution visqueuse au terme de stabilisation est nulle dans le cas des éléments
de Lagrange d’ordre un. Dans le cas d’une approximation IPo, cette contribution est non nulle

et est donnée en 2D par :

Oun Mpun \ Pup  Pup | vy
( Ve (V) " ox + Ay 2 Ox? + Oy? * Oyox (4.126)
TKV]'L . . . Th = TK . 77 .
" ha¢vh +Uha¢vh 262vh i aQUh i 82uh
ox y oy? or?  Oyox

Le systeme linéaire résultant de la discrétisation de 1’étape de transport-diffusion est résolu
comme pour I’équation de Cahn-Hilliard par la méthode GMRES avec un préconditionnement

SSOR.
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Etapes (i-a) et (i-b) - Projection

Les deux autres étapes de la méthode de projection, c’est-a-dire I’équation de Poisson pour la
pression pg et la correction de vitesse, sont discrétisées dans le cadre d’une approximation de
Galerkin classique. La formulation faible associée au probleme de Poisson (4.112) s’écrit : trouver

ng+1 € S, tel que YV € Sy s’annulant sur 952 1a ou pgj, vérifie des conditions de Dirichlet :

/wh - VpgittdQ = /wh - Vg dQ — /(ph - &v P dQ (4.127)
Q Q Q

La formulation faible (4.127) contient implicitement les conditions aux limites de Neumann
homogenes pour la correction de pression ng+1 - pgy-

Enfin, la formulation faible associée a ’étape de correction de vitesse (4.113) s’écrit : trouver

VZ—H € Vy, tel que V4, € Vp, s’annulant sur 0f) la ou vy, vérifie des conditions de Dirichlet :

p n p ~MN n n
/ Vi 7gvh A= / LA U / iV (pgh ™ — pgit) A2 (4.128)
Q Q Q

Pour ces deux étapes, le systeme linéaire résultant de la discrétisation est résolu a partir de la
méthode du gradient conjugué avec un préconditionnement ILUO pour ’équation de Poisson et
diagonal pour I’étape de projection.

4.5 Applications

Cette partie est consacrée a la validation du schéma numérique proposé pour le modele Bous-
sinesq. Pour cela, nous considérons quatres types d’application : une bulle en équilibre, une
instabilité de Rayleigh-Taylor, le mouvement de lignes de contact et enfin la coalescence de deux
bulles.

Si le probleme de la bulle en équilibre est tres simple, il constitue une étape importante dans le
cadre d’une validation puisqu’il permet non seulement de vérifier la relation de Laplace mais il
permet également d’estimer 'importance des courants parasites qui sont un probleme commun
aux méthodes représentant la contribution de la tension de surface par une force de volume
(méthodes CSF®).

Le probleme des instabilités de Rayleigh-Taylor a été traité par différentes méthodes de simula-
tion numérique directe (VOF, Level Set, Front-Tracking, . ..) et est déja beaucoup plus complexe.
Nous reprendrons ici la démarche habituellement menée en illustrant la capacité de la méthode a
prendre en compte des changements topologiques importants et en comparant, au cours des pre-
miers instants du développement de I'instabilité, I’amplitude de la perturbation avec la solution
analytique issue de ’analyse linéaire de l'instabilité.

Les deux dernieres applications, mouvements de lignes triples et coalescence, mettent ’accent
sur les potentialités de la méthode.

Deux applications sont présentées pour le mouvement de lignes triples. La premiere est une
application présentée par Jacqmin [80] du mouvement d’une interface dans une cavité entrainée
faisant un angle de contact de 90° avec les parois. Cette application permet en particulier de
se comparer avec les résultats obtenus dans [80]. La deuxieme est une application présentée
récemment par Jamet et al. [83] dans le cas fluide pur de la montée d’une bulle vers une paroi
sous l'effet de la gravité. La simulation de ce probléeme est présentée pour deux angles de contact,
I'un de 90° et lautre de 45°.

8 Continuum Surface Force
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Enfin, la derniére application reprend également une application présentée dans [83] et traite du
probleme de la coalescence de deux bulles dans un liquide initialement au repos. Nous retrouvons
ici, dans un contexte incompressible, le méme type de comportement que celui observé dans le
cas fluide pur dans un contexte compressible.

Pour ces applications, les concentrations dans les phases ont été fixées a ¢, = 0.1 et cg = 0.9.
L’épaisseur de l'interface € dépend du domaine d’étude ainsi que du pas de discrétisation et est
fixée de maniere a ce que la couche capillaire comprenne au minimum trois mailles de calcul.
Pour une tension de surface donnée, les valeurs du coefficient de capillarité interne A et du
coefficient 3 sont ensuites déterminées a partir des relations (4.90). Enfin, la mobilité x dépend
principalement de la dynamique du probléme considéré ainsi que de I’épaisseur de l'interface.
En pratique, on essaye généralement de prendre la plus petite valeur possible assurant une
cohérence de l'interface. Nous invitons le lecteur intéressé a se reporter aux travaux de Jacqmin
[79] pour une discussion plus détaillée sur les différents ordres de grandeur de la mobilité. Pour
les applications considérées, la mobilité k a été choisie constante de 1'ordre de 1078 m®.s~1.J~ L.

4.5.1 Bulle en équilibre

Nous nous intéressons ici au probleme de ’état d’équilibre d’une bulle dans une phase homogene.
Dans le cadre de la théorie de Gibbs des interfaces pour laquelle 'interface est vue comme
une surface de discontinuité porteuse d’une énergie surfacique en exces o, la différence entre la
pression au centre d’une inclusion Py et la pression extérieure Py est donnée, a I’équilibre, par
la relation de Laplace :

AP:PO—POOZJ<RLI+RLQ> 212%—; (4.129)
ou Ry et Ry sont les rayons de courbure de l'interface et R,, la courbure moyenne. D’un autre
cOté, pour une situation d’équilibre, la forme conservative avec pression mécanique des équations
du mouvement du mélange de Cahn-Hilliard se simplifie et s’écrit, pour un probleme a symétrie
sphérique, le long de la direction r normale a l'interface :

dP 2\ [de\?

On obtient ainsi apres intégration :

OO)\ de\ 2
Poo —Po = —2/ - <%> dr (4.131)
0

Par analogie avec la relation de Laplace (4.129) et la définition de la tension de surface pour
une interface plane en équilibre, on peut définir un rayon moyen R,, [51, 81| afin d’identifier la
différence de pression (4.131) a celle donnée par la relation de Laplace :

A (de)> o
0

Dans (4.132), la tension de surface o est donnée approximativement par sa définition correspon-
dant & une interface plane a condition que le rayon moyen de l'inclusion R,, soit suffisament
grand devant I’épaisseur de l'interface [78]. Dans [77], le rayon minimal acceptable dans le sens
de (4.132) est donné par R, ~ 3e.
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On considere ici un probleme bidimensionnel, c’est-a-dire une "bulle cylindrique” de rayon R
placée au centre d’un domaine carré €. Dans ce cas, un des deux rayons de courbure est infini
et la relation de Laplace s’écrit :

o
AP = — 4.1
R (4.133)

Les dimensions du domaine sont choisies de telle maniere que les fortes variations du parametre
d’ordre soient suffisament éloignées du centre de la bulle et des frontieres du domaine. Le calcul
est effectué sur un domaine Q de longueur L = 2.1072m, Q = [-L/2,L/2] x [-L/2,L/2], le
rayon R de I'inclusion est donné par R = 41073 m et 1’épaisseur de l'interface vaut e = 103 m.
Les viscosités des deux phases sont identiques 7 = 1073 Pa.s et la tension de surface est donnée
par o = 1073 N.m~!. Les conditions aux limites sur les bords du domaine sont des conditions de
non glissement.

Un probleme commun aux méthodes de simulation numérique directe de type CSF est la présence
de courants parasites, ou faux courants, dans les simulations d’interfaces courbes proches de
I’équilibre. Pour le probleme d’une inclusion en équilibre, ces courants se présentent sous la forme
de vortex et sont situés au voisinage de l'interface du coté extérieur de l'inclusion. L’intensité
des courants parasites est généralement mesurée a partir du nombre capillaire Ca défini par
Ca = NUmaz /0 OU Upq, est une mesure de 'amplitude maximale des tourbillons. I1 a été observé
que ce nombre capillaire était approximativement constant et variait selon la méthode entre
107% < Ca < 1072. Pour les valeurs considérées ici, le nombre capillaire définit directement
I'intensité des courants parasites. Dans le cadre des méthodes & interfaces diffuses, Jacqmin [79]
puis Jamet et al. [84] ont proposé des discrétisations spatiales en maillage MAC qui assurent
une conservation de I’énergie totale dans le cas non dissipatif, i.e. une décroissance dans le cas
dissipatif. En d’autres termes, ces schémas permettent de réduire considérablement l'intensité
des courants parasites et, dans [84], ils se réduisent & la précision machine. Avant de présenter les
résultats, nous étudions dans le paragraphe suivant la variation de ’énergie totale du systeme
dans le cas continu. Nous allons voir que cette étude est instructive et qu’elle vient justifier
I'utilisation de la forme potentielle en enthalpie libre des équations du mouvement.

Conservation de I’énergie totale du systéeme

On définit ’énergie totale du systeme £ comme la somme des énergies libre F et cinétique &, :

1
E=F+€& = / <F (¢,Ve) + 5pv?> dQ (4.134)

Le volume €2 désignant un volume matériel en description Eulérienne, la dérivée en temps de
I'énergie totale (4.134) s’écrit :

¢ oF 10pv? 1 9
E_/<E—|—V-(FV)+§ 5 —|—§V-(pv v)) ds) (4.135)
Q

A partir de la relation entre ’énergie libre F' et ’énergie libre classique F'°, on obtient & partir
d’une intégration par parties :

F _OF° o

ot ot ot \2 dc ot ot

A partir de la définition du potentiel chimique généralisé pp, de I'équation de Cahn-Hilliard et
de Vintégration par partie : piV2pli = V - (pfiVpi) — (Vpfi)?, la relation (4.136) devient :
oF

0
5 = —piv - Ve — K (Vpi)> +V - (Hpﬁvpﬁ + /\Vca—§> (4.137)
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D’autre part, apres plusieurs intégrations par parties, on peut écrire l'identité :

1 [ 0pv? 9 B opv
5( 5 —i—V-(pvv))—v-(W-i-V'(PV@V) (4.138)

Ainsi, a partir de la forme potentielle des équations du mouvement en ppi1 et pp, il vient :

1 (9pv? . .
5( g: +V-(pv2v)>:—V-Vpul—cv-Vpu—}—v-V-T (4.139)

On a négligé ici pour simplifier la force de pesanteur. Le deuxiéeme terme du second membre de
(4.139) peut encore s’écrire, a partir d’une intégration par partie :

ev-Vppu =V - (ppcev) — puaV - (cv) (4.140)

Le premier et dernier terme du second membre de (4.139) peuvent également étre intégrés par
partie et en substituant (4.137) et (4.139) dans (4.135), la variation de ’énergie totale du systeme
s’écrit a partir de ’équation de conservation de la masse et du théoreme de Green :

d
d—f = —/(K(V,Oﬁ)Q—i-T : VV) dQ
Q
+y{n . <(F — ppi1 — ppe) v + kppV pp + )\Vc% +7T 'V) do (4.141)
o0

La relation (4.141) montre que lorsque n-v =0, n- Vpp = 0, et n - Ve = 0, Pénergie totale £
est toujours dissipée puisque k et 7 : Vv sont toujours positifs.

Nous ne prétendons pas ici étendre cette analyse au cas discret, une telle étude déborde du
cadre de ce travail, cependant nous pouvons apporter quelques remarques. Dans le cas discret, les
équations résolues sont I’équation de Cahn-Hilliard et les équations du mouvement. On remarque
alors & partir des relations (4.137) et (4.139) que Pénergie libre discréte peut étre obtenue en
substituant par pg les fonctions tests ¢ pour I’équation de Cahn-Hilliard et 1’énergie cinétique
discrete peut étre obtenue en substituant par v les fonctions tests 1 pour les équations du
mouvement. Dans le cas discret, si on reprend les développements menés dans le cas continu a
partir de la forme potentielle en ppi; et pp, on doit avoir pp1V - v = 0 et il faut non seulement
que l'intégration par parties (4.140) reste valable mais également que 'identité pucV -v = 0 soit
vérifiée. D’apres 'analyse de Jacqmin [79], ces deux dernieéres conditions sont vérifiées pour une
discrétisation volumes finis & mailles décalées. En fait, pour une telle discrétisation, la situation
est tres différente car la forme discrete du terme convectif de ’équation de Cahn-Hilliard est
la méme pour v - Ve et V - (ve). Nous ne sommes pas en mesure d’estimer la validité de ces
conditions dans le cadre d’'une méthode éléments finis mais il semblerait a partir d’expériences
numeériques qu’elles ne le soient pas pour notre discrétisation. En revanche, si on utilise la forme
potentielle en enthalpie libre, on s’apercoit que ces deux conditions ne sont plus nécessaires
et 'on doit seulement avoir pgV - v = 0. C’est la raison pour laquelle nous utilisons la forme
potentielle en enthalpie libre.

Résultats

Nous avons estimé l'intensité de ces courants pour deux grilles 44 x 44 et 60 x 60 et pour deux
versions de la méthode de projection : I'une out ’'on résoud un probleme de Poisson continu pour
la pression et 'autre ou 'on résoud directement le probleme de Darcy a partir d’un algorithme
d’Uzawa. Si cette version est plus cotteuse, elle permet cependant d’assurer au sens faible que



127

4.5. APPLICATIONS

2.5107°

forme en pg, Ca

forme en pji1, Ca =6.1107°

Figure 4.1: Courants parasites associés aux deux formes potentielles - Grille 44 x 44

=1510"°

Ca

)

Projection Uzawa

5

=1.610"

Ca

)

Projection Poisson

lue

s

la forme potentielle pg - Etape de projection réso

a

és

Figure 4.2: Courants parasites associ

éme de Darcy (algorithme d’Uzawa) -

de Poisson ou du probl

eme

partir du probl

a

Grille 60 x 60

pgV-v = 0, condition qui comme nous ’avons vu est une condition nécessaire pour la conservation

de I'énergie totale du systeme.

Itats obtenus montrent que si les courants parasites sont relativement faibles

(

7

esu

Les premiers r

de ces

s

esence

Pour expliquer la pr

és.

élimin

ils ne sont pas

(4.3)),
Ur repren

4.2) et

)

)

4.1

(

il faudrait bien s

(cf. figures

énergie totale dans le

9y

97

dre I’étude de la conservation de 1

Y

courants

une telle étude déborde du cadre de ce travail.

avons signalé,

cas discret mais, comme nous I’

On peut cependant proposer une explication. Si la forme potentielle en enthalpie libre assure

le cas continu en ce qui concerne les termes

énergie dans

une conservation de 1’

’directement”

t un état

’

ériquemen

assure pas num

, elle n’

)

et vraisemblablement dans le cas discret
tte forme, les effets capillaires dans les

(

capillaires
d’équilibre m

tions du mouvement

équa

3

écanique : pour ce

’

t proche

é es

lis

énéra

s

t, le potentiel chimique g

3

numériquemen

)

interviennent sous la forme puVe et

ce terme peut devenir

)

t

équen
interface ou les variations de ¢ sont importantes

7

0 mais ne l'atteint pas. Par cons

ﬁeq

équilibre p
important au voisinage de I’

)

de sa valeur d

, et ce méme pour

liminer les courants parasites

3

€esS pour e

7

tre envisag

un état d’équilibre. Plusieurs pistes peuvent é



128 CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE DIRECTE
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Figure 4.3: Evolutions de ’énergie cinétique discréte E. en fonction du temps

comme 'analyse du schéma en temps, le role de la convergence de 1’équation de Cahn-Hilliard (en
particulier la convergence du potentiel chimique généralisé vers sa valeur d’équilibre) ou encore
la convergence et la discrétisation de 1’équation de Poisson (cf. par exemple les développements
menés par Torres et Brackbill [142] dans le cadre de la méthode Front-Tracking).

D’autre part, a I’état stationnaire, la différence de pression entre le centre de la bulle et les quatres
points situés aux coins du domaine est mesurée puis est comparée a la relation de Laplace. Les
résultats sont reportés dans le tableau (4.2) ou eap est lerreur relative en % entre la différence
de pression mesurée et la relation de Laplace. Cette erreur est de 'ordre de 4% et correspond a
Perreur obtenue par Jamet et al. [83] dans le cas fluide pur pour un méme nombre de points de
discrétisation dans la couche capillaire.

eAp
Forme pjiq - 44 x 44 6.5%
Forme pg - 44 x 44 4.2%
Forme pg - 60 x 60 3.4%
Forme pg - 60 x 60 - Darcy | 2.1%

Tableau 4.2: Erreur relative eap pour la relation de Laplace

4.5.2 Instabilités de Rayleigh-Taylor

Le probleme des instabilités de Rayleigh-Taylor est un exemple classique de compétition entre les
effets de la tension de surface et ceux de la gravité. Initialement, une interface horizontale sépare
deux fluides de densité différentes p,, et pg, pg > pa, le fluide le plus dense est situé au dessus du
fluide le moins dense et la gravité agit perpendiculairement & cette interface. Une telle situation
est gravitionnellement instable puisque toute déformation de 'interface crée un déséquilibre de
pression qui tend & amplifier cette déformation. En revanche, les forces de tension de surface ont



4.5. APPLICATIONS 129

tendance & minimiser ’aire interfaciale et limitent donc la déformation de 'interface.

Le calcul est effectué sur le domaine 2 = [—1/2,1/2] x [0, 4], le contraste de densité est pg/po = 3,
le champ de pesanteur est ¢ = 9.81m.s™2 et les viscosités des deux phases sont identiques
n ~ 1073 Pa.s.

Au cours des premiers instants du développement de I'instabilité, I’analyse linéaire des instabilités
permet de prédire 'amplitude A (¢) de la perturbation en fonction du temps [36]. Cette amplitude
a un comportement exponentiel fonction du taux d’amplification 74 de l'instabilité :

A (t) = A cosh (Tat) (4.142)

ou Ag est Pamplitude initiale de la perturbation. Le taux d’amplification 74 est déterminé en
fonction du nombre d’onde k et du nombre d’Atwood At & partir des relations :

1/3

k2 2 4 —
Ti:k:At<g—7a >, k:—w, w=dr | — , At = PP

L’apparition de l'instabilité est déterminée par la condition Ti > 0, soit :

_ 2
5 < (P8 = pa)w” (4.143)
472
Pour pg/pa = 3 le nombre d’Atwood est donné par At = 0.5 et pour p, = 10 kg.m ™3, la longueur
d’onde w vaut w ~ 102 m. Pour une tension de surface ¢ = 51075 N.m ™!, le critere (4.143) du
développement de 'instabilité est vérifié. La largeur du domaine de calcul est choisie de telle

maniere que [ = w.

—— Linear analysis

' 0=—0 Numerical results /

Figure 4.4: Evolution de 'amplitude A en fonction du temps t* = t\/gAt/w

A Dinstant initial, I'interface est perturbée avec une amplitude Ay ~ w/50 (illustré sur la figure
(4.5)), et le champ de vitesse est nul. Les conditions aux limites sont des conditions de non-
glissement sur les parois horizontales et des conditions de périodicité sur les parois verticales.
Les résultats sont représentés sur les figures (4.5) et (4.4). La figure (4.5) représente quelques
instantanés du développement de I'instabilité et illustre la capacité de la méthode a prendre en
compte des changements topologiques relativement importants. La figure (4.4) représente, au
cours des premiers instants, I’évolution de 'amplitude A en fonction du temps et montre qu’un
bon accord est obtenu entre 'amplitude prédite (relation (4.142)) et celle calculée numériquement
a partir des isovaleurs du parametre d’ordre.
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(a) (b) () (d) (e)

Figure 4.5: Instabilité de Rayleigh-Taylor. (a), (b), (c), (d) - isovaleurs du paramétre d’ordre
pour t* =0, 3, 4.2, 5.45, (e) - lignes de courant pour t* = 5.45

4.5.3 Lignes de contact

Dans ce paragraphe, nous présentons deux applications illustrant la capacité de la méthode a
prendre en compte le mouvement de lignes triples, et ce lorsque la paroi est entrainée ou lorsque
des conditions de non glissement sont imposées.

La premiere application est un probleme traité en détail par Jacqmin [80] concernant la dyna-
mique d’une ligne de contact dans une cavité. Nous reprenons ici exactement les mémes données
pour pouvoir se comparer aux résultats obtenus dans [80].

Le domaine de calcul € est une cavité fermée Q = [0,21072] x [0,61072] & parois verticales
entrainées. Les vitesses d’entrainement sont u,, = £410 3 m.s~!, le signe + s’appliquant pour
la paroi de droite. La gravité est nulle et afin de bien identifier les effets de tension de surface,
les deux fluides ont la méme densité et la méme viscosité : p = 1kgm ™3, n = 0.1kg.m~'.s7 1.
L’épaisseur de I'interface est donnée par ¢ = 6.4751072m et la tension de surface vaut o =
3.1072 N.m~ L. Pour ces valeurs, le nombre capillaire Ca vaut : Ca = nu,, /o ~ 0.0133.

Les parois horizontales correspondent & des parois fixes imperméables, i.e. conditions de non
glissement, et 'interface est initialement plane et horizontale, placée au centre de la cavité. Pour
ce probleme, ’angle de contact de la couche capillaire a la paroi vaut 90 °

La figure (4.6) représente les lignes de courant, les isovaleurs du parametre d’ordre et les isovaleurs
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L

lignes de courant parametre d’ordre ¢ potentiel chimique généralisé pu

Figure 4.6: Cavité a parois entrainées : état stationnaire
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Figure 4.7: Ecoulement stationnaire au voisinage de la ligne de contact pour la cavité entrainée
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du potentiel chimique généralisé dans la cavité a 1’état stationnaire. L’ensemble de ces résultats
est en trés bon accord avec les résultas obtenus par Jacqmin [80] bien qu’ici nous utilisions une
forme potentielle différente et une discrétisation en éléments finis. Cette application vient ainsi
confirmer la validité du schéma numérique mis en place.

La deuxieme application concernant le mouvement de lignes triples reprend un probleme présenté
par Jamet [83] de la montée d’une bulle vers une paroi sous l'effet de la gravité. Dans [83] la
méthode utilisée est la méthode du second gradient pour un fluide pur (contexte compressible).
L’application présentée ici est essentiellement illustrative puisqu’on ne reprend pas les parametres
de calcul de [83].

Le domaine de calcul consiste en un domaine = [0, 1.6 1072] x [0, 1.2 1072]. Les parois verticales
et la paroi horizontale supérieure correspondent a des parois fixes et imperméables sur lesquelles
sont imposées des conditions de non glissement et la paroi horizontale inférieure correspond a
une frontiere libre sur laquelle sont spécifiées des conditions de sortie. L’épaisseur de l'interface
est fixée & € = 8.10™4 m et la tension de surface vaut o = 2.1074 N.m~!. Les viscosités des deux

1 2

phases sont les mémes, n = 2. 1073 kg.m~'.s7!, I'accélération de la pesanteur vaut g = 9.81 m.s~

et le contraste de densité est pg/po = 2 avec p, = 2kg.m 3.

(a) (b)
(c) (d)
Figure 4.8: Montée d’une bulle sous l’effet de la gravité dans un liquide au repos et impact sur
la paroi supérieure - angle de contact de 90°

A Tlinstant initial, le rayon de la bulle, lorsque l'interface est vue comme une surface de dis-
continuité, est R = 3.1073 m. Pour ce probléme, nous avons considéré deux cas : un cas ol
langle de contact vaut 90 ° et un autre ou 'angle vaut 45 °. La figure (4.8) représente quelques
instantanés de la montée de la bulle et de son impact sur la paroi supérieure pour un angle de
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contact de 90°. La figure (4.9) représente les formes d’équilibre de la bulle aprés impact pour
les deux angles de contact. On rappelle ici que des conditions de non glissement sont imposées

sur la paroi supérieure, la ligne triple est ici mise en mouvement uniquement par le gradient du

potentiel chimique généralisé pp.

(a) 90° (b) 45°

Figure 4.9: Etat d’équilibre aprés impact sur la paroi pour un angle de contact de 90 ° et 45°

4.5.4 Coalescence de deux bulles

Nous illustrons ici la capacité du modele et de la méthode numérique a prendre en compte des
changements topologiques importants et rapides. Le probleme considéré ici reprend celui présenté
par Jamet et al. [83] dans le cas fluide pur (i.e. compressible) et traite la coalescence de deux
bulles dans un liquide au repos en 'absence de gravité.

Le domaine de calcul Q est = [0,1.61072] x [0, 1.2 1072] dont les bords sont des frontieres fixes
et imperméables (i.e. conditions de non glissement). Les deux phases ont les mémes densités
p = 100kg.m™3 et les mémes viscosités n = 103 kg.m~t.s7!. L’épaisseur de linterface est
€ =9.10"%m et la tension de surface vaut ¢ = 2.6 1073 N.m~!. Initialement, les deux bulles ont
un rayon R =2.8102met R =1.610"3m.

Bien que ces données soient différentes de celles utilisées dans [83] et que le calcul soit mené dans
un contexte incompressible, nous retrouvons un comportement similaire. La figure (4.10) présente
plusieurs instantanés de la coalescence : initialement les bulles sont tres proches, séparées par
une longueur de 'ordre de ’épaisseur interfaciale, puis coalescent rapidement. Cette coalescence
est accompagnée d’'une déformation importante de I'interface qui diminue au cours du temps et
tend vers 1’état d’équilibre d’une bulle parfaitement cylindrique (probleme 2D) pour laquelle la
relation de Laplace est retrouvée (calculée a partir du rayon moyen a I’état stationnaire).

Il est important de rappeler ici que cette application se veut avant tout illustrative et que notre
objectif ici n’est pas d’étudier finement la dynamique de la coalescence mais plutot d’illustrer
les potentialités de la méthode. On peut néanmoins s’interroger sur 'impact d’une méthodologie
a interfaces diffuses pour ce type de probleme en étudiant par exemple la constante de temps
de la coalescence. Dans le cadre du modele de Cahn-Hilliard, une telle étude passe essentielle-
ment par une étude fine de I'impact de la mobilité x, qui caractérise le taux de dissipation de
I’énergie due a la tension de surface, sur la solution [79]. A titre de comparaison, ce type d’étude
nécessite généralement des "lois de fermeture” pour les reconnexions dans le cadre des méthodes
Lagrangiennes et Eulérienne-Lagrangienne alors que pour les méthodes Eulériennes, e.g. Level
Set, une grande partie des difficultés est reportée dans les fonctions de régularisation. Enfin,
d’autres parametres peuvent venir influencer la qualité de la solution aux premiers instants de



134 CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE DIRECTE

la coalescence [83] comme ’épaisseur de I'interface ou le pas de discrétisation.

Figure 4.10: Coalescence de deux bulles initialement trés proches et au repos en l’absence de
gravité
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4.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode de simulation numérique directe qui s’inscrit
dans le cadre des méthodes a interfaces diffuses. Dans un premier temps, nous avons présenté
deux grandes classes de méthodes, la méthode du second gradient pour un fluide pur compressible
et les modeles de Cahn-Hilliard pour deux fluides non miscibles. Si les modeles de Cahn-Hilliard
ne prenaient pas en compte le changement de phase, nous avons vu qu’ils étaient numériquement
plus attractifs et nous avons cherché a établir un lien entre ces deux types de méthodes.

Dans le cadre du principe de Hamilton pour un mélange de deux fluides du second gradient, nous
avons montré clairement ce lien et nous avons montré que les modeéles de Cahn-Hilliard ne
sont qu’une conséquence de la théorie du second gradient pour un mélange de deux
fluides.

Nous avons montré, dans un cadre thermodynamique clair et rigoureux, qu’il existait plusieurs
formes équivalentes des équations du mouvement : une forme conservative ou les contributions
capillaires interviennent sous la forme d’un tenseur des contraintes capillaires et deux formes dites
potentielles faisant intervenir uniquement des gradients de potentiels chimiques généralisés.

A partir de ce modele, nous avons dérivé un modele quasi-incompressible en utilisant une défi-
nition thermodynamique de I'incompressibilité et nous avons montré que cette définition était
consistante avec la relation de Gibbs pour le mélange. Nous avons indiqué également que le mo-
dele quasi-incompressible a les potentialités pour prendre en compte le changement
de phase et ce dans un contexte incompressible.

Dans ce travail, nous nous sommes limités a une approximation Boussinesq de ce modele. Pour
ce dernier modele, nous avons présenté un schéma de discrétisation temporelle et un schéma de
discrétisation spatiale s’inscrivant dans un contexte éléments finis dans le cadre d’une approxi-
mation de Galerkin. Le schéma en temps consiste & résoudre le probleme en deux étapes de
maniere séquentielle : I’équation de Cahn-Hilliard est tout d’abord résolue par une méthode de
Newton puis les équations du mouvement sont résolues par une méthode de projection. Pour ces
deux étapes, les potentiels chimiques généralisés jouent un role essentiel et, en particulier, nous
avons montré que la forme potentielle en enthalpie libre semblait étre la plus indiquée
du point de vue de la conservation de 1’énergie totale du systeme. Cela a été confirmé lors de la
simulation d’une inclusion en équilibre. En ce qui concerne la discrétisation spatiale, nous avons
présenté une stabilisation SUPG pour la premiere étape d’advection-diffusion de la méthode de
projection et nous avons indiqué qu’une stabilisation du terme convectif de 1’équation de Cahn-
Hilliard ne s’avérait pas nécessaire. Enfin, nous avons présenté plusieurs applications qui ont
permis de valider le schéma numérique et d’illustrer les potentialités de la méthode.
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Chapitre 5

Propriétés effectives : cellules
unitaires 2D

Dans le chapitre 3, nous avons présenté des cellules unitaires simples, la cellule stratifiée et la
cellule de Chang, qui permettaient de résoudre analytiquement les problemes de fermeture et
d’obtenir ainsi les coefficients paramétrant le modele macroscopique de maniere analytique. Pour
des cellules unitaires plus complexes, la détermination des propriétés effectives passe par deux
étapes. La premiere consiste a déterminer finement les caractéristiques de I’écoulement & 1’échelle
locale. Dans le chapitre 4, nous avons présenté une méthode de simulation numérique directe
qui permettait d’avoir acces a ces informations. Dans ce travail, nous nous sommes limités a
un modele isotherme établi & partir d’'une approximation de Boussinesq. Si ce modele ne prend
pas en compte le changement de phase, il constitue cependant un outil pour la détermination
des propriétés effectives du modele macroscopique qui, rappelons-le, s’inscrit dans le cadre d’une
théorie quasi-statique. La simulation numérique directe de I’écoulement a 1’échelle de la cellule
unitaire permet d’avoir acces a la topologie des interfaces, au champ de vitesse et aux fractions
volumiques qui constituent des informations jouant le role de données d’entrée pour les problemes
de fermeture. La deuxieme étape conduisant a la détermination des propriétés effectives consiste
alors a résoudre numériquement les problemes de fermeture.

Ce chapitre traite de cette deuxieme étape et est consacré a la simulation numérique directe
d’écoulements diphasiques sur des cellules unitaires, a la résolution numérique des problemes de
fermetures et a la détermination des propriétés effectives. La démarche et les méthodes présentées
dans ce travail permettent de déterminer I’ensemble des coeflicients de transports du modele mais
nous nous limiterons ici aux coefficients d’échange entre phases.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a une méthode numérique de résolution des
problemes de fermeture. Comme pour la méthode de simulation numérique directe, les problemes
de fermeture sont discrétisés dans un contexte éléments finis et une formulation SUPG est
introduite pour stabiliser la partie transport pour les nombres de Péclet forts ou modérés. La
résolution numérique des problemes de fermeture est tout d’abord validée pour les cellules simples
considérées dans le chapitre 3. Dans un deuxieme temps, les problemes de fermeture sont résolus
sur une cellule unitaire 2D consistant en un arrangement décalé de cylindres dans le cas purement
diffusif mais ot les deux phases liquide et vapeur sont mouillantes. Dans un deuxieme temps, nous
présentons quelques résultats pour des Péclets de cellule non nuls sur des cellules unitaires 2D
consistants en des arrangements alignés et décalés de cylindres. Nous étudions en particulier les
effets de la saturation et de I'intensité de I’écoulement sur les coefficients d’échange. Les résultats
présentés ici ne conduisent pas encore a des corrélations pour les coefficients effectifs. Cela
nécessiterait un nombre plus important de configurations. Ils permettent cependant d’observer
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certaines tendances et viennent clairement illustrer 'intérét de la démarche suivie dans ce travail.

5.1 Résolution numérique des problemes de fermeture

Nous avons vu dans les chapitres 2 et 3 que les problemes de fermeture avaient pour caracté-
ristique commune de se présenter sous la forme de problemes aux limites intégro-différentiels.
Ces probléemes font intervenir des intégrales des solutions en tant que termes sources dans les
équations de transport locales. Dans le chapitre 3, nous avons vu que pour des cellules unitaires
simples, la cellule stratifiée et la cellule de Chang, ces problemes pouvaient étre résolus ana-
lytiquement en substituant les conditions de périodicité par des conditions de symétrie. Pour
des cellules plus complexes, il n’est plus possible de mener des développements analytiques et
la détermination des propriétés effectives passe par une résolution numérique des problemes de
fermeture.

Une des principales difficultés associée a la résolution numérique des probléemes de fermeture
provient de leur nature intégro-différentielle. Dans le cadre des modeles a deux équations pour
les systemes a deux phases avec fermeture quasi-stationnaire, cette difficulté peut étre levée en
introduisant un changement de variable pour les inconnues de fermeture. Pour un probleme de
fermeture donné, ce changement de variable permet de s’affranchir de son caractére intégro-
différentiel et conduit & une résolution plus aisée et plus efficace (systeme discret creux) de
deux sous-problemes indépendants. Cette technique pour résoudre les problemes de fermeture
est classique et on pourra se reporter a Quintard et Whitaker [123] et Quintard et al. [119] pour
une présentation détaillée.

Dans le cadre du modele a trois équations proposé ici, on peut suivre la méme méthodologie
mais il n’est pas possible de s’affranchir de la résolution d’un probléme intégro-différentiel. La
raison principale provient d’un couplage plus complexe des inconnues de fermeture ou, en d’autres
termes, de la multiplicité des continuums. Nous invitons le lecteur aux références citées plus haut
pour s’en convaincre. D’un autre c6té, nous avons vu dans le chapitre 2 que I’approximation quasi-
stationnaire pour les déviations correspondait a la solution asymptotique de I'approximation
instationnaire. En particulier, les problemes de fermeture instationnaires convergent aux temps
longs vers leur homologue quasi-stationnaire. Si les problemes instationnaires ont une structure
mathématique similaire aux probléemes quasi-stationnaires, nous allons voir cependant qu’ils
offrent la possibilité de relaxer dans le temps le caractere intégro-différentiel.

5.1.1 Forme instationnaire

Les problemes I a III pour les inconnues de fermeture scalaires qui conduisent aux coefficients
d’échange effectifs ayant une structure similaire, nous nous intéressons ici au probléme I. Les
formes instationnaire et quasi-stationnaire de ce probleme sont données dans le chapitre 2 au
paragraphe 2.3.3 et nous retenons ici la forme instationnaire.

On cherche dans un premier temps a écrire le probléme de fermeture au sens des distributions
afin d’obtenir une forme plus compacte de ce probléme. On introduit pour cela le changement
de variable :

Sh=su+1, Sh=sp+1l, S;=sy (5.1)
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A partir de ce changement de variable, on peut écrire le probléeme instationnaire sous la forme :

057, s
(pcp)g< B vy vs,%;) = V- (kS — et (W) L dans V, (5.2)
o), (2 VSH) = V- (keVSE) —et (R +hE),  dans V 5.3
(p p)g W*‘W‘ i = T\ eV ) T &y e Tl ) s ans vy (5.3)
05},
(bCp)y S = V- (kVS}) +2.! (hg;+h§f) . dans V, (5.4)
Si = 1, Si=1, surAy (5.5)
ng - kgVS) = mng-kVSy, S§=5j, surAg (5.6)
ng - kVSE = ng-k/VSL, Sh=S5, sur Ag (5.7)
Per : Si(r+1) = Sh(r), Si(x+1L) =S,
Sp(r+14) = Sp(r), i=1,2,3 (5.8)
ClI: SI(t=0) = 1, SL(t=0)=0, S;t=0)=1 :
Moy : (Spt = 1, (Sp)f=0, (S5)° =1 (5.10)
Les expressions des coefficients d’échange en fonction des nouvelles variables sont évidemment
les mémes :
1 1
hf = V/ngg-kigvsgid/l, hes = V/ngs-kgVSgidA (5.11)
Agl Ags
1 1
hy = v / ny, - kVSldA, Ry = v / nys - keVSE dA (5.12)
Aég Aés

Ainsi, le changement de variable (5.1) permet d’obtenir des conditions aux limites de continuité
des inconnues de fermeture aux interfaces solide-liquide (5.7) et solide-vapeur (5.6) et une condi-
tion aux limites de "continuité”! pour la condition de Dirichlet & I'interface liquide-vapeur (5.5).
On rappelle ici que les conditions dites de moyennes (5.10) sont consistantes avec les conditions
initiales (5.9).

Le probleme précédent peut s’écrire au sens des distributions si on introduit la variable de
fermeture S définie par : § = Sgi dans V,, S = Sfi dans Vy et S = S}, dans V. En introduisant
le méme type de notation pour les propriétés thermiques et les vitesses, avec v = vy = 0 dans
Vs, le probleme de fermeture instationnaire I peut s’écrire sous la forme condensée suivante :

oS

(pCh) It +(pCp)v-VS = V- (kVS)—h, dansV (5.13)
S = 1, sur Ay (5.14)
Per : Sr+1l) = Sk), i=1,2,3 (5.15)
CI: S(t=0) = 1, %S{t=0)=0, ~7S{t=0)=1 (5.16)
Moy : (S = 1, (W) =0, (38)°=1 (5.17)
oll on a posé :
h=geyt (W + 08 ) + sy (B + 0 ) = e (n + 08 (5.18)

Sous cette forme, la résolution du probléeme instationnaire I se réduit a la résolution d’un pro-
bleme intégro-différentiel pour I'inconnue S sous les contraintes (5.17) dans les phases dont la

Ldans le sens ol la valeur imposée est la méme des deux cotés de Pinterface
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solution a ’état stationnaire est la solution du probleme quasi-stationnaire. Les problemes 11
et III peuvent s’écrire sous une forme similaire. Pour le probléme II, il suffit d’introduire le
changement de variable :

ng‘zsgz" Sgi=spu+1, Sﬁi:s§i+1 (5.19)

Pour le probleme III, le changement de variable s’écrit :

Sh=sh+1, Si=sy, Sg=su+l (5.20)

St

5.1.2 Discrétisation temporelle

Pour résoudre le probleme intégro-différentiel (5.13)-(5.17), nous suivons la démarche proposée
par Landereau [92]. Au cours d'un pas de temps At = t,,1 — t,, si on note S™ et S"! les
solutions aux instants t¢,, et t,11, le probleme de fermeture est discrétisé en temps et est résolu
en trois sous-étapes de la maniere suivante :

(i) Pour S™ connue, trouver la solution intermédiaire S™*! telle que :

Sn+1 — gn
(pCyp) AL + (pCp) v - vsrtl — v . (kvsn—i—l) _pn
= 1,

BC : gl = gn

(5.21)
sur Ay

(#i) Trouver S™*! en contraignant la solution intermédiaire :

Sn+1g:1 Sn-l—lﬁ:O SSn+1S:1

BC: 58" =1, sur Ayg
(#ii) Calculer et mettre a jour les coefficients d’échange :
R = p (5 (5.23)

Nous n’avons pas ici écrit explicitement les conditions de périodicité pour les étapes (i) et (i)
puisqu’elles ne constituent pas a proprement parler des conditions aux limites.

Un tel schéma permet de traiter simplement A" dans I’équation de transport pour la solution
intermédiaire S"*! en tant que terme source calculé explicitement & partir de la solution S™.
La nature intégro-différentielle du probleme est ainsi conservée mais relaxée dans le temps. Ce
découpage en temps introduit naturellement une condition sur le pas de temps puisque les termes
sources sont traités explicitement mais conduit pour la premiere étape, pour une discrétisation
spatiale donnée et aux conditions de périodicité pres, a un systeme discret creux dont l'inversion
est peu colteuse en comparaison d’un traitement implicite des coefficients d’échange.

En reprenant la démarche proposée par Quintard et Whitaker [123] pour les contraintes de
moyennes et en notant S* la solution intermédiaire au cours d’un pas de temps At, 'algorithme
de résolution du probleme de fermeture s’écrit :
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1. Pour n = 0, initialiser v,S™ =1, 75" =0, 75" =1l et h" =0
2. Pour n > 0, résoudre au cours d’un pas de temps At =1t,4+1 — t,
les trois sous-étapes :

(i) Pour S™ connue, trouver S* tel que :

* n

S . i} .
(PCp) =7+ (pCp) V- VS* = V- (kVS") — h
BC:S5*"=8"=1, sur Ay
(ii) Trouver S™*1 & partir de la contrainte de moyenne :
(S = 8t (87 1
725n+1 _ ,YZS* - <’Y€S*>Z
,YSSn—I—l _ ’YSS* o <’YSS*>S 41
| BC: St — 1, sur Ayg

(#i1) Calculer et mettre a jour les coefficients d’échange :

1 1
hgf n+l v / ngy - k:gVSnH dA, hgzs n+l _ v / ng - kgvsn—f—l dA

Ag[ Ags
1 1
hif n+l _ V / ny, - kgvanrl dA, hgzs n+l _ V / nys - kgVSnJrl dA
\ Aeg Ags

3. Itérer en temps jusqu’a l’état stationnaire qui correspond a la solution
du probléeme quasi-stationnaire

5.1.3 Discrétisation spatiale : méthode éléments finis

Les problemes de fermeture du modele & trois équations présentent deux particularités qui
conduisent & une discrétisation spatiale s’inscrivant dans un contexte non structuré. La premiere
est que, comme nous ’avons indiqué, il n’est pas possible d’éviter la résolution d’un probleme
intégro-différentiel. Ainsi, méme si la nature intégro-différentielle est relaxée dans le temps, le
calcul des coefficients a 1’étape (i77) nécessite un maillage s’appuyant sur les interfaces contenues
dans la cellule unitaire. La deuxieme est la condition de Dirichlet sur l'interface liquide-vapeur
pour I'inconnue de fermeture qui nécessite également un maillage s’appuyant sur cette interface.

Dans ce travail, les problemes de fermeture sont discrétisés par la méthode des éléments finis dans
le cadre de I'approximation de Galerkin. Nous notons Z;, une triangulation de la cellule unitaire €2
et K les éléments finis de Zj,. Nous associons a T, I'espace d’approximation Sy, () C H} (Q) défini
comme 'espace engendré par les fonctions continues et polynémiales d’ordre 2 par morceaux sur
Iy :

Sy, = {wh S CO (Q) VK € 1y, wh]K S IPQ} (5.24)

Notons S}, € Sp, Papproximation de S, la formulation faible associée a la premiere étape (i)
s’écrit : pour n > 0, trouver S; € Sj, avec S;:\A[ =1 tel que V¢, € Sy avec SOh‘AZg =0:
g

S — gn
/ ©n ((pcp) (% +v- vs;;> — V- (kVS;) — h") Q=0 (5.25)
Q

A partir d’une intégration par parties du terme de diffusion et du théoréme de Green, la formu-
lation faible précédente devient :

Sk — S
/(ph ((pc,,) (hTth +v- vs;;) - h"> dQ + /wh -VS5dQ =0 (5.26)
Q Q
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La formulation faible contient implicitement les conditions de saut aux interfaces solide-liquide
et solide-vapeur. La contribution du terme de bord sur l'interface liquide-vapeur est nulle car
©on| Ay = 0, la condition de Dirichlet sur cette interface étant prise en compte au sens fort, i.e.
Sy a,, = 1. Pour des Péclets non nuls, nous utilisons une stabilisation SUPG dont le parametre
de stabilisation dépend du Péclet moyen sur I’élément. Nous ne présentons pas ici la formulation
SUPG et nous invitons le lecteur intéressé a se reporter au paragraphe 4.4.2 du chapitre 4 pour
une présentation de cette formulation.

L’étape de contrainte sur les moyennes (ii) est discrétisée dans le cadre d’une appoximation
de Galerkin classique. Enfin, le calcul des coefficients d’échange dans la derniere étape (i) est
mené en calculant le gradient de 'inconnue de fermeture sur les éléments linéiques de l'interface
liquide-vapeur a partir de la projection du gradient sur 1’élément surfacique situé d’un coté,
ou de l'autre, de l'interface selon le coefficient d’échange (cf. étape (i) pour la définition des
coefficients d’échange).

Les systemes linéaires résultant de la discrétisation temporelle et spatiale sont résolus a partir
de la méthode itérative GMRES avec un préconditionnement SSOR.

5.2 Validation

Dans un premier temps, les problemes de fermeture sont résolus numériquement pour les cellules
unitaires simples présentées dans le chapitre 3 : la cellule stratifiée et la version cylindrique de
la cellule de Chang . Pour ces cellules, les problemes de fermeture peuvent étre résolus analyti-
quement et on peut ainsi valider le schéma numérique mis en place pour résoudre les problemes
de fermeture en comparant la solution numérique a la solution analytique.

Capacités calorifiques [J.m 3. K] (PCp)y  (PCp)y  (pCp)g
2.10°  4.210° 3.510°
Conductivités thermiques [W.m 1. K™] kg ke ks

0.025 0.68 17

Tableaw 5.1: Propriétés thermiques associées aux cellules unitaires simples.

5.2.1 Cellule unitaire stratifiée

Dans le cas de la cellule stratifiée, on rappelle que la longueur caractéristique H de la cellule
unitaire est donnée par H = {4 + ;4 L5, avec by = egH, ly = e¢H et {; = e,H. Les problemes
de fermeture ont été résolus numériquement sur la cellule [—H/2, H/2] x [-H/2, H/2] avec
H=00lm,es=0.6¢et g =cp=0.2.

On présente ici les solutions du probleme I dans le cas de la configuration SGL. Pour une
triangulation Z;, de la cellule illustrée sur la figure (5.1), le probléme de fermeture a été résolu
avec des approximations IP; et IPy de l'inconnue de fermeture S. L’évolution en fonction du
temps du coefficient d’échange non nul hﬁf associé au probleme I est représentée sur la figure
(5.2). Le temps t a été adimensionné relativement a la plus faible diffusivité thermique des trois
phases et a la longueur caractéristique de la cellule unitaire. A partir des données du tableau
(5.1), le temps adimensionné t* correspond ici au nombre de Fourier macroscopique associé a la

phase liquide :
ke
= ———t 2
(0Cp), 11 520
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Nous retrouvons ici le méme type de comportement pour 1’évolution du coefficient d’échange
en fonction du temps que celui observé par Landereau [92] : la fonction d’échange est quasi-
singuliére a l'origine, en particulier pour 'approximation IPo, puis décroit de fagon monotone
et tend asymptotiquement vers une valeur constante. Comme nous ’avons indiqué, la valeur de
cette constante correspond a la valeur du coefficient d’échange du probleme quasi-stationnaire,
c’est-a-dire la solution analytique obtenue dans le chapitre 3. Si les temps de relaxation de la
fonction d’échange pour les approximations IP; et IPs sont quasi-identiques, on remarque que
pour une méme triangulation, seule I’approximation IPo converge vers la solution asymptotique.
Nous avons obtenu des résultats similaires pour une approximation IP; avec une grille deux
fois plus fine que celle utilisée pour une approximation P (temps CPU similaire pour les deux
approximations). Ces résultats étaient prévisibles puisque les problemes de fermeture sont es-
sentiellement gouvernés par les gradients des inconnues de fermeture.

6

210
1510°F — — Analytical
----- IP; finite elements
1P finite elements
SS 110°F
=
510°f .
0 A 1 A 1 A 1 A
0 0.001 0.002 0.003 0.004

t*

Figure 5.1: Triangulation I, de la cellule  Figure 5.2: Evolutions du coefficient hﬁ? pour
stratifiée des approzimations 1P et Py

5.2.2 Cellule 2D périodique associée a la cellule de Chang

Dans le cas de la version cylindrique de la cellule de Chang, illustrée sur la figure (5.3) pour
la configuration SLG, on rappelle que les longueurs caractéristiques 1 et o sont données par
1 = R\/e5 et ry = Ry\/es + € out R représente la longueur caractéristique associée a la cellule de
Chang. Dans le cadre d’une résolution numérique des problémes de fermeture avec des conditions
de périodicité pour I'inconnue S, la cellule de Chang doit au préalable étre modifiée puisqu’elle
constitue seulement une partie du motif d’un arrangement de cylindres alignés. On est ainsi
amené a définir une cellule 2D périodique associée a la cellule de Chang.

Pour définir cette cellule, on reprend les arguments de Quintard et Whitaker [126] et on définit la
longueur caractéristique H de la cellule périodique telle que H? = 7w R? pour que la porosité et la
surface spécifique de la phase solide restent les mémes. Cette cellule est illustrée sur la figure (5.4).
Les problemes de fermeture sont ensuite résolus numériquement sur la cellule [-H/2, H/2] x
[—H/2,H/2] avec H =0.01m et 5 = 0.4.

Nous présentons ici les résultats pour le probleme I dans le cas de la configuration SLG. La
fraction volumique liquide a été fixée a 0.12, 0.18, 0.24 et 0.33, ce qui correspond respectivement
a une saturation Sy de 0.2, 0.3, 0.4 et 0.55. Les propriétés thermiques sont celles indiquées dans
le tableau (5.1).
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<
O

W W

R R
~_ ¥

Figure 5.3: Cellule de Chang Figure 5.4: Motif périodique associé a la cellule de Chang

Pour une triangulation Z, de la cellule illustrée sur la figure (5.5) pour £, = 0.24, la figure (5.6)
donne un exemple de I'inconnue de fermeture S associée au probleme I a I’état stationnaire.

Figure 5.5: Triangulation Iy, de la cellule  Figure 5.6: Inconnue de fermeture S a l’état sta-
2D périodique associée a la tionnaire pour le probléme I - Confi-
cellule de Chang, €y = 0.24 guration SLG, ey = 0.24

Les courbes présentées sur la figure (5.7) représentent les évolutions en fonction du temps du
coefficient d’échange hﬁf pour les différentes fractions volumiques considérées. On retrouve ici
I’évolution monotone et décroissante observée dans le paragraphe précédent. Il est intéressant de
remarquer que la valeur asymptotique des coefficients est quasi-identique aux valeurs calculées
analytiquement a partir de la cellule de Chang. Ceci est illustré sur les figures (5.8) et (5.9). Ces
résultats semblent ainsi indiquer que les résultats analytiques obtenus pour la cellule de Chang
(version cylindrique) constituent de bons estimateurs des coefficients obtenus pour des cellules
2D périodiques?, tout du moins pour une saturation 0.2 < S, < 0.8. Nous allons en avoir la
confirmation dans le prochain paragraphe pour des cellules plus complexes.

2ces deux cellules ne doivent cependant pas étre confondues, on pourra trouver dans [126] une comparaison
plus détaillée
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Figure 5.8: Coefficient d’échange h,;] Figure 5.9: Coefficient d’échange hy;

5.3 Cellules unitaires 2D : cas purement diffusif

Le calcul des propriétés effectives sur des cellules unitaires 2D dans le cas purement diffusif
constitue une étape importante dans le sens ou ce type de cellule fournit un estimateur de la
borne inférieure, c’est-a-dire pour un nombre de Péclet nul, des propriétés effectives.

Dans le cas purement diffusif, il est 1égitime d’assimiler les interfaces liquide-vapeur a des spheres,
i.e. cylindres en 2D, et une simulation numérique directe de I’écoulement est inutile. Contraire-
ment aux cellules considérées jusqu’a présent, nous présentons dans ce paragraphe une cellule
unitaire pour laquelle les deux phases, liquide et vapeur, sont mouillantes. Les deux types de
mouillabilité sur une méme cellule unitaire traduisent, méme si la cellule considérée reste sché-
matique, une certaine structuration de ’écoulement pouvant provenir de phénomenes physiques
(e.g. coalescence ou rupture) ou des hétérogénéités du milieu (e.g. variation de la porosité ou de
la source volumique).
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5.3.1 Répartition des phases pour un arrangement de cylindres décalés

On se place ici dans le cas ou les deux phases, liquide et vapeur, sont mouillantes. La cellule
unitaire représentée sur la figure (5.10) représente une telle répartition des phases pour un
arrangement de cylindres décalés. Bien que cette répartition soit complétement différente de la
répartition ot une seule des deux phases est mouillante, nous reprenons les terminologies SLG et
SGL pour distinguer deux types de configurations. Nous désignerons par SLG la configuration ou
la particule solide centrale est mouillée par le liquide et par SGL la configuration ou la particule
solide centrale est mouillée par la vapeur.

oG

"]

Figure 5.10: Cellule unitaire représentative d’un arrangement de cylindres décalés avec deux
phases mouillantes - Configuration "SGL”

La longueur H, représentant la période, désigne la longueur caractéristique de la cellule unitaire
et 71 est la longueur caractéristique associée a la phase solide. Pour cette cellule, il est encore
possible de calculer analytiquement les longueurs caractéristiques en fonction des fractions vo-
lumiques. Dans le cas ou la particule solide centrale est mouillée par la vapeur, configuration

SGL, on a :
s [2e4 + €5
1 o’ T2 o ( )

Les problemes de fermeture ont été résolus numériquement pour les deux configurations SLG
et SGL. Les propriétés thermiques sont celles données dans le tableau (5.1). La longueur carac-
téristique de la cellule est donnée par H = 1072 m et la porosité vaut e = 0.7. Dans le cas de
la. configuration SGL, la fraction volumique vapeur 4 a été fixée a 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.55
et 0.59. Pour la configuration SLG, nous avons repris les mémes valeurs mais pour la fraction
volumique liquide gy. La figure (5.11) représente les triangulations Z;, de la cellule dans le cas de
la configuration SGL pour les deux valeurs extrémes €, = 0.1 et £, = 0.59. Sur la figure (5.12),
nous avons représenté 'inconnue de fermeture S du probleme I a ’état stationnaire pour les
deux configurations et pour une saturation quasi-identique.

5.3.2 Coefficients d’échange

Comme nous 'avons signalé en introduction de ce paragraphe, la cellule considérée ici est plus
complexe que les cellules considérées jusqu’a présent puisque les deux phases sont mouillantes.
Nous avons vu dans le chapitre 3 que lorsqu’une phase était parfaitement mouillante, la condition
d’équilibre thermodynamique local se traduisait par un découplage, conduisant a décomposer un
probleme de fermeture en deux sous-problemes indépendants, et apportait des simplifications
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gg =0.1 gg = 0.59

Figure 5.11: Triangulations Iy, pour ¢4 = 0.1 et e, = 0.59 - Configuration SGL

SGL - ¢4 =0.1, S, ~ 0.86 SLG - g0 =0.59, Sy ~ 0.84

Figure 5.12: Inconnue de fermeture S a U'état stationnaire pour le probléeme I - Configurations
SGL et SLG pour une saturation quasi-identique

importantes. En particulier, nous avons vu qu’un bon nombre de coefficients d’échange était nul
et, par suite, que les termes d’échange dans les équations de transport macroscopiques pouvaient
s’écrire d’une maniere plus simple en comparaison du modele complet non simplifié. Nous avons
également remarqué que les termes d’échange entre phases du modele simplifié étaient formel-
lement identiques aux termes d’échange des modeles a trois températures existants. Il apparait
ainsi important de savoir si ces simplifications constituent un cas particulier ou si elles peuvent
s’étendre a des configurations plus générales ou les deux phases sont mouillantes.

La résolution numérique des problémes I & III pour les configurations SGL et SLG ou les deux
phases sont mouillantes vient confirmer les simplifications obtenues pour les cellules simples. En
effet, les coefficients qui étaient nuls pour les cellules simples sont ici numériquement négligeables
devant les autres coefficients d’échanges (de l'ordre de trois & quatres décades). Il est possible
que cette caractéristique soit spécifique aux cellules symétriques qui, rappelons le, peuvent étre
extrémement complexes, mais nous ne sommes pas actuellement en mesure de le montrer formel-
lement. Ce résultat est relativement important car il signifie que les simplifications apportées au
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modele macroscopique au regard des échanges, présentées dans le chapitre 3, ont un caractere
assez général, tout du moins dans le régime diffusif. Nous reviendrons sur ces simplifications un
peu plus loin dans le cas ou les nombres de Péclet sont non nuls.

Les autres coefficients d’échange, qui étaient non nuls pour les cellules simples, sont représentés
sur les figures (5.13) a (5.20) en fonction de la saturation Sy pour les deux configurations SGL
et SLG. Nous avons également représenté sur ces figures les coefficients obtenus analytiquement
pour la cellule de Chang (version cylindrique) pour une méme porosité £ mais avec une longueur
caractéristique R telle que R? = H? /7 (cf. paragraphe 5.2.2) ott H est la longueur représentée
sur la figure (5.10).
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I '-‘ —  Chang SLG I —  Chang SLG
. . —. Chang SGL 1.2 10°F . —. Chang SGL
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L 910°fF
S$ 110°F s |
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510° 310
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Figure 5.13: Coefficient d’échange hﬁf Figure 5.14: Coefficient d’échange hff
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Figure 5.15: Coefficient d’échange hgf Figure 5.16: Coefficient d’échange hgf

Les résultats présentés sur les figures (5.13) a (5.20) montrent que malgré la relative simplicité
de la cellule de Chang, elle fournit un bon estimateur des coefficients d’échange dans le cas de
cellules plus complexes. On constate en effet que les valeurs des coefficients d’échange ont le
méme ordre de grandeur et que les évolutions de ces coefficients en fonction de la saturation sont
sensiblement les mémes. D’une maniere générale, pour I’ensemble des coefficients, les résultats
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obtenus pour la cellule de Chang dans les configurations limites SLG et SGL constituent des

bornes inférieures et supérieures pour les résultats obtenus dans des configurations ou les deux

phases sont mouillantes. Nous rappelons ici que la terminologie SLG et SGL pour 'arrangement

de cylindres décalés a été introduite pour distinguer deux types de configurations mais ne signifie

pas qu’une phase est parfaitement mouillante.

Nous observons ici pour une méme saturation, comme pour les cellules simples, un impact

relativement important de la répartition des phases sur les coefficients d’échange. Cet impact

est d’autant plus marqué pour les valeurs faibles ou fortes de la saturation et rappelle qu’il

est insuffisant d’estimer les coefficients d’échange uniquement par une fonction simple de la

saturation.

Plus précisément, les parametres les plus importants traduisant 'influence de la répartition

des phases sont, comme 'ont souligné Ahmadi et al. [1], les longueurs caractéristiques ¢4 et £y

(nombre de Nusselt inversement proportionnel au carré d’une longueur caractéristique) et, les

relations entre ces longueurs, les fractions volumiques et les surfaces d’échange spécifiques ne sont

pas nécessairement simples. A titre d’exemple, si on se place dans le cas d’une faible saturation,
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on peut remarquer que si les deux répartitions SLG et SGL peuvent conduire a des fractions
volumiques et des surfaces d’échange solide-liquide et solide-vapeur identiques, en revanche les
longueurs caractéristiques de la phase liquide sont trés différentes puisque dans le cas SGL, £,
est pratiquement constante puisqu’elle est associée a la distance entre deux particules solides,
tandis que dans le cas SLG, ¢, est associée a I’épaisseur du film liquide et peut donc devenir
beaucoup plus petite.

Comme nous l'avons indiqué, la cellule de Chang fournit un bon estimateur des coefficients
d’échange. Cependant, on peut remarquer une différence de comportement des coefficients lorsque
la saturation se rapproche de ses bornes inférieure ou supérieure, correspondant respectivement
a une région représentative saturée en vapeur ou en liquide. En effet, dans le cas des résultats
analytiques obtenus pour la cellule de Chang, certains coefficients ont un comportement singulier
pour les valeurs limites de la saturation alors que les résultats présentés ici semblent indiquer
que ces coefficients ne sont pas singuliers et gardent une valeur finie. Cette différence de com-
portement des coeflicients d’échange n’est en fait qu’apparente dans le sens ou dans les deux cas,
les échanges sont tels que lorsqu’une phase devient résiduelle, son continuum associé a 1’échelle
macroscopique est en équilibre thermique local avec le quatrieme continuum sur lequel est défi-
nie la température de saturation. Prenons I’exemple de la phase liquide, ’équation de transport
pour (Ty) s’écrit, aprés simplification des termes d’échange minoritaires, sous la forme :

NIy
2 0y, 200

. (hﬁg TRl cpg) (<Tg>f - Tsat) - (hf;;? + hﬁf) (T)* = T*)  (5.29)

+...=

Les coefficients d’échange h = hﬁf + hgf et h = hig + hﬁf sont représentés sur les figures (5.21)
et (5.22) en fonction de la saturation pour les deux cellules unitaires. Ces figures montrent
clairement que pour les résultats analytiques obtenus pour la cellule de Chang et les résultats
numériques obtenus pour un arrangement de cylindres décalés, le terme d’échange entre (T)* et
T5% dans (5.29) devient prédominant lorsque Sy tend vers 0, i.e. lorsque la phase liquide devient
résiduelle. Le cas o1 Sy tend vers 1 est symétrique et conduit également a la condition d’équilibre
thermique local (T,)9 ~ T lorsque la phase vapeur est résiduelle.

5.4 Influence du Péclet

Nous avons considéré jusqu’a présent différentes cellules unitaires et différentes répartitions de
phases pour des problemes purement diffusifs. Nous abordons dans cette partie la détermination
des coefficients d’échange pour des cellules unitaires 2D en considérant des nombres de Péclet
non nuls.

Notre objectif ici n’est pas de présenter une comparaison avec les corrélations utilisées pour les
coefficients d’échange dans les modeles a trois équations existants. Cela nécessiterait un nombre
plus important de configurations locales. D’autre part, cela nécessiterait également d’établir une
correspondance claire entre les coefficients d’échange du modele et ceux des modeles existants.

En effet, si le modéle macroscopique obtenu constitue une généralisation des modeles a trois
températures existants, il semble cependant que les couplages entre les différents continuums en
termes d’échanges ne puissent pas étre représentés de maniere aussi simples que dans les modeles
traditionnels. Un premier travail a été mené par Béchaud et al. [16] visant & écrire les termes
d’échange sous la forme traditionnelle. Les développements menés dans cette référence montrent
clairement que si les échanges peuvent s’écrire sous une forme identique a celle des modeles
existants, en revanche les relations entre les trois équations de transport en termes de flux (i.e.
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Figure 5.21: Coefficient h = hﬁf + hﬁf ca-  Figure 5.22: Coefficient h = hf,g + hgf ca-
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répartition des coefficients d’échange) ne sont pas aussi simples. Contrairement aux systémes
a deux phases, les échanges dans un systeme a trois phases représenté par quatres continuums
(solide, liquide, vapeur et interface), semblent trés complexes et les premiers développements
menés dans [16] sont instructifs et mériteraient d’étre approfondis pour mieux comprendre la
nature de ces couplages.

L’objectif de ces premiers calculs est plutot de savoir si 'on peut confirmer les simplifications
obtenues dans le cas purement diffusif et s’il est possible d’observer des tendances pour les coeff-
ficients d’échange pour quelques configurations sur la base d’une simulation numérique directe de
I’écoulement diphasique. L’intérét de la démarche menée dans ce travail est de pouvoir examiner,
sur la base d’une relation explicite (problémes de fermeture), 'impact de différents parametres
comme la géométrie, le régime d’écoulement et la topologie des interfaces, sur les coefficients
effectifs.

5.4.1 De la simulation numérique directe aux propriétés effectives

La premiere étape consiste, pour une configuration locale initiale donnée, a résoudre numéri-
quement les équations du modele Boussinesq de Cahn-Hilliard & partir du schéma présenté au
chapitre 4. Ces équations sont résolues numériquement sur une cellule unitaire bidimension-
nelle avec des conditions aux limites périodiques dans les deux directions. Le terme moteur de
I’écoulement est représenté par un gradient de pression moyen sur la cellule selon une des deux
directions. Ainsi, si on note p la pression dynamique, elle est écrite sous la forme :

p=(Vp)-x+p (5.30)

ou (Vp) est le gradient de pression moyen sur la cellule et ol p est périodique et représente les
fluctuations de pression dans la cellule.

A partir d’une configuration initiale qui fixe les fractions volumiques des phases liquide et vapeur,
le probleme diphasique est résolu jusqu’a un état stationnaire. Cette solution stationnaire dépend
non seulement de la géométrie de la matrice solide et du gradient de pression moyen (Vp) mais
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également de la porosité €, de la saturation Sy, de la densité moyenne p de 'approximation de
Boussinesq, des viscosités 1, et 1, et de la tension superficielle o.

A T'état stationnaire, les points (z,y) définissant la topologie des interfaces sont ensuite identifiés
a partir des valeurs du parametre d’ordre puis, une nouvelle triangulation Zj est définie pour
la cellule unitaire s’appuyant sur les contours des interfaces. Le champ de vitesse calculé sur la
triangulation initiale est ensuite projeté sur cette nouvelle triangulation. Enfin, les problemes de
fermeture I & III définissant les coefficients d’échange sont résolus numériquement jusqu’a I’état
stationnaire.

La figure (5.23) représente une simulation numérique directe qui illustre la premiere étape.
A partir d’une triangulation IF(LI) de la cellule unitaire et d’une configuration initiale (a), qui
correspond ici a une configuration SGL pour une cellule de type Chang dans le cas purement
diffusif, un gradient de pression moyen horizontal est imposé. A partir de 1’état stationnaire (j),
ou l'écoulement est quasi-statique, une nouvelle triangulation Z f(f) s’appuyant sur la topologie

)

des interfaces est définie. Le champ de vitesse a I'état (j) est alors projeté sur Z }(12 puis, les

problemes de fermeture sont résolus.

5.4.2 Cellules unitaires

Nous nous sommes intéressés principalement a la cellule unitaire associée a un arrangement de
cylindres alignés dans le cas d’une phase parfaitement mouillante. Pour cette cellule, les cas ou
les deux phases sont mouillantes sont synonymes de lignes triples quasi-statiques et, bien que
I'outil de simulation numérique directe présenté au chapitre 4 soit capable de prendre en compte
ces situations, nous avons décidé dans une premiere approche de ne pas considérer ces cas.

Les deux répartitions limites SGL et SLG sont étudiées ici. Nous les désignerons respectivement
par "In-Line SGL” et ”In-Line SLG”. Nous avons également mené un nombre limité de calculs
pour une cellule unitaire associée a un arrangement de cylindres décalés ou les deux phases sont
mouillantes et ou la particule centrale est mouillée par la vapeur. Nous désignerons cette derniere
par "Staggered SGL”.

Etant donné le nombre important de parametres, pour le probleme de I’écoulement et les pro-
blemes de fermeture, nous avons fait le choix de nous intéresser a I'influence d’un nombre limité
d’entre eux et d’étudier I'influence du gradient de pression moyen (Vp), i.e. de l'intensité de
I’écoulement, pour quelques saturations Sy données. Les autres propriétés ont été fixées et sont
regroupées dans le tableau (5.2). Les propriétés thermiques sont celles utilisées précédemment
pour les cas purement diffusifs.

Cellules unitaires e Hm]
0.7 0.01
Densité p [kg.m ] 1
Viscosités 7 [kg.m~1.s™!] s Ne
1073 21072
Tension interfaciale o [N.m™!] 1073

Tableau 5.2: Parameétres pour la simulation numérique directe

Des exemples de solutions stationnaires S des problemes de fermeture I a I1I sont représentés sur
les figures (5.24) et (5.28) pour les cellules "In-Line SGL” et ”"Staggered SGL”. S’il est évidemment
difficile de discuter de 'impact des champs S sur les déviations a partir de ces figures, on peut
cependant remarquer le role important de l'interface liquide-vapeur qui, comme nous ’avons
signalé, introduit un découplage pour S et par suite pour les déviations. Cela est clairement
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Figure 5.23: Simulation numérique directe sur une cellule unitaire associée 4 un arrangement
de cylindres alignés - cellule "In-Line SGL”. Triangulation T ,(Ll) de la cellule pour la
SND. (a) : configuration initiale. (b)-(i) : instantanés de ’évolution des interfaces
sous laction d’un gradient de pression moyen horizontal. (j) : état stationnaire.
Nouvelle triangulation I}(f) incluant les contours des interfaces pour la résolution

des problémes de fermeture
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Figure 5.24: Cellule "In-Line SGL” : champs S a l’état stationnaire. € = 0.33, e, = 0.37, Pey =
2480, Pe, = 8.5

illustré par la figure (5.24) lorsqu’une phase est parfaitement mouillante. On pourra également
remarquer que pour les valeurs données dans le tableau (5.2), ks < 1 et kgs < 1, les déviations
dans la phase solide sont tres faibles, ce qui correspond bien & un milieu tres conducteur.

o
0.008
0008

=

er=0.56, g, = 0.14 [v] - Pe; = 384, Pe, = 13

Figure 5.25: Cellule unitaire pour un arrangement de cylindres alignés - Configuration SLG

5.4.3 Coefficients d’échange

Avant de présenter les résultats pour les coefficients d’échange, il faut rappeler que notre objectif
est de proposer un modele dans lequel les propriétés effectives sont fonctions des parametres
moyens caractérisant 1’écoulement. Ainsi, nous examinons l'impact de différents parametres,
choisis arbitrairement (saturation, vitesses moyennes, ...), sur les propriétés effectives.

Comme nous ’avons vu, ces parametres sont nombreux et méme si nous en avons fixé un certain
nombre, 'analyse reste complexe. Par exemple, les corrélations utilisées dans le cadre des modeles
traditionnels font généralement intervenir de maniere indépendante les nombres de Reynolds Reg
et de Prandtl Prg pour chaque phase fluide 3 = g,¢. Afin de rendre plus simple 'analyse de
I'impact des différents parametres, nous nous sommes placés dans le cadre des écoulements de
Stokes pour lesquels les vitesses <Vﬁ>’6 ne dépendent pas du nombre de Reynolds. Dans ce cas,
le nombre de parametres est moins important puisque I'on se rameéne a un nombre de Péclet
Peg = PrgReg pour chaque phase fluide.

Ainsi, nous examinons principalement l'influence de la configuration locale (topologie des inter-
faces, saturation, ...) et du nombre de Péclet sur les propriétés effectives ou le nombre de Péclet
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Figure 5.26: Cellule unitaire pour un arrangement de cylindres alignés - Configuration SGL
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Figure 5.27: Cellule unitaire pour un arrangement de cylindres décalés - Configuration "SGL”

associé a la phase 3 est construit a partir de la longueur caractéristique H de la cellule unitaire :

[(vs)| H

Pog = (pCy)y O f= g0 (5.31)
8
Dans un premier temps, notre objectif est de savoir s’il est possible d’observer des tendances

pour les coefficients dans différentes configurations de I’écoulement et différents Péclets.

Les coefficients d’échange sont représentés en fonction de la saturation sur les figures (5.29) a
(5.32) pour quelques nombres de Péclet. Comme précédemment, nous avons également repré-
senté les coefficients obtenus analytiquement a partir de la version cylindrique de la cellule de
Chang avec R? = H?/m. Les coefficients sont adimensionnés par 12/ks ou . est la longueur
caractéristique de la cellule, [, = H pour les résultats numériques et [, = R pour la cellule de
Chang, et kg = k; pour les coeflicients intervenant dans I’équation pour (T))* et ks = kg pour
ceux intervenant dans I’équation pour (T)?. Si ces premiers résultats ne permettent pas, pour
Iinstant, d’écrire des corrélations pour les coefficients d’échange, ils sont cependant instructifs
et viennent confirmer certaines observations faites précédemment.

D’une part, les coefficients qui étaient nuls ou numériquement négligeables dans le cas diffusif
restent numériquement négligeables pour les configurations considérées, indépendemment des
fractions volumiques et du régime d’écoulement. Ils ne sont donc pas représentés sur ces figures.
Si ces résultats numériques ne peuvent pas tenir lieu de démonstration rigoureuse, il semblerait
cependant que les simplifications, en termes d’échanges, présentées au chapitre 3 soient assez
générales. Ce résultat est tres important puisqu’il permet, comme nous ’avons vu, d’apporter des
simplifications importantes au modele et de rendre plus simple les couplages entre les continuums.
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probleme I probléeme II probléeme III

Figure 5.28: Cellule "Staggered SGL” : champs S a l’état stationnaire. €, = 0.28, ¢4, = 0.42,
Pe, = 286, Pey, = 8.4
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Figure 5.29: Coefficients adimensionnés hﬁf et hgf. In-Line SLG : 201 < Pe; < 663, In-Line
SGL : 258 < Pey < 4704

D’autre part, si les figures (5.29) a (5.32) montrent que les comportements des coefficients en
fonction de la saturation sont similaires a ceux obtenus précédemment, elles viennent aussi
confirmer le rdle important des longueurs caractéristiques sur les coefficients. Les figures (5.32) et
(5.33) illustrent bien cette remarque lorsqu’on se reporte aux figures (5.26) et (5.27) représentant
la topologie des interfaces et 1’écoulement pour les cellules appelées respectivement “In-Line SGL”
et "Staggered SGL”. Il semblerait en effet que I’épaisseur minimale du film de vapeur au contact
de la surface solide joue un role déterminant pour le coefficient caractérisant le terme d’échange
((Ts)® — T5%") dans I'équation pour (T,)9. Ce type de comportement ne peut pas étre mis en
évidence sur des cellules unitaires simples, telle que la cellule stratifiée, et illustre clairement
I'intérét de la simulation numérique directe a 1’échelle locale. On peut en particulier se rendre
compte que la surface d’échange liquide-vapeur, les longueurs caractéristiques et 'intensité de
I’écoulement (i.e. les nombres de Péclet) ne sont pas des parametres indépendants. Ces résultats
rappellent que les relations entre saturation, surfaces d’échanges et longueurs caractéristiques ne
sont pas nécessairement simples.

Nous avons représenté sur les figures (5.34) et (5.35) I’évolution de deux coefficients, le coefficient
(hﬁ% +h&%) caractérisant I'échange ((T,)¢ —T°%) dans I'équation pour (T})* ainsi que le coefficient
(hg;+hj;) caractérisant I'échange ((T)?—T sat) dans I’équation pour (T3)9. Ici encore, on rappelle
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Figure 5.31: Coefficients adimensionnés hi? et hff. In-Line SLG : 201 < Pey < 663, In-Line
SGL : 258 < Pey < 4704

que notre objectif est d’examiner si les coefficients suivent certaines tendances.

Les figures (5.34) et (5.35) semblent indiquer que les coefficients d’échange ont un comportement
similaire & celui observé pour les systemes a deux phases : régime diffusif ou les coefficients sont
quasiment indépendants du Péclet, régime de transition et régime dispersif.

Il est important de préciser que les valeurs des coefficients correspondant a un Péclet nul (i.e.
résultats obtenus pour la cellule de Chang) n’ont pas été reportés sur ces figures. Si on se
reporte & la figure (5.34) et aux points correspondants & la saturation Sy = 0.48 pour la cellule
In-Line SGL, on remarque que le coefficient d’échange peut étre considéré comme indépendant
du Péclet pour Pe; < 103 ; en revanche, nous avons observé que sa valeur ne correspondait pas a
celle obtenue pour la cellule de Chang dans le cas SGL pour la méme saturation. Ce résultat n’est
cependant pas surprenant car, dans le cas purement diffusif, la surface d’échange liquide-vapeur
ainsi que les longueurs caractéristiques peuvent étre tres différentes comme cela est illustré par
les instantanés (a) et (j) de la figure (5.23). Cela rappelle une fois de plus que les coefficients ne
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Figure 5.33: Coefficient adimensionné h = hgf + hiF caractérisant Uéchange ((Ts)® — T*) dans
Uéquation pour (T,)¢. In-Line SLG : 7 < Pe, < 13, In-Line SGL : 0.7 < Pe, < 24

sont pas nécessairement des fonctions simples de la saturation et du nombre de Péclet3.

En retournant aux figures (5.34) et (5.35), on peut remarquer que I'importance du régime diffusif
dépend non seulement de la saturation mais également de la répartition des phases. On retrouve
ainsi le méme type de comportement que celui observé pour les coefficients de dispersion dans le
cas de la cellule stratifiée. D’autre part, il faut également remarquer que ces premiers résultats
semblent indiquer que les régimes dispersifs ne sont pas nécessairement caractérisés par les
meémes nombres de Péclet Pey et Pey. Par conséquent, ’extrapolation de résultats obtenus pour
des écoulements monophasiques en milieu poreux peut conduire & une sous-estimation ou une
sur-estimation des coeflicients d’échange.

Enfin, il faut noter que ’on peut s’attendre a une dépendance plus forte en fonction du nombre
de Péclet du coefficient réel. En effet, les conditions de périodicité font que I’écoulement sous-
jacent représenté par ces résultats est un écoulement établi. Si des effets de zone d’entrée (ou

3cette remarque s’étend bien sir également aux corrélations faisant intervenir indépendamment les nombres
de Reynolds et de Prandtl
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zone d’établissement) sont a prévoir, les coefficients obtenus ici représentent une borne inférieure.
Nous invitons le lecteur & se reporter a Golfier et al. [61] pour une discussion et une illustration
de ce probléme dans le cas du probleme de Graetz sur un tube cylindrique.

A ce stade, une étude portant sur un plus grand nombre de configurations locales doit évidem-
ment étre menée pour mieux comprendre le comportement des propriétés effectives. Ce type
d’étude consiste a reprendre les calculs présentés pour un nombre plus important des valeurs
des Péclets et de la saturation pour des cellules 2D puis 3D et pour différentes géométries de la
matrice solide. Les cellules unitaires 3D permettraient en particulier d’atteindre? des valeurs plus
faibles ou plus fortes de la saturation. Ces cellules permettraient également de prendre en compte
de maniere plus réaliste la contribution de la dispersion hydrodynamique pour les tenseurs de
conductivité thermique effective. Une telle étude constitue évidemment une tache longue et com-
plexe mais la démarche suivie dans ce travail fournit les outils nécessaires, a savoir : un outil de
simulation numérique directe pour avoir accés aux grandeurs locales (la plupart du temps non
mesurables expérimentalement) et des propriétés effectives qui sont reliés d’une maniere claire et
explicite aux phénomeénes locaux au travers de six problemes de fermeture. Du point de vue de
I'utilisation du modele macroscopique, les coefficients obtenus analytiquement pour des cellules
simples peuvent, dans un premier temps, étre utilisés puisqu’ils sont de bons estimateurs des
coeflicients obtenus pour des cellules plus complexes. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux
travaux de Béchaud et al. [16] pour une application du modele aux problemes de dénoyage et de
renoyage des lits de débris surchauffés. Dans un deuxieme temps, suite aux calculs menés pour
des cellules 2D et 3D, ces coefficient pourront étre remplacés par des corrélations numériques
obtenues pour des géométries plus complexes, plus proches d’un milieu poreux réel, et incluant
les effets dispersifs.

4sans lignes triples
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5.5 Conclusions

Nous avons abordé dans ce chapitre I'estimation des coefficients d’échange du modéle macro-
scopique pour des cellules 2D, dans un premier temps pour des problemes diffusifs puis, dans
un deuxiéme temps, pour quelques configurations locales obtenues a partir d’une simulation
numérique directe de ’écoulement diphasique a 1’échelle de la cellule unitaire.

Pour ces cellules, la résolution des problemes de fermeture est obligatoirement numérique. Leur
résolution pose deux difficultés liées a leur nature intégro-différentielle et a la condition d’équi-
libre thermodynamique local. Ces deux difficultés conduisent & l'utilisation d’un maillage non-
structuré et nous avons mis en place une discrétisation spatiale éléments finis avec une stabili-
sation SUPG pour les problemes ol les nombres de Péclet étaient forts ou modérés. La nature
intégro-différentielle des problemes de fermeture a été relaxée dans le temps en considérant la ver-
sion instationnaire des problemes de fermeture. Les solutions des problémes quasi-stationnaires
correspondent alors naturellement, comme nous I’avons vu au chapitre 2, aux solutions asymp-
totiques des problemes instationnaires.

La résolution numérique des problemes de fermeture a été validée pour les géométries simples
considérées dans le chapitre 3, pour lesquelles on peut mener des développements analytiques et
on dispose de solutions exactes. Nous avons, dans un premier temps, considéré la cellule stratifiée,
puis nous avons introduit, dans le cas cylindrique, la version périodique de la cellule de Chang.
Les résultats numériques obtenus pour une approximation IPs convergent bien aux temps longs
vers les solutions analytiques obtenues a partir des problemes quasi-stationnaires.

Nous avons vu également qu’une approximation IP;, gradient constant par maille d’intégration,
s’avérait insuffisante et moins efficace qu’une approximation IPs. Bien que la méthode proposée
permette d’avoir acces aux inconnues de fermeture et aux propriétés effectives pour des géomé-
tries complexes, nous avons constaté que la stabilité de la solution nécessitait de tres petits pas
de temps en comparaison du temps caractéristique de relaxation des coefficients effectifs dyna-
miques. Dans ce travail, nous n’avons pas réglé ce probleme et nous avons choisi des pas de temps
assurant la stabilité de la solution. Il serait cependant intéressant, pour résoudre ce probleme,
de mener une étude plus approfondie sur la nature du découpage en temps qui conduit a relaxer
dans le temps le caractere intégro-différentiel des problemes de fermeture. Il serait également
intéressant de s’assurer que les problemes ne proviennent pas de I'approximation IP5 qui peut
conduire a des oscillations aux interfaces avec la phase solide (fort contraste de propriétés ther-
miques). Dans ce dernier cas, il serait peut-étre avantageux de mettre en place une discrétisation
spatiale en volumes finis non structuré avec, compte tenu de la remarque sur I'approximation
IP;, une discrétisation d’ordre élevé (au moins d’ordre deux) pour les flux diffusifs.

La méthode numérique mise en place pour résoudre les problemes de fermeture ayant été validée,
nous nous sommes intéressés dans un premier temps a des cellules plus complexes, mais toujours
pour des problemes purement diffusifs. Nous avons considéré une cellule ou les deux phases, li-
quide et vapeur étaient mouillantes. Les objectifs étaient de savoir si les simplifications en termes
d’échanges présentées au chapitre 3 étaient encore justifiées pour des cellules plus complexes et
si les expressions analytiques des coefficients obtenues pour les configurations limites SLG et
SGL fournissaient de bons estimateurs des coefficients pour des configurations intermédiaires
plus complexes. Nous avons montré que les réponses a ces deux questions étaient oui : d’une
part, il est encore justifié de simplifier certains termes d’échanges lorsque les deux
phases sont mouillantes et, d’autre part, la version cylindrique de la cellule de Chang
fournit de bons estimateurs des coefficients d’échanges pour des configurations plus
complexes. Nous avons cependant observé des différences importantes aux valeurs limites de la
saturation pour certains coefficients d’échange. En particulier, il apparait que les coefficients
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d’échange définis sur l’interface liquide-vapeur (exposant g ou gf) ne sont pas sin-
guliers pour les valeurs faibles ou modérées de la saturation et gardent des valeurs
finies. Nous avons montré également que ces deux types de comportements correspondaient tous
deux au résultat classique pour lequel le continuum associé a la phase résiduelle est en
équilibre thermique local avec le continuum sur lequel est défini la température de
saturation. Du point de vue de l'utilisation pratique du modele, ces résultats sont évidemment
importants. La remarque sur I'intérét semi-prédictif des cellules de Chang 2D suggere également
d’utiliser des cellules de Chang 3D comme estimateur a priori en ’absence d’autres données.

Dans un deuxieme temps, nous nous sommes intéressés a des cellules 2D en considérant des
nombres de Péclet non nuls. Nous avons pour cela effectué quelques simulations numériques
directes de I’écoulement diphasique a 1’échelle de la cellule unitaire a partir du modele et du
schéma numérique présenté au chapitre 4. Ici encore, nous avons cherché a savoir si les simplifi-
cations de certains termes d’échange restaient valables. Nous avons observé qu’elles le restaient
et, si les résultats obtenus ne peuvent pas tenir lieu de démonstration rigoureuse, il semblerait
que les simplifications des termes d’échanges aient un caractéere assez général. Ces
premiers calculs ont permis également de mettre en évidence le caractere complexe de la relation
entre saturation, surface d’échange et longueur caractéristique ou encore le role important de la
répartition des phases. Des tendances peuvent néanmoins étre observées, mais il est nécessaire
d’effectuer beaucoup plus de calculs pour espérer aboutir a des corrélations a caractere général.



Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux transferts de masse et de chaleur dans un
milieu poreux surchauffé parcouru par un écoulement diphasique avec changement de phase et,
en particulier, au probleme de changement d’échelle dans le cadre du non équilibre thermique
local. Pour aborder ce probleme, nous nous sommes appuyés sur la méthode de prise de moyenne
volumique qui, dans le cadre du non équilibre thermique local, nous a semblé particulierement
bien adaptée. La démarche suivie dans ce travail apporte deux contributions importantes : d’une
part elle fournit des éléments de discussion sur la forme des modeles heuristiques existants et,
d’autre part, elle propose des problemes de fermeture qui établissent un lien explicite entre
la description locale et les coefficients de transport effectifs paramétrant le modele. A partir
d’une description locale sur une cellule unitaire périodique représentative du milieu étudié, ces
problemes permettent de déterminer les coefficients effectifs qui, pour les écoulements diphasiques
en milieux poreux, sont peu connus et sont généralement extrapolés a partir de corrélations
obtenues pour les écoulements diphasiques dans les tubes ou les écoulements monophasiques en
milieux poreux.

L’établissement du modele macroscopique a été présenté dans le chapitre 2. Aprés une descrip-
tion du probleme et des hypotheses a ’échelle du pore, nous avons procédé a la prise de moyenne
volumique des équations de transport de masse et de I'énergie. Le changement d’échelle a été
effectué dans le cadre d’un découplage, a l’échelle du pore, du probléeme des transferts de chaleur
de celui de ’écoulement diphasique. Ce découplage s’appuie d’une part sur une hypothese négli-
geant les variations de la densité et de la viscosité avec la température et, d’autre part, sur une
hypothese négligeant les effets associés aux mouvements rapides des interfaces. Si cette deuxieme
hypothese est relativement forte pour les problemes d’ébullition, elle apporte des simplifications
importantes du point de vue de la description macroscopique et est cohérente avec la théorie
quasi-statique qui conduit & une forme des équations de transport macroscopiques équivalente a
la loi de Darcy généralisée.

Dans le cadre du non équilibre thermique local et d’une approche pseudo-permanente des
échanges, nous avons obtenu, moyennant certaines simplifications et approximations, un modele
macroscopique se présentant sous la forme d’un modéle quasi-stationnaire a trois équations. Un
des aspects attrayants de la technique de changement d’échelle réside ici dans le développement
d’une forme fermée du tauzx d’évaporation a I’échelle macroscopique dépendant des températures
moyennes et des propriétés effectives. Enfin, sans introduire de relations supplémentaires sur les
coeflicients effectifs, nous avons montré que le modele a trois équations dégénérait naturellement
vers les modeles & deux et une équation, ceci constituant une propriété importante au regard de
la consistance des échanges.

Le modele peut étre vu comme une généralisation des modeles & non équilibre local existants
obtenus dans le cadre d’une approche heuristique. Il possede en contrepartie un nombre plus élevé
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de coefficients de transport effectifs traduisant une description macroscopique plus complexe et,
on peut l'espérer, plus précise. L’intérét majeur de ’approche développée ici est de proposer
sixz probléemes de fermeture permettant de déterminer ces coefficients a partir d’une description
locale sur une cellule représentative du milieu considéré.

L’objet du chapitre 3 a été, dans un premier temps, de déterminer les coefficients effectifs pour
des cellules simples représentatives d’un milieu stratifié et d’un arrangement de cylindres et de
spheres. Cette étude a été menée dans le cadre d’une théorie complétement fermée ou 'on ne
se préoccupe pas de I'historique des interfaces mais ou l'on étudie, pour une topologie locale
arbitrairement donnée, 'impact de différents parametres (répartition des phases, saturation,
...). Deux configurations types ont été considérées : 'une classique ou le liquide est mouillant
et 'autre, plus spécifique aux problemes d’ébullition, ou la vapeur est "mouillante”. L’étude de
ces deux cas limites a mis en évidence le réle important de la répartition des phases sur les
coefficients effectifs. Si ce résultat était prévisible, il pose cependant des difficultés puisqu’on ne
connailt généralement pas la répartition locale a ’échelle macroscopique. Cette difficulté peut
néanmoins étre contournée en introduisant un critere de sélection a 1’échelle macroscopique. Il
apparailt en effet, en premiere approximation, que la saturation et le signe du déséquilibre entre
la température macroscopique du solide et la température de saturation soient deux parametres
moyens importants qui permettraient de caractériser la configuration des deux phases fluides.
Dans un deuxieme temps, nous avons cherché a estimer la validité du modele et la qualité de la
représentation quasi-stationnaire des échanges. Pour cela, nous nous sommes intéressés a un pro-
bleme de conduction avec changement de phase pour lequel il était relativement aisé de comparer
la solution prédite par le modele & une solution de référence obtenue par résolution directe du
probleme local. Les expériences numériques menées pour des problémes de diffusion-évaporation
ont montré la capacité du modéle a décrire correctement le comportement macroscopique. S’il
s’agit ici d’une validation partielle, ces expériences numériques viennent illustrer 'intérét pra-
tique du modele et laissent entrevoir ses potentialités pour les problemes de dénoyage et de
renoyage des lits de débris surchauffés.

En dernier lieu, nous avons présenté des simplifications au regard des termes d’échange et nous
sommes revenus sur les liens entre le modele proposé et les modeles heuristiques existants. Une
discussion a ainsi été menée sur les termes qualifiés de non classiques et nous avons montré
dans quelles mesures le modele tendait vers les modeles traditionnels. En termes d’échanges, si
les simplications présentées ont conduit & une forme similaire a celle proposée dans les modeles
traditionnels, il semblerait cependant que les couplages entre les différents continuums soient a
priori plus complexes.

Dans le but d’obtenir une description locale pour des cellules unitaires plus complexes, nous
avons présenté au chapitre 4 une méthode de simulation numérique directe des écoulements
diphasiques. Cette méthode s’inscrit dans le cadre des méthodes a interfaces diffuses ou I'interface
est modélisée comme une zone de transition volumique. Parmi ces méthodes, nous avons vu que
I’on pouvait distinguer la méthode mettant en jeu un fluide pur compressible, ou méthode du
second gradient, des méthodes mettant en jeu un mélange incompressible de deux fluides non
miscibles, appelés modeles de Cahn-Hilliard. Si les modeles de Cahn-Hilliard ne prennent pas en
compte le changement de phase, ils sont cependant numériquement plus attractifs.

Dans ce contexte, nous avons cherché a établir un lien entre ces deux types de méthodes et, en
particulier, nous avons recherché une formulation permettant de prendre en compte le change-
ment de phase et pouvant étre résolue relativement facilement par des schémas et des méthodes
numériques “classiques”. Nous avons mis d’'une part en évidence ce lien en montrant que les
modeles de Cahn-Hilliard n’étaient qu'une conséquence de la théorie du second gradient pour
un mélange de deux fluides et, d’autre part, nous avons vu qu’un modele de type Cahn-Hilliard
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qualifié de quasi-incompressible avait les potentialités pour prendre en compte le changement
de phase, et ce, dans un contexte incompressible. Des développements sont encore nécessaires
pour bien comprendre la nature de ce modele et nous nous sommes limités dans ce travail a
une approximation de type Boussinesq. Pour ce dernier modele, une discussion a été menée sur
les différentes formes dites potentielles et une méthode numérique éléments finis a été mise en
place afin de pouvoir considérer des géométries complexes. Enfin, plusieurs applications ont été
présentées qui ont permis de valider le schéma numérique et d’illustrer les potentialités de la
méthode.

Ayant & notre disposition un outil de simulation numérique directe des écoulements diphasiques,
nous avons abordé dans le chapitre 5 la détermination des propriétés effectives pour des cellules
unitaires plus complexes. Dans un premier temps, une méthode de type éléments finis a été
proposée pour la résolution numérique des problemes de fermeture puis validée pour les cellules
simples considérées dans le chapitre 3. Dans le cas purement diffusif, nous nous sommes ensuite
intéressés a une cellule plus complexe 2D représentative d’'un arrangement de cylindres décalés
ou les deux phases liquide et vapeur sont mouillantes. Pour cette cellule, nous avons constaté que
les simplifications apportées en termes d’échanges restaient encore valables et que les résultats
analytiques obtenus pour les cellules simples constituaient de bons estimateurs des coefficients
d’échange. Certaines différences ont cependant été observées, en particulier pour les valeurs li-
mites de la saturation, traduisant le role important des longueurs caractéristiques des phases
sur les coefficients. Malgré ces différences, nous retrouvons naturellement a partir des résultats
analytiques ou numériques le résultat classique pour lequel le continuum associé a cette phase est
en équilibre thermique local avec le continuum sur lequel est défini la température de saturation.
Enfin, des résultats préliminaires ont été présentés a partir de simulations numériques directes
d’écoulements diphasiques sur des cellules 2D périodiques. S’il est encore trop tot pour proposer
des corrélations pour les propriétés effectives, ces premiers résultats ont permis de mettre en
évidence des tendances déja observées sur les cellules simples. Ainsi, nous avons constaté que les
simplifications apportées en termes d’échange restaient encore valables pour des nombres de Pé-
clet non nuls et, par suite, il semble que ces simplifications aient un caracteére assez général. Nous
avons également retrouvé le role important de la répartition et des longueurs caractéristiques
des phases. Enfin, nous avons souligné que les coefficients effectifs n’étaient pas nécessairement
des fonctions simples de la saturation et du nombre de Péclet en illustrant, pour une méme
saturation, I'influence du nombre de Péclet sur la topologie des interfaces.

La description macroscopique des problemes de transport en milieux poreux parcourus par un
écoulement liquide-vapeur avec changement de phase représente comme nous 'avons vu un
probleme vaste et complexe, et I’ensemble des résultats présentés dans ce travail ainsi que la
démarche proposée ouvrent de nombreuses perspectives.

Tout d’abord, les calculs présentés dans le chapitre 5 sont & poursuivre en considérant un nombre
plus important de configurations locales et en étendant les calculs a ’ensemble des coefficients
effectifs du modele. Ces calculs pourraient dans un premier temps étre menés sur les cellules 2D
en considérant une gamme plus large de saturation et des nombres de Péclet. Dans un deuxieme
temps, des cellules 3D devraient étre considérées; cela permettrait entre autres d’approcher les
valeurs limites de la saturation et d’étudier, de maniere plus réaliste, I'influence de la distribution
du champ de vitesse sur les coefficients effectifs, en particulier sur les coefficients de dispersion
thermique. Ces calculs permettraient d’une part d’obtenir des corrélations pour les propriétés
effectives et, d’autre part, d’apporter des estimations sur I'importance des différents termes des
équations de transport macroscopiques (tenseurs couplés, termes pseudo-convectifs, . ..) dans le
cas général.

Il est clair que le cout numérique d’une telle étude est élevé puisque 'on doit effectuer une
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simulation numérique directe de ’écoulement diphasique puis résoudre numériquement les six
problemes de fermeture. Ces deux étapes nécessitent un maillage relativement fin de la cellule
unitaire et, a partir des méthodes numériques et des résultats présentés, on peut envisager des
améliorations qui permettraient de réduire sensiblement les temps de calculs.

En ce qui concerne la simulation numérique directe, on pourrait envisager, soit de rendre la
méthode éléments finis utilisée dans ce travail plus performante : approximation IP; pour la
vitesse avec stabilisation de type PSPG pour la pression, condensation de matrices masses, sous-
intégration numeérique, . . ., soit d’utiliser une méthode volumes finis en maillage non structuré. Si
une méthode volumes finis demande certainement plus de travail, en particulier en ce qui concerne
la discrétisation du couple vitesse-pression et la construction de schémas d’ordre élevé (e.g.
d’ordre deux avec limiteur de flux), elle est généralement plus efficace qu'une méthode éléments
finis du point de vue du temps de calcul et présente de plus I'avantage d’étre conservative. A
partir des résultats et de la discussion présentée dans le chapitre 4 sur les différentes formes
potentielles des équations du mouvement et sur la simulation d’une inclusion en équilibre, nous
pensons que ce dernier point est particulierement important pour éliminer les courants parasites.
En ce qui concerne les problemes de fermeture, et compte tenu des remarques apportées en
conclusion du chapitre 5 sur la stabilité de la solution, il serait intéressant de suivre la méme
démarche et de rendre plus efficace la méthode éléments finis ou d’utiliser une méthode volumes
finis en maillage non structuré. On dispose actuellement de peu de recul sur la résolution nu-
mérique des problemes de fermeture instationnaires et il serait également intéressant de mener
une étude plus appronfondie sur la nature du découpage en temps qui conduit a relaxer dans le
temps leur caractere intégro-différentiel.

L’intérét de la simulation numérique directe a 1’échelle locale a clairement été mis en évidence
dans ce travail et, a partir des résultats et des éléments de réflexion présentés dans le chapitre
4, il serait intéressant de mener une étude portant sur la prise en compte du changement de
phase dans le cadre d’'un modele de type Cahn-Hilliard. Un tel modele permettrait d’obtenir
plus d’informations sur la nature des hypothéses présentées dans le chapitre 2. On pourrait ainsi
revenir sur le découplage du probleme de ’écoulement du probléme des transferts de chaleur, sur
I’hypothese de quasi-staticité et sur I'importance du taux d’évaporation a ’échelle des fermetures.
De plus, on pourrait étendre les expériences numériques de diffusion-évaporation présentées dans
le chapitre 3 et estimer la validité et la qualité du modele macroscopique pour des problemes
beaucoup plus complexes. On pourrait considérer pour cela une région représentative constituée
de quelques motifs (e.g. de 'ordre d’une dizaine) pour laquelle il est encore possible d’effectuer
une simulation numérique directe a un cotit raisonnable.

Dans le cadre de l'utilisation du modele macroscopique pour les problemes de dénoyage et de
renoyage des lits de débris surchauffés, des études ont commencé & étre menées a l’aide du code
de stireté ICARE-CATHARE. Une version simplifiée du modele a été implémentée, ol les termes
non traditionnels n’ont pas été pris en compte, ou les tenseurs de conductivité dominants ont
été représentés par 'estimateur simple egkg et ol les résultats analytiques présentés dans le
chapitre 3 pour la cellule stratifiée ont été utilisés pour les coefficients d’échanges. Les premiers
calculs sont encourageants et ont permis d’illustrer la capacité du modele a prendre en compte les
forts déséquilibres thermiques macroscopiques. Ces études devront bien str étre poursuivies pour
valider de maniere plus quantitative le modele. Dans ce contexte, il faudrait envisager d’utiliser
les résultats obtenus sur des cellules plus complexes. On pourrait également profiter des résultats
obtenus sur des cellules de Chang, qui ont un comportement topologique plus proche d’un milieu
poreux réel que les cellules stratifiées. Il serait également intéressant d’étudier I'impact des termes
non traditionnels et de juger de leur importance en tenant compte de la précision demandée sur
la solution macroscopique et également du nombre limité de mesures expérimentales disponibles
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et des incertitudes de mesures. Par la suite, il serait intéressant de prendre en compte la présence
d’especes incondensables dans la phase gazeuse. Soulignons deés a présent que leur prise en
compte pose une difficulté supplémentaire importante puisqu’elle introduit un couplage entre
la fraction massique de vapeur et la pression de vapeur saturante. Enfin, a plus long terme,
nous pensons qu’il serait intéressant d’étudier le probleme de changement d’échelle pour la
description des écoulements diphasiques avec changement de phase dans le régime inertiel et
ce, principalement pour deux raisons. D’une part, ’ensemble des résultats présentés dans ce
travail indique que 'utilisation de corrélations obtenues pour des problemes sans changement de
phase (e.g. drainage et imbibition) peut étre remise en question pour les problémes d’ébullition.
D’autre part, une approche théorique permettrait d’apporter une contribution a ’estimation du
frottement interfacial dont I’expression reste actuellement tres controversée.
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Annexe A

La méthode de prise de moyenne
volumique

L’objet de cette annexe est d’introduire les principales notations et définitions associées a la
méthode de prise de moyenne volumique et de rappeler les théoremes ainsi que quelques ap-
proximations classiques de cette méthode. L’ensemble des définitions et des résultats présentés
dans cette annexe sert de base aux développements menés dans le corps du mémoire, en particu-
lier dans le chapitre 2. Le lecteur intéressé par une présentation détaillée de la méthode pourra
se reporter par exemple a Carbonell et Whitaker [33], Gray [67], Quintard et Whitaker [124] et
Whitaker [150, 154].

A.1 Notations et définitions

La méthode de prise de moyenne volumique est basée sur la définition d’un opérateur de moyenne
volumique qui, lorsque il est appliqué aux équations de transport a la petite échelle ¢, conduit
aux équations de transport macroscopiques a la grande échelle L. Cet opérateur est défini sur un
volume de prise de moyenne, appelé Volume Elémentaire Représentatif (VER), qui est associé a
tout point x du milieu. Ce volume est illustré sur la figure (A.1) pour un systéme triphasique,
c’est a dire ici pour un systeme solide-liquide-vapeur.

Pour toute grandeur 13 associée a la phase 3, 8 = s, £, g, on peut définir deux types de moyennes,
la moyenne de phase notée (1g) et la moyenne intrinseque de phase notée <1/Jﬁ>5 . La moyenne
de phase, appelée également moyenne superficielle, est définie par :

(18) o= = / s (x+Y) (A1)

o V3 (x,t) représente le volume de la phase 8 contenu dans le volume de prise de moyenne
V. Le centre de V est localisé par le vecteur position x et, comme 'indique I'intégration (A.1),
la moyenne superficielle (1)3) est définie au centre du volume de prise de moyenne. Dans cette
définition, la notation dV, signifie que I'intégration se fait par rapport a la variable y.

D’un autre coté, la moyenne intrinseque de phase est définie par :

Wol' b= [ waety) (A2

V@(Xt
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Figure A.1: Volume élémentaire représentatif d’un systéme triphasique s-f-g

Ici encore, la définition (A.2) montre que la moyenne intrinseque est définie au centre du volume
de prise de moyenne. On utilise généralement, pour alléger I’écriture, les notations simplifiées
suivantes pour les définitions des moyennes superficielle et intrinseque :

Ws) = 3 [y (43)
Vs

(W) = Viﬁ [vsav (A.4)
Vs

Pour finir sur les principales notations et définitions, toute grandeur g de la phase 3 peut
s’écrire sous la forme d’une décomposition spatiale, plus communément appelée décomposition
de Gray [67]. Cette décomposition consiste & écrire la grandeur locale ¢35 comme la somme de
sa moyenne intrinseque (1#5)5 et de sa déviation JB autour de la valeur moyenne, c’est a dire :

g = v5(1s)" + g (A.5)

ou 7 désigne I'indicatrice de phase de la phase 3, c’est a dire la fonction valant 1 dans la phase
B et s’annulant dans les autres phases. Comme le note Whitaker [153], la décomposition (A.5)
représente une décomposition des échelles de longueurs puisque <@Z}B>ﬁ varie significativement
sur la longueur caractéristique macroscopique L, tandis que la longueur caractéristique associée
aux variations des déviations Jg est I’échelle microscopique £3. Nous verrons plus loin qu’'une
telle signification pour la décomposition (A.5) est a la base de nombreuses simplifications et
approximations.

On peut écrire les relations suivantes en posant 13 = 5 dans (A.3) et (A.4) :

(vo) =¢ep, (1) =1 (A.6)

ou eg = Vj/V désigne la fraction volumique de la phase 3 dans le volume de prise de moyenne. A
partir de la définition de €4, les moyennes superficielle et intrinseque sont reliées par la relation :

(g) = ep(1hp)” (A7)



A.2. PROPRIETES 171

Il faut noter que si ¥g est une grandeur constante, elle le reste en valeur moyenne mais seule la
moyenne intrinséque permet de conserver la valeur de la constante puisque la moyenne superfi-
cielle est pondérée par la fraction volumique €z. De plus, si ¢g est une grandeur constante dans
une certaine région a 1’échelle macroscopique, elle le reste en valeur moyenne intrinseque mais
pas en valeur moyenne superficielle puisque €3 n’est généralement pas une constante. De ce fait,
la moyenne intrinseque est généralement préférée a la moyenne superficielle.

A.2 Propriétés

A partir des équations de transport locales pour chaque phase du systeme, la méthode de prise
de moyenne volumique consiste a prendre la moyenne superficielle de ces équations pour obtenir
les équations de transport macroscopiques. D’une maniere générale, les équations de transport
locales contiennent des termes d’accumulation, de convection et des termes sources pouvant
suivre une loi de type gradient (i.e. loi de Fick, loi de Fourier, ...). Nous présentons dans
ce paragraphe comment traiter ces différents termes au sens des moyennes volumiques pour un
milieu poreux constitué de trois phases 3, v et 0. Nous présentons dans un premier temps les deux
théoremes fondamentaux de la méthode puis, dans un deuxieme temps, quelques approximations
classiques.

Théorémes

Les deux théoremes fondamentaux de la méthode de prise de moyenne volumique sont le théoreme
du transport de Reynolds, qui permet d’intervertir les opérateurs de moyenne et de dérivée
partielle en temps, et le théoréme de moyenne spatiale, qui permet d’intervertir les opérateurs
de moyenne et de dérivées partielles spatiales.

- Pour une grandeur vz de la phase 3, le théoreme du transport de Reynolds s’écrit :

d 9 1 1
<%> = —%im 7 / g Wotp dA — 7 / gy - Wy ts dA (A-8)

Ago Apy
oll Wg, et wg, désignent respectivement les vitesses de déplacement des interfaces Ag, et
Ap, qui sont contenues dans le volume de prise de moyenne.

- Pour une grandeur ¢3 de la phase (3, le théoreme de moyenne spatiale s’écrit :

v =Vt [ mpewadd+ g [mpovadd (@9
Ago Apy
ou l'opérateur V- correspond effectivement a l'opérateur divergence lorsque v est une
grandeur vectorielle, ou a l'opérateur gradient lorsque 13 est une grandeur scalaire.

Approximations classiques

Dans le paragraphe précédent, nous avons présenté les deux théoremes fondamentaux pour la
prise de moyenne volumique d’une équation de transport. Dans ce paragraphe, nous présentons
quelques approximations classiques pour la prise de moyenne volumique d’un terme convectif et
d’un flux suivant une loi de type gradient.

- La moyenne volumique d’'un terme convectif du type vgig s’écrit, a partir du théoreme de
moyenne spatiale (A.9), sous la forme :

1 1
(V'(Vﬁwﬁ)>=V-<Vﬁ¢ﬁ>+V/nﬁo-VWﬁdAJrv/nﬁv'VWﬁdA (A.10)

Apo Apy
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En introduisant la décomposition spatiale (A.5) pour v et g dans le premier terme du
second membre de (A.10), il vient :

(vaos) = (va(va)? (1) + 75(vs) s + 15V (1p)” + Vats) (A.11)

En appliquant l'opérateur de moyenne dans le membre de droite de (A.11), on simplifie
généralement le résultat en :

(vaos) = e(va)’ ()’ + (Vgig) (A.12)

La relation (A.12) est admise sous la contrainte :

2
"o %

A.13
72 < 7 ( )

Le lecteur intéressé par une démonstration détaillée du résultat (A.12) pourra se reporter
a Carbonell et Whitaker [33]. Le dernier terme de (A.12), qui s’écrit sous la forme d’un
produit des fluctuations de 1z par les fluctuations de vitesse, caractérise la dispersion, c’est
a dire le transport convectif dans la phase 8 a I’échelle microscopique des fluctuations de
¥g.

La moyenne volumique d’un flux qg suivant une loi de gradient du type qg = Vg s’écrit,
a partir du théoréme de moyenne spatiale (A.9), sous la forme :

1

1
(Vi) = V{vs) + o / ngots dA + 3 / ng, s dA (A.14)

Ago Apy

En introduisant la décomposition spatiale (A.5) pour ¥z dans les intégrales de surface du
membre de droite de (A.14), il vient :

Vv
Ago Apy
1 ~ 1 ~
+V / nﬁgi/)g dA + V / nﬁqﬂﬁg dA (A.15)
Apo Apy

Vos) = Vi +5 [ nseln)da+ 5 [ ng e’

Dans le cas ou les échelles de longueur sont convenablement séparées, on peut sortir (¢ 5>5
des intégrales de surface de (A.15) et, I'application du théoreme (A.9) avec g = 3 et la
relation (A.6) conduisent au résultat :

1 - 1 -
(Vs) = V0os) — (0 Ves + 3 [ mpolpdds i [madpas  (a16)
Apo Apy

Comme nous l'avons indiqué, le résultat (A.16) est acceptable dans le cas ou les échelles
de longueur sont convenablement séparées, plus précisement si la contrainte suivante est
vérifiée : )

.
L—°2 <1 (A.17)

Ici encore, le lecteur intéressé pourra se reporter par exemple a Carbonell et Whitaker [33]
pour une démonstration détaillée de ce résultat.



Annexe B

Probleme de conduction hétérogene

L’objet de cette annexe est de donner un exemple simple du raisonnement menant a la repré-
sentation (2.86) du chapitre 2 pour les déviations spatiales de température.

Nous considérons pour cela un probleme de conduction hétérogene dans un milieu spatialement
périodique. A D’échelle locale, le probleme aux limites est donné par :

88—1; = V- (kVT), dansV (B.1)
T(x+1) = T(x), i=1,23 (B.2)
T(x,t=0) = S(x) (B.3)

La prise de moyenne volumique de (B.1) conduit & I’équation de transport macroscopique :

o(T)

En introduisant les décompositions spatiales pour la température, T' = (T>+f , et la conductivité,
k = (k) + k, on obtient & partir des approximations classiques (cf. relation (A.12)) :

a(T)

S = (W) + (VD)) (B.5)

L’équation de transport pour les déviations T s’obtient en introduisant les décompositions spa-
tiales dans ’équation locale (B.1) et en soustrayant (B.5) au résultat :
oT

=V <EV<T> +RVT — <kvf>) (B.6)

Les échelles étant supposées convenablement séparées, i.e. £ < L, on montre que le dernier terme
du second membre de (B.6) peut étre négligé et ’équation de transport pour les déviations peut
s’écrire sous la forme plus simple :

oT ~ ~
=V (wm + kVT) (B.7)
Ainsi, dans l’espace de Laplace, le probléeme mixte, c’est-a-dire le probleme couplé (B.5)-(B.7),
s’écrit :

p{(T)} = V- ((RV{TD)} + (V{TH) (B)

T} = V- (VLD + kV{T}) (B.9)

ou, pour simplifier, on a posé : F(x) = 0. On rappelle ici que {1} désigne la transformée de
Laplace de 1) et p est la variable de Laplace.
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L’équation (B.9) apparait! linéaire en V{(T)}, ce qui suggere la représentation :

{T} = p{b} - V{(T)} (B.10)
L’intérét de multiplier par p I’équation (B.10) va étre illustré dans la suite des développements;
nous allons voir que c’est le seul moyen de revenir dans ’espace physique de maniere simple.
Le probleme aux limites local pour 'inconnue de fermeture b s’obtient en introduisant la repré-
sentation (B.10) dans (B.9) et s’écrit :
p{b} = V.(kV{b})+ Vk, dansV (B.11)
b} x+14) = {b}x), i=1,23 (B.12)
On rappelle ici que pour obtenir (B.11), les termes en VV{(T')} ont été négligés.
A partir de la représentation (B.10), ’équation de transport macroscopique (B.8) s’écrit :

p{{1)} = V- ())VT)} + p(kV{b}) - VI(T)}) (B.13)

En appliquant la transformée de Laplace inverse, la représentation (B.10) s’écrit dans Iespace

physique :
3} / d
T=bx—V(T)= — ) =W(T B.14
b 29(1) = [ b= 1) SV dr (B.14)
0
Le probleme de fermeture associé (B.11)-(B.12) devient :
ob ~
% = V. (kVb)+Vk, dansV (B.15)
b(x+1;) = bx), i=12,3 (B.16)
b(t=0) = 0 (B.17)
Enfin, ’équation de transport macroscopique (B.13) s’écrit :
or 0
% =V. <(k>V<T) + (kVb) x §V<T>> (B.18)

Dans le cadre d’une approximation quasi-stationnaire du probleme, on s’intéresse uniquement a
la solution stationnaire de (B.15)-(B.17). En d’autres termes, on traite 'inconnue de fermeture b
comme une constante par rapport au temps et, si 'on note b, cette constante, ’approximation
quasi-stationnaire consiste a prendre :

boo = lim b(x,1) (B.19)
t—o00
Dans ces circonstances, la représentation et 1’équation macroscopique s’écrivent :
T = be - V(T) (B.20)
o(T
% = V- (K-V(T)) (B.21)
avec :
K = (k)I+ (kVb) (B.22)

Il est important de noter ici que 'approximation quasi-stationnaire intervient au niveau de la
variable de fermeture b et non pas de T. Sur la base d’expériences numériques, il apparait que,
en général, le temps caractéristique pour atteindre b, (cf. équation (B.19)) est plus court que
le temps de relaxation de la variable macroscopique (T') (essentiellement parce que la longueur
caractéristique associée au probleme de fermeture est plus petite). Ce qui confirme l'intérét
de ce genre d’approche. Le lecteur intéressé trouvera dans Landereau [92] et Moyne [104] des
informations quantitatives sur ces aspects.

Lear BV2{(T)} = O (L‘QE{<T>}) < VE-V{{TVQ =0 (z-lL-1E{<T>})



Annexe C

Problemes de fermeture

Probléme I probléme associé a ((Ty)¢ — T5%)

avec

59
héi

(PCp), Vg Vsl = kyV2s] — _1 <h% + hZf) , in the g-phase
s3; =0, sy =1, at Agg
ng - ks Vs =mngs - kgVs),,  sh.=sj;,  at Ags
(pCp), Ve - Vsl = keV2sp; — et <h§f + hﬁf) ,  in the f-phase
ngs - keVsh = ngs - ksVsS; 52‘ =sp+1, at Ay
0=k,V2s —e; ! <hZf + hj; > ,  in the s-phase
Periodicity : si;(r +1;) = si;(r),  s%(r +1;) = s%(r)

Sgi(r—i_li) - SZZ'(I‘)7 P = 17273
Average : (L) =0, (1) =0, (3" =0

k k
hgfzvg/ngg-ngidA , hgfzvg/ngs-ngidA

Ag(g AQS
Rl — @/ng - VsbidA , hi = ke /nes-VS§-dA
03 V g 2 ) ? VvV t
AZg AZS

ks

:—/nsg-VsjidA:—hgf o=

TV

Asg As(Z

V

Probléme II probleme associé¢ a ((T,)9 — T%)

(Pcp)g Vg ngi = k‘gvzsgi - 6;1 (hzf + hzf) , in the g-phase
szizl, st =0, at Agg
ng - ksVs;Z- =ng - k:gV,sgi , gz = ng +1, at Ag

(PCp)yve - Vszi = kzvzsgi —& (hig + hﬁ,‘;) , in the {-phase

J4 s J4 s
nys - kﬁvsgi = Tys - ksvsgi y  Sgi = Sgi» at Aﬁs

0=k, V%5 — ;! <h89 + hse> , in the s-phase
Periodicity : s (r+1l) = (r), spi(r +1;) = s5,(r)
gi( +ll) _Sﬁ(r)7 = 17273

Average : <s§i>é =0, <SZZ->“" =0, (sg:)°=0
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/nsg VSEZdA——hS

(C.9)

(C.10)
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avec

k
hi =2 / ng, - Vs?; dA

== / ng - Vs dA

@g——/nstdA—Jﬁ

Probléme III probléme associé & ((T )

9 _ 2.9 -1
(pcp)g Vg Vg = kgv Ssi — €y
g _ £ _
s, =0, s5;=0, at Ay
ngs - ksVsy =ngs - kgVsl, sl

(PCp)y Ve - Vg = keV2sy;
ny, - kyVs, k. VsS, st
0= kyV2s2, — e (hs%’ + hs€> ,
Periodicity : s%(r + ;) = s%(r),

sa(r +1;) = s3(r)

=0, (s%)

= Ny -

QEIJE/J@

Average : (s
avec :

k
hit = 7 / ny - Vs? dA

Age

WY = % / ng, - Vst dA

Agg
kjs S
W= [ g Vatida = -

Asg

Probleme IV probleme associé a V(T,)?

(pCp), Vg - Vbgg + (pCp), Vg = kgV?bgg — ;! <ng o

.k
, b ng/ngs-ngidA
Ags
hf’%—@ ny, - Vst dA
) gi % ls gi
Afs
pst =L [ ny Vst = —nts
) gi — vV st gi = gi

Asl

s _ Tsat)

(hgf + h9; ) , in the g-phase

=5y — 1, at Ag

-t <hi€ + ht > ,  in the f-phase

=s5,—1, at Ay

in the s-phase
s5;(r +1;) = s3;(r)
, 1=1,2,3
(s5)°=0

k
,ﬁz%/%V%M
Ags
, hf?:@/n&-vsf.d/x
S1 V St
Afs
, hsﬁzﬁ/nsg-vs?dA:—hfs.
S1 V S1 S
Asl

> , in the g-phase

g \%9g ™ Cgg
by, =0, by =0, at Ay
Ny, - ksVbgy = ngs - kyVbgg +ny5ky, bgg =bg,, at Ay
(pCp), Ve Vbyg = keV?byy — et <cgg + ng> , in the /-phase
ng, - kyVbyy = nys - ksVbgy, byy =by,, at Ay
0= k:svzbsg — 53_1 < st 4 c59> , in the s-phase
Periodicity : byy(r + ;) = bgg(l‘) , bgg(r+1;) =bgy(r)

bsy(r+10;) =bg(r), i=1,2,3

Average : (by)' =0, (by)9 =0, (bs)* =0
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(C.20)

(C.21)

(C.31)

(C.32)



avec

k k k
c%:vg/nge-nggdA , cgzzvg/ngs.nggdA:—cgg—Vg/ngsdA

AQZ qs
k
4 L
CZZ V / Nyg - beg dA y ng = - / Nyg - ngg dA = — sg
A[g Als

ks ks
ng = V / Ngy - Vbsg dA y ng = V / Ngg - vbsg dA
Ase ASQ

Probléme V probleme associé & V(T})*

(pCp), Vg - Vbge = kgVibg — ! <CZ§ + ci’;Z) ,  in the g-phase
by =0, by=0, at Ay
ng - ksVbgy =ngs - kgVbgy, by =bg, at Ag
(PCp)y Ve - Vbyo 4 (pCp), Vi = keV%byp — <c§g + fz) ,  in the f-phase
ngs - keVbe = nys - ksVbg —nyske, by =bs, at Ags
0=k, V?by — ;" ( ¢y +cl > , in the s-phase
Periodicity : bg(r + ;) = ba( r), bg(r+1;) =bgr)
by(r +1;) =bg(r), i=1,2,3
Average : <ba>z =0, (bg)? =0, (bgy)*=0

avec
oty = 2 / ng - VbydA , cfj =2 / ngs - VbydA = —c%
Ag[ Ags
tg ke ky
Cpp = V nyg - Vba dA 5 % = = Nys - Vba dA = —c g - V Nyg dA
Agg Aes Afs
sl ks A 59 ks A
Cy = v ng-VbydA | cy = v ng, - Vb d
Ase ASQ

Problem VI probleme associé a V(Ts)*

(pCp)yvg - Vbgs =k Vb — 71 (cgﬁ + cgi) ,  in the g-phase

bys =0, by =0, at Ay

ng - ksVbgs = ngs - kgVbgs —ngsks, bgs =bg,, at Ay

(pCp), Ve - Vb = kiV?bys — ezl <C£s + c&) , in the f-phase

ngs - k(Vbes = 1y - ksVbgs + nysks,  bgs =bss,  at Ags

0= k;V’bys — 65_1 ( sty ng) , in the s-phase

Periodicity : bys(r + ;) = bgs(I‘), bgs(r+1;) = bys(r)
bes(r +1;) =bgs(r), i=1,2,3

Average : (bgs)! =0, (by)? =0, (bs)* =0
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(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.53)

(C.54)
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avec .
ks

=2 / ng - Vbg,dA | 5 =2 / ngs - VbysdA = —cff — 2 / ng,dA  (C.64)
Ag[ Ags

Cig = —Z /ngg : ngs dA s g‘; = =5 / Ny - Vbés dA = —C - <5 /nsg dA (0.65)
Aeg Als

Cszzﬁ/n . Ub.. dA csg:ﬁ/n . Vb, dA (C.66)

Ss V sl Ss ) SS V Sg EE .

ASZ Asg



Annexe D

Rappels de thermodynamique
classique des mélanges

L’objet de cette annexe est de faire quelques rappels de thermodynamique classique des mélanges.
La thermodynamique est dite classique dans le sens ou les relations thermodynamiques sont
dérivées dans le cadre de la théorie du premier gradient, c’est-a-dire sans prise en compte des
gradients de densité. Une grande partie des résultats présentés dans cette annexe est issue des
travaux de Chevalier [42] et Papon et Leblond [112]. Ces rappels sont effectués dans le but de
mieux suivre les développements qui sont faits au chapitre 4 et dans la prochaine annexe sur la
théorie du second gradient pour les mélanges.

On se limitera ici au cas des mélanges composés de deux constituants et on notera pj la masse
volumique du constituant k définie par py, = M}, /V ot M}, est la masse du constituant k contenue
dans le volume total V. On notera ¢, la fraction massique du constituant k définie par py = pc,
ol p est la masse volumique du mélange : p = p1 + ps, et on posera ¢ = co.

D.1 Potentiels thermodynamiques

D.1.1 Energie interne

L’énergie interne volumique F° du mélange est une fonction des densités p; et ps et des entropies
spécifiques s{ et s§. La différentielle dE° est donnée par :

dE° = 3" (hdpr + prTids}) (D.1)
k

ol hj, et T} désignent respectivement ’enthalpie spécifique et la température du constituant k&

hi = <8£> ) Tk:i<8Eo> (D.2)
dpr, 50 Pr \ 08, O

Si pf désigne le potentiel chimique du constituant k, hY = uf 4 Tjs7, I'identité (D.1) s’écrit sous

et sont définies par :

la forme équivalente :

4E° = 3 (u2dpr + Tid (pxs9) (D.3)
k
L’énergie interne spécifique e® du mélange étant définie par E° = pe®, sa différentielle de®

s’obtient facilement a partir de (D.1) et, en notant que dpy + dps = dp, celle-ci s’écrit :
1

de® = p Z ((hf — €°) dpg, + prTrdsy) (D.4)
k

179



180 ANNEXE D. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE DES MELANGES

Si pf désigne la pression du constituant k, il vient a partir de (D.4) :

o

Oe
P = PPk <3pk> = prhy — pre’ (D.5)
5k

L’identité (D.4) correspond a l'identité de Gibbs pour le mélange dont I’état est décrit par les
variables py et s7. On peut dériver une deuxieme forme pour la différentielle de® si on décide
de décrire I’état du systéme a partir de la densité du mélange p, la fraction massique c et les
entropies spécifiques s{. A partir des relations pj, = pcy, on a dpy, = crdp+ pdcy, et on peut écrire
le premier terme du second membre de 'identité de Gibbs (D.4) sous la forme :

S Bgp =3 (%dp + %m) = (%dp + (RS — €°) dck> (D.6)

. PPk A A

On rappelle que ¢ désigne la fraction massique du deuxieme constituants co = ¢ et par suite
¢1 =1 —¢. On peut ainsi écrire (D.6) sous la forme :

Dy, p’ o 10
E —dp = —dp + (hg — hY)dc D.7
- Pk pg ( 2 1) ( )

ou p° désigne la pression du mélange définie par : p® = p§ + p3. A partir de (D.7), 'identité de
Gibbs (D.4) s’écrit sous la forme équivalente :

0 po o o o 9
de? = L5dp-+ (13 — ) de+ (1= ) Tuds + Tads§ (D-8)

Si on suppose qu’il n’existe qu’une seule entropie pour le mélange s = s1 = s et par conséquent
une seule température T' = T7 = Ts, 'enthalpie spécifique du constituant k& étant définie par
hi = pj, + sy, la différence h§ — h{ s’identifie & p§ — pg et I'identité (D.8) devient :

o pO o o
de® = de%— p’de +Tds (D.9)

ou u° désigne le potentiel chimique du mélange défini par p° = g — pf. On se placera par la
suite dans le cadre des mélanges pour lesquels il n’existe qu’une seule entropie.
D.1.2 Energie libre

On peut définir I’énergie libre spécifique f¢ comme la transformée de Legendre de e° par rapport
a la variable s, c’est-a-dire :

Oe®
fe=e"=s° ( ) (D.10)
0s° pic
On obtient ainsi a partir de (D.9) la relation classique :
fo=e" =Ts° (D.11)
La relation (D.11) permet a partir de (D.9) d’obtenir la différentielle df° :
pO
df°’ = de + ude — s°dT (D.12)

La relation (D.11) permet également d’écrire une relation particuliére pour la pression du mé-
lange. En effet, en partant de pj = prhj, — pre®, on peut écrire la pression du mélange sous la
forme :

p° = ph{ — pe® + pep’ (D.13)
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On obtient ainsi, a partir de h{ = p{ + T's® et de la relation (D.11), 'expression suivante pour
la pression du mélange :

p° = ppi — pf°+ pep® (D.14)

Les identités (D.14) et (D.12) permettent d’obtenir facilement la différentielle de 1’énergie libre
volumique F'° & partir de la relation dF° = pdf° + f°dp :

dF° = (pf + cu®) dp + pp°de — ps°dT (D.15)
Soit, a partir des variables pg, ou, de maniére équivalente, des variables p et pc :

dF° = pidp + p°dpc — ps®dT (D.16)

D.1.3 Enthalpie libre

On peut définir 'enthalpie libre spécifique g°, ou énergie libre de Gibbs, comme la transformée

1

de Legendre de f° par rapport a la variable v, ol v = p~" est le volume spécifique du mélange,

o__ ro 8f0 __ ro 8f0
9 =1r U(@v )ch—f +p<8P>C,T (D.17)

On obtient ainsi a partir de (D.12) :

c’est-a-dire :

(o]

P =1+ (D.18)
p
Et a partir de (D.14), on a également l'identité :
9° = pi +cp’ (D.19)
La relation (D.18) permet a partir de (D.12) d’obtenir la différentielle dg® :

1
dg° = ;dpo + plde — s°dT (D.20)

D.2 Conditions d’équilibre des phases

On considere dans cette partie un mélange de deux constituants en équilibre sous deux phases
différentes notées a et G et on se propose d’étudier les conditions d’équilibre. Pour une interface
plane, les conditions d’équilibre des phase sont [42] :

- 18
OF°
=0 D.21
( I >p2_ . e
: 18
OF°
=0 D.22
( Ipa >p1_ . (B-22)
oF° arey 17
F° — — = 0 D.23
P1 B o P2 (6/)2 >p1_ ) ( )

A partir de (D.21)-(D.23), on cherche & écrire les conditions d’équilibre & partir de ’énergie libre
spécifique f° et des variables p et ¢. On rappelle pour cela les relations :

OFN (07N o (DN (DS L1 (0 \ (0F°
(o) = (50) + 7 (apk>‘<ap>c+p<apk C><ac>p (D24




182

ANNEXE D. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE DES MELANGES

A partir de (D.24), les conditions (D.21)-(D.23) peuvent s’écrire sous la forme équivalente :

|

afe
B

f°+p<

) -
P /e

(
(

afo 18 B

ap)m = 0 (D.25)
18

afe B

36),,_@ =0 (D.26)
18

afe B

36),,_@ =0 (D.27)

Finalement, a partir des relations (D.17) et (D.19) et des différentielles (D.12) et (D.20), on peut
écrire les conditions (D.25)-(D.27) a partir de enthalpie libre :

0g°
Oc

(
o

0g°
Oc

[p°]

).

),

b= o0 (D.28)
8

=0 (D.29)
5

=0 (D.30)

4o

La condition (D.28) montre que la pression du mélange p® est la méme dans chaque phase et

la condition (D.29) conduit a 1’égalité du potentiel chimique du mélange p® dans chaque phase.

La derniere condition (D.30) conduit a 1’égalité du potentiel chimique pu¢ dans chaque phase.
M1

Les conditions d’équilibre se résument donc en 1’égalité des potentiels chimiques pour chaque

constituant et de la pression du mélange dans chaque phase.



Annexe E

Mélange de deux fluides du second
gradient

L’objet de cette annexe est d’établir les équations de conservation d’un mélange de deux fluides
du second gradient dans le cas ou seule la fraction massique de I'un des constituants joue le role de
parametre d’ordre. D’une maniere générale, ces modeles sont appelés dans la littérature modeles
de Cahn-Hilliard. Pour cela, nous reprenons dans un premier temps les développements de Gouin
[63] et Chevalier [42] pour établir les équations de conservation dans le cas général ou les densités
des deux fluides en présence jouent le role de parametre d’ordre. Ces développements sont repris
en détail dans cette annexe car les résultats obtenus sont a la base des développements menés
dans le cas ou seule la fraction massique joue le role du parametre d’ordre et il nous a semblé
pour cela important de montrer clairement comment ces résultats pouvaient étre obtenus. En
particulier, les développements présentés offrent un cadre théorique et thermodynamique clair
et rigoureux pour les modeles dits de Cahn-Hilliard et montrent que ces modeles ne sont qu’'une
conséquence de la généralisation aux mélanges de la théorie du second gradient pour un fluide
pur. Cette annexe peut également étre vue comme une illustration du formalisme Lagrangien
dans le cadre de la théorie du second gradient.

Nous avertissons le lecteur que de nombreuses notations ne figurent pas dans la nomenclature
générale du mémoire, elles sont cependant introduites au fur et a mesure des développements
d’une maniere naturelle et sont définies clairement lors de leur introduction.

E.1 Description Lagrangienne

Dans la description de Lagrange du mouvement des particules fluides d’un fluide pur, les trajec-
toires fluides sont définies de la maniere suivante : g étant le domaine occupé par ’ensemble
des particules fluides a un instant de référence t(, on se donne une application ® de g dans 2
telle que x = ®(X,t). Dans cette expression, x est la position occupée par la particule fluide &
Iinstant ¢ dans le domaine 2 et X sa position a l'instant ¢ dans le domaine 2y3. On dit aussi que
x est la variable Eulérienne ou spatiale, et X est la variable Lagrangienne ou matérielle. L’appli-
cation ® vérifie I'identité X = ®(X, tg). On peut également définir application réciproque 1 de
P : X = 1(x,t). Dans le cas ou l'espace est rapporté a un repere fixe, le domaine g désigne le
domaine de référence et le mouvement est décrit par rapport a cette configuration de référence.
La vitesse de la particule fluide, qui a I'instant ¢( se trouvait en X et qui a I'instant ¢ se trouve en
x, s’obtient en dérivant la fonction ®(X,¢) par rapport au temps ¢, X étant considérée comme
constante :
_dx  09(X,1)

_dx _0®(X,t) E.l
V= u ot (E.1)
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Pour un mélange composé de deux constituants, chaque constituant k est supposé avoir un
mouvement indépendant [18] pouvant étre décrit par I'application ®j de Qg dans € telle que
x = ®(Xg, t). Qox est le domaine occupé par la particule fluide du constituant k& & un instant
de référence et 2 est le domaine occupé par le milieu a l'instant ¢. On peut également définir
les applications réciproques ), de ®; Xy = 1, (x,t). Les vitesses v de chaque constituant sont

définies par :
dx  0Pp(Xg, 1)
vp=—=——"> k=1,2 E.2
R at ot (E2)
Si dX}, désigne un vecteur matériel élémentaire reliant deux particules fluides voisines dans le
domaine de référence Qq, ’évolution de ce vecteur matériel élémentaire au cours du mouvement

est donné par la relation tensorielle :

31‘2‘
I(Xk);

Le tenseur Fy est 'application linéaire tangente ou tenseur gradient de déformation en Xk.

Avant d’aborder les équations de conservation et en particulier le principe de moindre action de
Hamilton, il est utile de rappeller deux lemmes de calcul différentiel [42]. Le premier lemme est
la différentielle d'un déterminant, ou identité d’Euler-Jacobi. Si A est une application linéaire
bijective et d une différentielle alors :

d(det [A]) = det [A] Tr [A7'dA ] (E.4)

Le deuxieme lemme est la différentielle d’une dérivée partielle. Si a est une fonction de la variable
X et § une différentielle quelconque, alors :

Oa dda  Oa 96X
5Qﬁ>:567ﬁ5i (E:5)

E.2 Conservation des masses

Soit dflpr un élément de volume du domaine de référence i, la masse de cet élément est
pordQor. En Iabsence de réaction chimique, la masse de cet élément se conserve : si df) désigne
I’élément de volume occupé par les particules fluides du constituant k & I'instant ¢, qui a I'instant
to se trouvaient en df2y, la conservation de la masse se traduit par la relation :

prdSY = pordQog (E.6)

La définition (E.3) du tenseur gradient de déformation conduit a la relation dQ = det [Fx] dQog,
et par suite (E.6) devient :

Pk det [Fk] = Pok (E7)
En différentiant par rapport au temps t la relation (E.7), il vient, compte tenu du lemme (E.4) :
dpk d dpx; _1dFy,
— det [F — (det [Fy]) = —— det [F det [Fp]Tr | F,  — | = E.
ot [P + gy (et ) = P det [Py 4 pudee [P T [P0 [ =0 ()

A partir du lemme (E.5), on a dans le cas ou 0 désigne une différentiation par rapport au temps

et a la position x :
dFy  Ovy

dt 09Xy
On obtient ainsi a partir de (E.8) et (E.9) :

(E.9)

dpg vy,
—_— Tr | — | = E.1
dt + r[ ox } 0 (E-10)
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En notant V- lopérateur divergence en coordonnées Eulériennes, I’équation de conservation de
la masse du constituant k s’écrit :

dy pr; B dy 0

E.3 Expression du Lagrangien

Le Lagrangien £ d’un mélange de deux fluides du second gradient s’écrit [56, 63] sous la forme :

1 1
L= §P1V% + 5,02V§ — E(p1,p2,51, 52, w,Vp1,Vp2) — p1G1 — p2Ga (E.12)

ou G, et s; sont respectivement le potentiel des forces extérieures s’exercant sur le constituant k
et I'entropie spécifique du constituant k. £ est un potentiel thermodynamique homogene a une
énergie volumique et w désigne la vitesse relative du mélange définie comme w = vo — vy. On
montre que I’énergie interne volumique du mélange peut étre définie comme la transformée de
Legendre du potentiel £ par rapport a la vitesse relative w. Le potentiel £ et I’énergie interne
volumique E' du mélange sont reliés par la relation :

o0&

E=&— — E.1
& 50 (E.13)

On supposera que le potentiel £ s’écrit sous la forme :
1
£ :E(plaansl’s%vplavp?)+§dw2 (E14)

L’énergie interne du mélange étant une fonction des densités, des entropies et des gradients
de densité, la relation de Gibbs pour un mélange de deux fluides du second gradient s’écrit
localement sous la forme [63] :

de=Y" <p—kdpk + Lo sy + P d(Vpk)> (E.15)
— \ ppi p p

avec les définitions :

Apr, Sk, V Pk Pk \ sk, PksV Py OV pk Pk>Sk

Si e? désigne la partie classique de 1’énergie interne spécifique d’un mélange de deux fluides du

second gradient, c’est-a-dire I’énergie qu’aurait le mélange en ’absence de capillarité, on peut
particulariser 1’énergie interne spécifique e & partir de la forme [42, 63, 134] :

A1l A12 A22
e(p1,p2,8,Vp1,Vp2) =€ (p1,p2,8) + 2 (Vp1)? + 7Vm -Vp2 + 2% (Vp2)?  (B.A7)
Dans (E.17), il a été supposé pour simplifier qu’il n’existait qu’une seule entropie pour le mélange
s = s1 = 89. Cette hypothese implique 'existence d’une température unique 7' = T7 = T5. Les
coefficients \;; désignent les coefficients de capillarité interne du mélange ou coefficients de
cocapillarité des constituants i et j [135].

E.4 Equations du mouvement

A partir de I'expression de la fonction de Lagrange du systéme (E.12), le principe de Hamilton ou
principe de moindre action, qui correspond & la forme variationnelle du principe des puissances
virtuelles [63], permet de dériver les équations du mouvement dans le cas conservatif.
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E.4.1 Principe de Hamilton : mouvements conservatifs

Le principe de Hamilton peut s’énoncer de la maniere suivante : le mouvement d’'un systeme
est caractérisé par une fonction £ qui est la fonction de Lagrange du systeme, et il s’effectue de
facon telle que le systeme occupant des positions connues aux instants ¢ et to rende extrémale

A://LMﬁ (E.18)

Géométriquement, cela signifie qu’il existe un chemin passant par les points t; et to tel que

Paction Hamiltonienne A définie par :

I'action hamiltonienne A soit extrémale. Pour un fluide pur, 'ensemble des chemins passant par
t1 et to forme une famille & un parametre £ dont la valeur particuliere & = 0 correspond au
chemin réel [137]. L’ensemble de ces chemins reliant les points ¢; et 2 dans le domaine € est
décrit par 'application x = ®(X,¢,¢) telle que ®(X,t,£ =0) = (X, 1), P(X,t1,¢&) = P(X, 1)
et ®(X,t2,£) = ®(X,t2). On définit alors un opérateur 6 comme la variation par rapport au
parametre £ [137] et, a partir de cet opérateur, les déplacements virtuels dx sur le domaine des

x = @_?)520 (E.19)

Réciproquement, on peut définir les déplacements virtuels dans 'espace de référence €2g a partir

de Iapplication réciproque X = p(x, t, ) telle que P (x,t, £ = 0) = P(x,t), P(x,t1,§) = P(x,t1)
et Y(x,t2,§) = P(x,tz). Les déplacements virtuels X sur l'espace de référence Qg sont alors

mouvements €2 sont définis par :

définis par :
d'l,b)
oX=— E.20
(% . (E.20)

Puisque % (x,t) rend A extrémale, 'action A(§) est extrémale pour £ = 0. Le principe de
Hamilton revient ainsi & annuler la variation de 'action Hamiltonienne J.A.

Pour un mélange de deux fluides, on définit les applications ¥ (x, ¢, &) pour chaque constituant k

du mélange par 9(x,1,§ = 0) = Pr(x, 1), Yr(x, 11, &) = Pp(x, t1) et Py (x, b2, &) = Pp(x, t2).
Puisque v, (x,t) rend A extrémale pour k = 1,2, Paction A({) est extrémale pour & = 0, soit :

O0pA = <ﬁ> =0, k=12 (E.21)
A8 §=0

Les positions t7 et to étant indépendantes de & et les variations étant définies sur les espaces de
référence Qy, (i.e. I'espace des mouvements est un domaine fixe pour les variations), la variation
(E.21) devient a partir de (E.18) :

to
@A://@MMﬁ (E.22)
t1 Q

Le Lagrangien £, défini par (E.12), étant une fonction de v1, vo, s1, S2, p1, p2, Vp1 et Vpo, la
variation de ’action Hamiltonienne relative au constituant & du mélange s’écrit :

oL oL oL oL
0L A= — 0 — —0 — ) dQ dt E.2
A // <3vk Vi + L + o 0Pk + Vo ka) (E.23)
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L’expression (E.12) du Lagrangien conduit aux relations :

oL 9 Hw L OE

ave  PYVET By T PRVE T =155 (E.24)

oL OFE

8Sk 8Sk PEsV Pk

oL 1, <8E> 1,

o _ 1o o (9F — -v2_G,—h, =B E.26
e 5V~ 9k o), 2 v — Gk — hy k ( )
oL OF

= — = — E.27

A partir de ces relations, la variation (E.23) devient :

to
o€
M://«%%44g%)wwmnm+mmfmwwoﬂm (E.28)
t1 Q

ou on a posé pour simplifier § = ;. A ce stade, il reste & calculer les variations dvy, dsk, dpk
et 0V en fonction des déplacements virtuels X . Pour calculer dvy, il faut dans un premier
temps noter que la conservation de 'identité des particules fluides se traduit par [137] :

dp Xy dy, 0

i =" w et V) (E.29)

Du fait de la définition des mouvements virtuels, les opérateurs V et § commutent [62], et
I'application de § & (E.29) conduit a la relation :

00Xy,
ot

+ ((Svk . V) X+ (Vk . V) 06X, =0 (E.30)
A partir de la définition (E.3) de I'application linéaire tangente Fy, (E.30) permet d’obtenir une
expression pour la variation vy en fonction des déplacements virtuels 60X, :

dpd X,
dt

v = —Fy, (E.31)
Pour calculer dsi, on rappelle que dans le cadre du principe de Hamilton le mouvement est
supposé conservatif et par conséquent on peut légitimement admettre que I'entropie spécifique
de chaque constituant reste constante dans I’écoulement : s = sor(Xy). On obtient ainsi direc-

tement : P P
S0k Sk
sk = S0Xg = -0X E.32
RTeX, T ax, O (£:32)
Pour calculer dpg, on remarque que 'opérateur § appliqué a (E.7) conduit a la relation :
0
(9px) det [Py + prd (dot [Fy]) = 5o - 6%, (E.33)
A partir du lemme (E.4), la relation précédente s’écrit :
- 1 9dpok
6pr = —pTr [F,1OF —= . 0X E.34

A partir de la définition (E.3) de I'application linéaire tangente Fj, du lemme (E.5) et en notant
V- lopérateur divergence relatif aux variables de Lagrange Xy dans Qg [62], (E.34) devient :

1 0
Spi = piVo - 6K+~ L
et

Fox, 0% (E.35)
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Enfin, a partir de (E.7), (E.35) permet d’obtenir une expression pour la variation dpj en fonction
des déplacements virtuels 6X. :

k
Spr = prVo - 6K + % (Yopor) - X (E.36)
Pour calculer 6V pg, on rappelle que les opérateurs V et § commutent et que dp; est donnée par
(E.36).

A partir des relations (E.31), (E.32) et (E.36), la variation de 'action Hamiltonienne (E.28)
s’écrit en intégrant par parties le terme en Vipy, :

to
doX
0A = //pk <_Kk -Fy - 7 k + R Dy — T}, (Vosk) (5Xk> dQ dt (E.37)
t1 Q
ol on a posé :
—1)k o& \Y
Kk:Vk—( ) —, Ry=DBy+V-¢., Dk:VQ-(SXk—i-ﬂ-(SXk (E.38)
pr  Ow POk

On rappelle que pour toute fonction f(x,t), on a [137] :

Q/ F(x,t)dQ :Q/ F(Xp,t) det [Fy] dQp = / % (X, t) A0 (E.39)

Qo

A partir du changement de variable (E.39), la variation (E.37) devient :

2}
déX
SA = / / POk <—Kk "y — "+ RyDy — Ty, (Vosi) 5Xk> dQoy, dt (E.40)
t1 Qo

Pour tout vecteur 60Xy, et pour tous scalaires pgi et Ry, on peut écrire I'identité [63] :
Vo - (poxRk0Xk) = Ry (Vopor) - 60X + por (VoRg) - 0Xi + por R Vo - Xi (E.41)

On rappelle que par définition, les déplacements virtuels X sont nuls pour ¢t = t; et t = to.
Ainsi, si les déplacements virtuels s’annulent sur le bord de g, une intégration par parties de
(E.40) a partir de (E.41) et de l'expression de Dy, conduit finalement a la variation :

to
0K, - F
0A = / / POk <$ — VoRy — TkVOSk) - 0X g dQop dt (E.42>

t1 Qox

Le principe de Hamilton d.4 = 0 permet alors d’obtenir les équations du mouvement de chaque
constituant £ du mélange en variables de Lagrange :

0K, - Fy,
ot

Afin d’obtenir les équations du mouvement en variables d’Euler, on peut écrire a partir du lemme
(E.5), de la définition (E.3) du tenseur gradient de déformation et de la relation (E.29) :

- V()Rk — TkVOSk = O, k= 1, 2 (E.43)

dka o 8Vk 8Vk 0x

— . = -F E.44
dt  0X, ox 00Xy (Vvi) - F (E.44)

soit :

E.4
ot dt (E-45)

Ovi-Fr  dpvy-F d
ALRLL N AL kZ(ZZk—i-vk.Vvk).Fk



E.4. EQUATIONS DU MOUVEMENT 189

A partir de la relation de passage Vo ( )=V ( )-Fy, les équations du mouvement (E.43) en
variables d’Euler s’écrivent sous la forme :

di Ky,
dt

+ K -Vvi=VR,+TyVse, k=1,2 (E.46)

Afin d’obtenir une forme plus classique des équations du mouvement (E.46), on peut écrire
compte tenu de Pexpression (E.38) de Ky

GKi _dvi edi (108 _dvi (i (1Y 08 Ldi (0F
@~ a Vg (pkaw a7 e Dk 6w+pkdt ow (B-47)

A partir des équations de conservation des masses (E.11) et de la définition de la dérivée parti-

culaire le long de vy, on a les relations :

dp (1 o ldgp 1

dt <Pk> o ppdt _ka vh (E.48)
d (0 0 [0 o€

a(%) = a(%)”vk'“a—w (E.49)

En notant que pour tous vecteurs a et b on a 'identité : V-(a® b) = bV-a+Vb-a, la deuxieme
relation (E.49) peut s’écrire :

de (0E\ 0 [0€ AN
a<a—w>—5<a—w)+v'<”®a—w>‘a—wv'” (E:50)

De sorte que (E.47) s’écrit :

Ky dpvie  (=DF (9 (9E g
dt  dt Pk ot \ Ow V(e w (E.51)

A partir de (E.51) et de l'expression (E.38) de Ry, les équations du mouvement (E.46) pour
k = 1,2 s’écrivent finalement sous la forme :

0 [ 0& o€ o€
f— — k —_— —_— . —_— —_—
il = (1) <6t ((9’w> v <Vk @ 811;) * ow Vvk>
—peVGr — piV (h, = V - &) + ppTi Vi (E.52)

ou I'y est 'accélération du constituant k définie par :

_dpvy  Ovg

E.4.2 Effets dissipatifs

Les équations du mouvement (E.52) constituent les équations du mouvement pour chaque consti-
tuant d’un mélange de deux fluides du second gradient non dissipatifs. Ces équations ont été
obtenues dans le cadre du principe de Hamilton. L’introduction des effets dissipatifs permet de
passer des mouvements conservatifs aux mouvements dissipatifs.

Les forces dissipatives sont de nature visqueuse et diffusive [42]. Les forces visqueuses peuvent
étre représentées par un tenseur des contraintes irréversibles 7, pour chaque constituant k£ du
mélange [42, 63]. Les forces de diffusion traduisant les frottements entre les constituants du
mélange sont modélisées par une force de frottement f de type Stokes [42, 57] :

F=cw=c¢(va—v1) (E.54)



190 ANNEXE E. MELANGE DE DEUX FLUIDES DU SECOND GRADIENT

ou ¢ est un coeflicient associé a l'intensité de la force de frottement. Ce coefficient de frottement
peut dépendre dans le cas général de la densité et la composition du mélange ainsi que de la
vitesse relative.

Dans le cas dissipatif, les équations du mouvement (E.52) deviennent :

o (o0& o0& o€
Al :‘a<aﬁ‘vf“®aﬂ‘55V“
—plvg—plv (h1 —V'¢1) +p1T1V51 +f—|—V"T1 (E.55)
g (o0& o€ o€
p2F2 = 5 (a—w> +V <V2®8_'w> +a—w'VV2
—paVG — paV (ha =V - ¢py) + p2ToVsy — f+V - 19 (E.56)

On a supposé ici que G; = Gs. C’est effectivement le cas si la gravité est la seule force extérieure.
Notons que dans le cas isotherme, I’enthalpie spécifique s’identifie au potentiel chimique pj du
constituant k et les équations du mouvement (E.55)-(E.56) ne font plus intervenir les entropies
spécifiques de chaque constituant.

E.5 Equations de transport du mélange

E.5.1 Equation de conservation de la masse

Soit p = p1 + po la densité du mélange et v la vitesse barycentrique du mélange définie par
pv = p1vi+pavy. L'addition des équations de conservation des masses (E.11) conduit & I’équation
de conservation de la masse du mélange :

dp

htd v = E.
dt+pV v=0 (E.57)

avec la définition classique pour la dérivée particulaire :

d 0

EZQ_F(V.V)

E.5.2 Equation de Cahn-Hilliard

On se propose ici de reprendre les développements de Boyer [27] et Fouillet [55] conduisant
a I’équation d’évolution de la fraction massique ¢ plus connue sous le nom de I’équation de
Cahn-Hilliard dans le cadre des méthodes a interfaces diffuses.

Soit ¢; la concentration massique du constituant &k : pr = pcg, on pose ca =cet ¢; =1 —c. La
définition de la vitesse barycentrique pv = p1vi+pave conduit & la relation vy = v+ (p1/p) w, et,
a partir de cette relation, I’équation de conservation de la masse (E.11) du deuxiéme constituant
pa = pc s’écrit :
dpe +pcV-v=-V. <Mw> (E.58)
dt 0
A ce stade, il reste a déterminer une expression pour la vitesse relative w. En multipliant
I’équation de conservation de l'impulsion p1I'y (E.55) par py et 'équation de poI's (E.56) par
p1, puis en retranchant les équations obtenues, il vient :

BRIy =Ty = —f = B2V (o~ 1 = V- (6 = 1)) (E.59)

Cette relation a été obtenue en supposant qu’il n’existait qu'une seule entropie pour le mélange
et en négligeant les termes associés au potentiel £ ainsi que les effets visqueux dans (E.55)-(E.56).
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A ce stade, on introduit le potentiel chimique p du mélange défini par ;4 = s — 1 et le potentiel
chimique p dit généralisé :

fi=p2—p1— V- (g — ) = V- (¢g— 1) (E.60)
A partir de ces définitions, la relation (E.59) devient, en explicitant la force de frottement :
w = '0222 ((Ty = T4) + Vi) (E.61)

Si on fait I’hypotheése que les vitesses vi des deux constituants du mélange sont suffisament
proches pour que l'on puisse considérer I'y — 'y < Vi dans (E.61), I’équation de conservation

de pc (E.58) devient :
dpc 1 g
4 pcV -v=V_. <— <M> Vu) (E.62)
dt S p

On peut aussi écrire I’équation d’évolution de la fraction massique ¢ a partir de (E.61) et de
I'équation de conservation de la masse du mélange (E.57) :

dC 1/ pip2\>
=V.-(-|—) Vu E.63
Pat <§< p ) M) ( )

E.5.3 Equations de conservation de 'impulsion
Premiere forme

On définit l'accélération I' du mélange par pI' = p1IT'; + p2I's. Une telle définition est reliée au
fait que I'impulsion pI' a la dimension d’une force volumique et est une quantité additive au
méme titre que les forces de volume ou les divergences des tenseurs des contraintes [63]. A partir
de cette définition, I’addition des équations du mouvement (E.55)-(E.56) conduit a I’équation de
conservation de 'impulsion du mélange :
pI' = V. <w®g—i> +g_5 Vw—pVG+ V- (11+712)
-V (h1 -V ¢1) — p2V (h2 -V ¢2) + p111Vs1 + p215Vso (E.64)

A partir de la relation de Gibbs pour le mélange (E.15), on peut écrire :

Ve=>_ (p—kVpk + PErvs, + P vvpk> (E.65)
~ \ PPk p p

A ce stade, on note les identités :

%-ka — V@0V -5 (V6 Vi (E.66)
Y (Vi) = V(T ) == (V- 6) Viu (E.67)

Les identités (E.66)-(E.67) permettent d’écrire la relation de Gibbs (E.65) sous la forme :
- Z (=piV (b =V - @) + piTiVsg) = — Z (PeV - &) =V - (¢, ® Vpy))

—— Z <kahk + —kVpk> + Ve (E.68)
P Pk
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Dans (E.68), on peut écrire 'identité :

1
Phgp = Phy (&) v (E.69)
PPk p

Et a partir de la définition de ’enthalpie spécifique hy et de la pression pg, on a :

_ Ope O Pk

h = :6+ —:e+— E?O
E= oo oo (E.70)

Les relations (E.69) et (E.70) permettent d’écrire (E.68) sous la forme :

DoV (i =V - ) + prTiVsr) = =Y (V ok = oV - dp) + V- (0, ® Vi) (E.71)
K K

La relation (E.71) permet alors d’écrire I’équation de conservation de I'impulsion d’un mélange
de deux fluides du second gradient (E.64) sous la forme :

o€ o€
“Vp=—pnV- 1= p2V-y) = V(¢ ®Vp1+ ¢y ®Vp) (E.72)

ou p désigne la pression du mélange [63] définie par la relation p = py + po.

Deuxiéme forme

Les équations (E.72) constituent une premiere forme des équations de conservation de I'impulsion
du mélange dans le sens ou les grandeurs p; ont été choisies pour décrire I’état du systeme. On
peut dériver une deuxieme forme des équations (E.72) si on décide de décrire I’état du systeme a
partir de la densité du mélange p = p1 + p2 et de la fraction massique ¢ du deuxieéme constituant

pa = pc. Nous verrons par la suite qu’il est tres facile a partir de cette forme de dériver la classe
des modeles dits de Cahn-Hilliard.

La premiere étape consiste a écrire la relation de Gibbs (E.15) non pas a partir de py et Vpy mais
p, ¢, Vp et Ve. On se place ici, pour simplifier, dans le cas ou il n’existe qu’une seule entropie
pour le mélange s = s; = sg, et par conséquent une seule température 7' =T = T5. En suivant
les développements présentés dans I’annexe précédente, on montre dans un premier temps que
la relation de Gibbs pour le mélange (E.15) s’écrit sous la forme équivalente :

de = %dp+udc—|—Tds+ Z% -d(Vpg) (E.73)

p P

Il reste désormais a développer le dernier terme de (E.73). Pour cela, on note qu’a partir de
Pr = pci, on a Vpr = ¢ Vp + pVeyg, de sorte que :

Z % -d(Vpx) = Z % (d(ckVp) +d(pVey)) (E.74)

k k

En développant d(c;Vp) = (Vp)der + cxd(Vp) et d(pVer) = (Veg)dp + pd(Vey), il vient pour
(E.74) :

Z%-d(Vpk) = %(@’2—¢1)'Vc)dﬂ+%(¢1+C(¢2—¢1))'d(vm
k

—_

+=((¢p2 — 1) - Vp)dc+ (¢py — 1) - d (V) (E.75)

hs
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A partir de (E.75), la relation de Gibbs (E.73) s’écrit finalement sous la forme :
de = <% + % (P2 — 1)V ) dp + — P (¢1 + (¢ — 1)) - d(Vp)
+Tds + <,U + % (o — 1) - VP) de+ (¢ — ¢1) - d(Ve) (E.76)
La relation (E.76) correspond a l'identité de Gibbs d’un mélange de deux fluides du second

gradient dans le cas ol p, ¢, s, Vp et Ve désignent les variables principales décrivant 1’état du
systeme. On peut de plus écrire ¢, & partir de sa définition (E.16), sous la forme :

de \ de \ 0Ve de \ OVp
Pe=r (aw ) =’ (aVc> oo P (m) oV (B.77)
En remarquant que :
oVe oV (pg,o_l) 1 0 oVp
_ 1 _ —1 E.
On obtient & partir de (E.77) et (E.78) les relations :
Oe Oe
¢ = p <3Vp> - <3Vc> (B.79)
Oe Oe
6 = o)+ 0-0 (5e:) (5.50)

A partir des relations (E.79)-(E.80), on peut écrire dans les équations de conservation de I'im-
pulsion du mélange (E.72) :

Oe Oe Oe
D1 OVpr+ @y @Vpy = <av>®vp+p<av>®Vp+<av>®vpz

= <88V >®Vp+p<aav >®Vc (E.81)

De méme, on peut écrire a partir de (E.79)-(E.80) et des relations p1 = p (1 —¢), p2 = pc:

p1V -1 +p2V -y = pV -+ pcV - (Py — ¢y)

o () ()

A partir des relations (E.81) et (E.82), les équations de conservation de I'impulsion du mélange

(E.72) s’écrivent finalement :

o0& o0&
o' = V'<W®a—w>+ -Vw—pVQ+V-(7-1+7'2)

o () (2) )
o (o (2 ) emoro(2) 0w -

E.6 Modeles de Cahn-Hilliard pour les mélanges

On se propose dans cette partie de dériver les équations de transport et les conditions d’équilibre
pour un mélange de deux fluides du second gradient dans le cas particulier ou seule la fraction
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massique joue le role de parametre d’ordre. En d’autres termes, la dépendance en Vp de I'énergie
interne n’est plus prise en compte et ’énergie interne du mélange dépend de p, ¢, s et V. Nous
rappelons que cette classe de modeles est assimilée aux modeles dits de Cahn-Hilliard. Les
développements présentés dans ce paragraphe conduisent a un résultat général dans le sens ou
nous ne précisons pas une forme particuliere pour ’énergie interne, nous nous placons seulement
dans le cas ol seul ¢ joue le role de parametre d’ordre.

E.6.1 Relation de Gibbs

Dans le cas général, la relation de Gibbs pour un mélange dont 1’énergie interne dépend de p,
¢, s, Vp et Ve est donnée par la relation (E.76). Dans le cas ou I’énergie interne du mélange ne
dépend pas de Vp, les expressions (E.79) et (E.80) pour ¢, et ¢4 se simplifient et deviennent :

¢ = —c ( ;;C) (E.84)
¢y = (1—¢) ( aav€c> (E.85)

Les relations (E.84) et (E.85) sont cohérentes avec 'identité de Gibbs (E.76) puisque la relation
@1 + c(py — P1) = 0 est vérifiée quelle que soit Uexpression de I’énergie interne du mélange. A
partir des relations (E.84) et (E.85), I'identité de Gibbs pour le mélange (E.76) s’écrit sous la
forme :

p 1/ Oe 1/ Oe Oe
(242 v T () .y ) d(Ve) (E.
de <p2+p<8 C) c>dp+ ds+<u—i—p<(9 C) p>dc—|—<(9 C) d(Ve) (E.86)

On rappelle que p et p ont respectivement la signification d’une pression et d’un potentiel chi-

mique mais ne correspondent pas & la définition classique (i.e. thermodynamique) de la pression
et du potentiel chimique du mélange.

E.6.2 Systeme d’équations

Dans le cas ou ’énergie interne du mélange dépend de p, ¢, s, Vp et Ve, les équations de transport
sont données par (E.57), (E.62) et (E.83). Dans le cas ou 1’énergie interne ne dépend pas de Vp,
le systeme complet des équations de transport d’un mélange de deux fluides du second gradient

devient :
dp
dpc 1 2
apc - _ —pcV -v+ V- (— (M) Vﬁ) (E.88)
dt S P
dv Oe Oe
Py = -V <p+p<ﬁ> -Vc> -V <p <ﬁ>®V0>+V~T—pvg (E.89)

Dans (E.89), on a négligé les termes associés au potentiel £ et on a supposé pour simplifier que
les contributions visqueuses 71 et 79 pouvaient étre regroupées sous la forme d’un tenseur des
contraintes visqueuses unique 7 pour le mélange.

Dans (E.88), on rappelle que ¢ est un coefficient de frottement qui dépend dans le cas général
des fluides en présence et 11 est le potentiel chimique généralisé du mélange défini par (E.60) :

ﬁ:u—V~(¢2—¢1)=u—V~<aa—vec> (E.90)
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E.6.3 Conditions d’équilibre

On reprend dans cette partie les travaux de Gouin et Gavrilyuk [64] sur les conditions d’équilibre
pour un mélange de deux fluides du second gradient et on particularise leur développements dans
le cas ou I'énergie interne du mélange dépend de p, ¢, s et Ve. Les conditions d’équilibre sont
dérivées dans le cas isotherme et les développements seront donc menés a partir de I’énergie libre
plutét qu’a partir de ’énergie interne.

Dans le cas isotherme, I’énergie libre volumique F d’un mélange de deux fluides du second
gradient dépend dans le cas général des densités et des gradients de densité. Pour un systeme €2,
dont la frontiere 2 est porteuse d’une énergie surfacique F telle que Fs = F (p1, p2), Uénergie
libre totale F s’écrit :

F = /F(Plap2,vpl,vﬁ’2) dQ + %Fs (p1, p2) do (E.91)
0 50

Les conditions d’équilibre pour le mélange peuvent étre obtenues a partir de (E.91) en annulant
les variations d;F pour chaque constituant & du mélange, c’est a dire :

oOF OF OF
5kf=/ <—> OkPk + <—> 0, (Vpg) | dQ +j{ < > Skprdo =0 (E.92)
J Pk ) v, OV ) A Ipx,

ou les variations 0y sont définies sur les espaces de référence Qg (relation (E.21)). Pour simplifier,

on posera par la suite §; = § si aucune confusion n’est possible.

A partir de (E.92), Gouin et Gavrilyuk ont dérivé les conditions d’équilibre et on se propose ici
de reprendre une partie de leurs développements dans le cas particulier ou I’énergie libre dépend
de p, ¢ et Ve. Dans ce cas, les conditions d’équilibre (E.92) deviennent & partir de la définition
générale (E.16) de ¢y, :

oFr oF oF,
6pF = / <—> Spi + <—> -0 (Ve) | d2 + }1{ ( > dprdo =0 (E.93)
) Opr ) v, oVe or A Ok

On rappelle que les opérateurs d; et V commutent puisque ils ne sont pas définis sur les mémes

espaces. On obtient ainsi dans (E.93) 6, Ve = Viic. On rappelle également que p; = p(1 —¢) et
p2 = pc soit :
(E.94)

1—
516 = —E(Spl s 520 = ¢
P

A partir des relations (E.94), on peut poser dpc = axdp et a partir d’une intégration par parties
et du théoreme de Green, les variations (E.93) deviennent :

OF
OpF = / <<8Pk> —a;pV - <8—V0>pk> dpy dS)
OF OF
—i—jé <<5pk> +n-a (8—V0> ) dpy do (E.95)
50 Pl

A partir de (E.95), on peut suivre les mémes développements que ceux menés par Gouin et

Gavrilyuk et on montre que les conditions d’équilibre pour k£ = 1,2 sont :

oF OF
v ((@)VC—%V. (W)) o e
OF; OF B
(apk> +n-a <ﬁ> = 0, surodf) (E.97)
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Les conditions (E.96)-(E.97) sont les conditions d’équilibre, dans le cas isotherme, d’un mélange
de deux fluides du second gradient pour lequel I’énergie libre a une dépendance en Ve, elles
constituent un cas particulier des conditions dérivées par Gouin et Gavrilyuk pour les mélanges
de deux fluides du second gradient et un résultat général pour les modeles de Cahn-Hilliard.

On peut encore développer les conditions (E.96) sans toutefois préciser une forme particuliere
pour I’énergie libre ou, de maniere équivalente, de I’énergie interne. On rappelle pour cela les

relations :
o )e=(on) ot ()= () oo (o) (3)
- — - + , - — v + — — —C R,
(f%)w P <8Pk Ve f 0Pk ) e p)cve P \Opi 9c ) e

On note également 'identité :
< > ( / >
oVe i oVe pic

Les conditions d’équilibre (E.96) sont alors données par :

of of c of B
p(a—p>c,w‘0(%>p,w+f *zv'<p<a—w>p,) =G (B9
of
Ve

(5) 00 (3) 50 (0 (F),) - o e

ou (' et Cy sont deux constantes d’intégration. Enfin, les conditions d’équilibre sur le bord 02

du domaine sont données par :
oF, c [ OF, of
- = -n- =0 E.100
<3p>c p<36>p ! C<5V0>p,c (1100)

OF, 1—c [OF, af _
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Résumé

Ce travail porte sur la modélisation macroscopique des transferts de masse et de chaleur dans un milieu
poreux surchauffé parcouru par un écoulement liquide-vapeur avec changement de phase. Dans le cadre
du non équilibre thermique local entre les trois phases du systéme, un modele macroscopique quasi-
stationnaire a trois températures est établi par prise de moyenne volumique des équations de transport
locales. Un des aspects attrayants de la technique de changement d’échelle réside ici dans le développement
d’une forme fermée du taux d’évaporation a ’échelle macroscopique dépendant des températures moyennes
et des propriétés effectives. Le modele macroscopique résultant peut étre vu comme une généralisation des
modeles a trois températures existants obtenus dans le cadre d’une approche heuristique. Les principales
différences sont la présence de termes de transport supplémentaires et un couplage entre les différents
continuums (phases et interface) qui semble plus complexe. L’intérét majeur de ’approche développée
ici est de proposer des problemes de fermeture permettant de déterminer les coefficients de transport
effectifs, tels que les tenseurs de dispersion et les coefficients d’échange, & partir d’une description locale
sur une cellule représentative du milieu considéré. Ces problemes ont été résolus pour des cellules unitaires
simples pour obtenir une premiere estimation des propriétés effectives. Pour ces cellules et pour des
problemes de diffusion-évaporation, des comparaisons avec des solutions numériques du probleme local
ont permis d’illustrer 'intérét pratique et les potentialités du modele macroscopique. Pour des cellules
unitaires plus complexes, une simulation numérique directe de 1’écoulement diphasique a 1’échelle locale
a été effectuée permettant d’avoir acces au champ de vitesse et a la topologie des interfaces. L’outil de
simulation numérique directe développé est basé sur une méthode & interface diffuse. Ces méthodes sont
bien adaptées aux longueurs caractéristique a 1’échelle locale du milieu poreux et les développements
menés montrent que l'on peut envisager de prendre en compte le changement de phase dans le cadre des
modeles de Cahn-Hilliard. Les résultats obtenus sur des cellules 2D soulignent le role important de la
répartition des phases et indiquent que les corrélations pour les propriétés effectives, en fonction de la
saturation et des nombres de Péclet, peuvent étre relativement complexes.

Mots clés : ébullition, milieu poreux, transferts de chaleur et de masse, non équilibre thermique local,
prise de moyenne volumique, modele a trois températures, simulation numérique directe, Cahn-Hilliard,
théorie du second gradient, propriétés effectives.

Abstract

This work deals with the macroscopic modeling of heat and mass transfer in a superheated porous medium
subjected to a liquid-vapor flow with phase change. Considering local thermal non-equilibrium between
the three phases, a quasi-steady three-temperature macroscopic model is derived using the volume ave-
raging method. An attractive feature of the scaling-up theory lies in the derivation of a closed form of
the evaporation rate at the macroscopic level depending on the large scale temperatures and the effective
properties. The resulting macroscopic model may be seen as a generalization of existing three-temperature
models obtained from a heuristic approach. The main differences are the existence of additional transport
terms and a coupling between the macroscopic continua (phases and interface) that seems to be more
complex. The major interest of the proposed approach is to provide closure problems that allow to de-
termine the effective transport coefficients, such as the thermal dispersion tensors and the heat exchange
coefficients, from a local scale description over a representative cell of the porous medium under consi-
deration. These problems have been solved for simple unit cells to provide first estimates of the effective
properties. For these unit cells and for purely diffusive processes with phase change, comparisons with
numerical solutions of the local problem have shown the pratical interest and the potentialities of the
macroscopic model. For more complex unit cells, a direct numerical simulation of the two-phase flow
at the local scale has been performed to provide the required velocity field and the interface topology.
The direct numerical simulation tool which has been developed is based on a diffuse interface method.
These methods are well suited to the local scale characteristic lengths of the porous medium and the
developments carried out show that it is possible to extend them to take into account phase change in
the framework of Cahn-Hilliard models. Results obtained on 2D unit cells emphasize a strong impact
of the pore-scale phase repartitions and indicate that correlations for the effective properties involving
saturation and Péclet numbers can be relatively complex.

Key words : boiling, porous medium, heat and mass transfer, local thermal non equilibrium, volume
averaging, three-temperature model, direct numerical simulation, Cahn-Hilliard, second gradient theory,

effective properties.



