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Chapitre 1

Introduction

Nous sommes tous familiers des phénoménes de solidification, puisque nous les expérimen-
tons, bien involontairement, lorsque nous utilisons nos congélateurs, ou lorsque nous sortons
par de froides journées hivernales. Malgré son apparente simplicité, cette transformation est
le sujet de nombreuses recherches dans différentes disciplines des sciences physiques : Ther-
modynamique, chimie, physique des transferts... La solidification résulte de modifications des
variables thermodynamiques (Température, pression, composition...), qui conduisent a faire évo-
luer I’état d’équilibre de la matiére de I’état liquide & 1’état solide. A 1’échelle atomique, cette
transformation correspond a une organisation en réseau cristallin des molécules, avec création
de liaisons intermoléculaires fortes. Cette organisation induit des changements de propriétés
physiques du matériau, dont la plus remarquable est le passage d’un comportement visqueux,
vers un comportement rigide.

Sur terre, ’eau, qui est la molécule la plus répandue, change d’état a la température de 0° C,
a pression ambiante. Les variations climatiques induisent donc de nombreuses transformations
liquide / solide dans la nature (formations d’iceberg, de flocons de neige, de gréle, de gel) qui
ont une influence directe sur notre vie (hydrologie, climat,...). Les autres molécules ayant des
températures de changement d’état trés élevées (roches 800°C , métaux 1200° C...), ou trés
faibles (air -210° C), il est difficile d’observer naturellement cette transformation, excepté lors
d’éruptions volcaniques, qui font jaillir & température ambiante, un magma chaud (1200° C),
habituellement retenu dans les profondeurs de la terre.

Dans I'industrie, ce changement de phase est exploité dans de nombreuses applications :
fabrication de piéces, élaboration de matériaux performants, réalisation de soudures. Tous les
types de matériaux sont manipulés (verres, plastiques, métaux), et différents procédés de re-
froidissement sont employés (coulée continue, trempe, moulage). L’étape de solidification est
particuliérement importante, car elle détermine la qualité des produits réalisés et des défauts
créés lors du processus de solidification peuvent altérer des propriétés physiques telle que la
résistance mécanique. Les travaux de recherche expérimentaux et numériques, dans ce contexte
sont nombreux et visent a améliorer les connaissances et les procédés industriels.

Dans le contexte de la sdreté des réacteurs nucléaires, et plus particuliérement les recherches
sur les accidents graves de réacteurs a eau sous pression, qui ménent a la fusion du coeur
du réacteur, la thématique de la solidification de mélanges multiconstituants apparait dans
différentes étapes d’un scénario accidentel. En particulier, la modélisation de I’évolution des
matériaux fondus dans le coeur est trés importante pour évaluer le risque de contamination lors
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d’un accident grave, mais aussi améliorer la conception des réacteurs de nouvelle génération.
Le premier chapitre de cette thése sera consacré a une introduction qui détaillera le contexte
de cette étude et 'intérét d’un tel travail pour la stireté des réacteurs nucléaires. Nous préciserons
par la suite la problématique de la solidification des matériaux multiconstituants, avant de faire
une synthése des connaissances sur le sujet. Enfin, nous présenterons les objectifs de ce travail.



Contexte de I'étude

1.1 Contexte de I’étude

1.1.1 La Sireté des Réacteurs Nucléaires

L’option nucléaire a été privilégiée en France, pour la production d’électricité civile. A
I’heure actuelle, 58 réacteurs répartis sur I’ensemble du pays permettent de fournir jusqu’a 60
GW d’énergie, ce qui correspond a environ 70% des besoins en électriciteé.

Tout I'enjeu de la stireté des réacteurs est de s’assurer que les produits radioactifs contenus
dans le coeur restent confinés dans la centrale, et ne contaminent pas I’environnement. Pour cela,
trois barriéres permettent d’isoler les radio-nucléides : la gaine du combustible en zirconium, le
circuit primaire en acier inoxydable et ’enceinte du batiment réacteur en béton armé.

Par ailleurs, la conception et le fonctionnement des installations nucléaires suivent le concept
de défense en profondeur qui vise non seulement & réduire les risques d’accidents, mais aussi a
étudier ces hypothétiques événements, afin de mettre en place les dispositifs les plus efficaces
pour limiter leurs conséquences [95].

Dans I'approche frangaise, dite déterministe, les Etudes Probabilistes de Sireté (EPS) visent
a évaluer la probabilité d’occurence des accidents et a déterminer les points faibles dans la siireté
de la centrale. Pour cela, des scénarios postulant des défaillances (éventuellement multiples)
dans la centrale sont étudiées ainsi que les conséquences sur la sécurité dans la centrale. Les
codes de calcul d’accidents graves (tel ASTEC ou Icare-Cathare) développés a la Direction de
Prévention des Accidents Majeurs de I'IRSN permettent de réaliser ces études [47].

A I’heure actuelle, une EPS de niveau 1 a porté sur la probabilité de fusion du coeur. L’étude
a montré que la probabilité de fusion du coeur est de 10~ ° par an et par réacteur. Une EPS de
niveau 2 est en cours de réalisation, et vise a calculer la probabilité de relachement de matériaux
radioactifs & I'extérieur de la centrale [95].

1.1.2 Les causes de ’accident de Three Miles Island

Le 28 mars 1979, la centrale nucléaire de Three Miles Island (TMI), aux Etats-Unis, est le
lieu de I'un des plus graves accidents nucléaires [28]. Vers 4h du matin, la vanne du pressuriseur
du circuit primaire s’ouvre pour palier une surpression dans ce circuit. Elle reste bloquée en
position ouverte, et ’eau s’en échappe lentement (60 tonnes par heures). La pression diminue
anormalement dans le circuit primaire. Un tel événement est généralement sans gravité car les
procédures de secours entrent en action :

— Les barres de controles chutent dans le coeur du réacteur et stoppent la réaction nucléaire
en chaine. L’assemblage combustible génére alors une puissance résiduelle due aux pro-
duits de fissions, qui ont été formés au cours du fonctionnement normal du réacteur. A
TMI, cette puissance était de quelques dizaines de Mégawatts.

— Les circuits de secours entrent automatiquement en action, pour compenser les pertes en
eau. L’eau du circuit primaire, si elle est maintenue en quantité suffisante, suffit pour
évacuer la puissance résiduelle des produits de fission.

Ce 28 mars, les dispositifs de secours ont correctement rempli leur role. Malheureusement, les
opérateurs pilotant le réacteur ne détectent pas la fuite et décident de fermer I'injection d’eau
de secours pour ne pas risquer la surpression. Cette accumulation d’événements va mener a la
fusion d’une partie du coeur du réacteur [95|. Nous décrirons dans le prochain paragraphe, les
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phénoménes qui ont eu lieu dans la cuve du réacteur et comment la situation a été finalement
maitrisée. Nous montrerons ensuite que des conditions plus défavorables auraient pu avoir des
conséquences graves sur ’environnement.

1.1.3 L’accident de TMI : Phénoménes en cuve

La chute de pression dans le circuit primaire entraine la vaporisation de ’eau au contact des
barres de combustible. Les échanges thermiques entre un assemblage combustible et la vapeur
d’eau ne sont pas suffisant pour empécher leur température d’augmenter. Lorsque la tempé-
rature de 1300K est atteinte, la réaction d’oxydation de la gaine en Zircaloy avec la vapeur
d’eau devient importante [28]. Cette réaction est trés exothermique et contribue considérable-
ment & chauffer les matériaux du coeur. Une couche de zircone (Zr0,) se forme sur les gaines
de combustibles et les fragilise, le zirconium sous forme oxyde ayant une résistance mécanique
moindre. Par ailleurs cette réaction dégage de '’hydrogéne gazeux, qui peut exploser en cas de
mélange avec Iair dans l'enceinte [28].

Soumises & de fortes contraintes thermiques, les gaines de combustible se dilatent, se dé-
forment, se fissurent et éclatent. Puis, lorsque la température atteint 2500K, il y a fusion des
matériaux du coeur. Il se forme progressivement un mélange liquide constitué d’UQO,, de Zr et
de ZrOs. Ce mélange multiconstituant est appelé corium. Dans un premier temps, les maté-
riaux fondus forment un bain, retenu par une croiite solide dans le coeur du réacteur [185]. En
augmentant de volume, il progresse vers les parties inférieures et extérieures du coeur. La chute
éventuelle de pastilles de combustible, de morceaux de gaine ou de piéces métalliques consti-
tuant la structure du coeur, crée en surface du bain, un lit de débris [28]. C’est un mélange
de liquide et de morceaux solides, ayant des tailles caractéristiques de I'ordre du millimétre.
Dans le réacteur de TMI, 62 tonnes (dont 45% du combustible du coeur) de corium s’est formé.
Une partie du bain s’est relocalisée en fond de cuve, en coulant & travers la structure du coeur,
comme cela est indiqué sur la figure 1.1.

Les opérateurs rétablissent l'injection d’eau de secours 3h aprés le début de 1’accident.
Il faudra alors 12h pour refroidir les matériaux du coeur. Une faible quantité de matériaux
radioactifs s’est finalement échappée du circuit primaire par la vanne ouverte. Une infime partie
a été rejetée a lextérieur [95].

1.1.4 Les accidents graves

L’accident de TMI n’a pas eu de conséquence majeure sur ’environnement, mais si le scénario
avait été plus défavorable (par exemple si les opérateurs avaient tardé a rétablir I'injection d’eau
de secours), les conséquences auraient pu étre beaucoup plus graves. Nous allons maintenant
décrire la suite de la séquence accidentelle qui aurait pu avoir lieu dans le réacteur de TMI.

Une grande quantité de corium peut se relocaliser en fond de cuve. L’interaction avec 1’eau
en fond de cuve fragmente le jet de corium et crée un lit de débris (de taille millimétrique). Ce
lit de débris s’asséche, et si de ’eau n’est pas injectée, les débris fondent pour former un bain
trés difficile a refroidir, car compact et inaccessible & I’eau. La cuve subit alors des contraintes
thermiques trés importantes qui ménent a une ablation superficielle et & sa rupture. Le corium
peut alors s’écouler a I'extérieur de la cuve. La seconde barriére de protection est franchie.
Lorsqu’il est hors de la cuve, deux menaces pour I’environnement sont a redouter :
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Matériau
fondus

Corium
en fond
de cuve

F1G. 1.1: L’accident de TMI, les phénomeénes en cuve
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- La premiére est que le corium, traverse I’enceinte de la centrale. Dans ce cas, les matériaux
radioactifs se retrouvent dans I’environnement et contaminent les sols (Notons que la derniére
génération de réacteur (EPR) a été congue avec un collecteur de corium, qui doit 1’étaler, et le
refroidir par circulation d’eau) [95].

- Le second risque est que certains produits de fission (tels 'iode ou le ruthénium) sont
trés volatils. Si un relachement des gaz de 'enceinte de la centrale est nécessaire (par exemple
en cas de surpression), ces molécules peuvent étre entrainées a 'extérieur avec un risque de
contamination de I’environnement [95].

1.1.5 Les enjeux de la thése dans le contexte de la stireté nucléaire

A Theure actuelle, dans les codes de calculs d’accidents graves, I’évolution thermique en fond
de cuve est traitée par des corrélations reliant les flux de chaleur entre le corium et la cuve au
nombre de Rayleigh thermique du bain de corium [47]. Ces corrélations ne tiennent pas compte
du caractére multiconstituant du mélange, ni des crotites solides qui peuvent se former contre
la paroi de la cuve, comme nous pouvons le voir sur la figure 1.2. Pourtant, les effets suivants
peuvent étre observés :

— Les inhomogénéités d’espéces modifient la convection dans le bain, les variations de densité

solutales s’ajoutant aux variations thermiques.

— La croite solide ralentit I’écoulement contre la cuve lorsqu’elle est poreuse ou lorsqu’elle

présente une surface rugueuse.

— Les températures de solidification dépendent de la composition, ce qui peut modifier la

température de formation des croiites.
Ces effets peuvent avoir une importance considérable dans la cinétique des phénomeénes qui
interviennent en cuve, et qui déterminent le lieu et le délai de rupture de la cuve, ainsi que la
composition et la quantité de matiére qui s’échappe.

Croiites
Transferts Radiatifs Solides
Echanges T T T T T T T T T T Zone
d'Espeéces ; Pateuse
~ Convection ~ Puissance
Pl Thermique  Volumiqu

~ +Solutale e ™~

v | i Liquidﬁ.. — oy

Refroidissement
Extérieur

A v

F1G. 1.2: Corium en fond de cuve, phénoménes de transferts

Afin de réaliser des EPS fiables (notamment pour ’EPS de niveau 2), une modélisation plus
précise du comportement du corium en cuve est nécessaire. Un modele complet permettrait
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d’étudier des situations représentatives et obtenir des corrélations sur les nombres de Rayleigh
thermiques et solutaux, utilisables dans les codes de calcul d’accidents graves. Eventuellement,
une version simplifiée du modéle complet pourrait étre implémentée dans I'un des codes de
calculs.

1.1.6 Les besoins de modélisation

Le corium contient des composés oxides (UO; et ZrQs), et métalliques (U, Zr et Fe), qui
sont issus des pastilles combustibles et leurs gaines, auxquels se rajoutent les piéces en acier
inoxydable qui supportent le coeur du réacteur et les matériaux des barres de controle. La
modélisation du corium en fond de cuve nécessite de représenter les changements de phase, la
convection et les phénoménes de transport d’espéces et d’énergie dans ces matériaux multicons-
tituants.

L’ordre de grandeur du nombre de Rayleigh thermique du bain de corium peut atteindre
106, et correspond & des écoulements turbulents. Modéliser la turbulence dans le coeur du bain
est nécessaire pour représenter fidélement les phénomeénes.

Lors de la situation de corium en fond de cuve, la puissance des produits de fission est
évacuée par rayonnement au sommet du bain et par la cuve en acier. Le premier mode de
refroidissement est propice a ’apparition d’une zone en surfusion au sommet du bain avec des
croiites mobiles (voir figure 1.2). Le second mode de refroidissement peut induire ’apparition
d’une zone pateuse (mélange solide-liquide, avec un solide poreux et immobile) au contact de
la cuve (voir figure 1.2).

Dans le contexte du dimensionnement des cuves de réacteurs, qui doivent étre capables de
retenir le corium en cas d’accident grave, une hypothése de front plan a été choisie par Seiler &
Froment [150|, pour modéliser le corium en fond de cuve. Ces auteurs démontrent qu’aprés une
période transitoire (d’environ 20 minutes), dans le bain de corium, la vitesse de déplacement de
I'interface solide liquide est si faible que 1’on est assuré d’avoir un front plan. Ils supposent que
les concentrations liquides sont homogénes dans tout le domaine, ce qui implique que I'interface
entre les deux phases se trouve superposée a l'isotherme de la température de liquidus. Ces
hypothéses nous semblent difficiles & justifier, notamment dans la période transitoire initiale.
Par ailleurs, si une zone pateuse se forme dans les premiéres minutes, il est possible que celle-ci
persiste. Nous pensons donc qu’il est judicieux dans le contexte de la modélisation des accidents
graves de disposer d’un modéle plus général que celui du front plan.

Il est donc nécessaire d’étudier les processus de solidification, avec et sans transport de
solide, car ils induisent des phénomeénes de transferts et des flux d’énergie sur la cuve différents.

[150]
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1.2 L’équilibre thermodynamique et les changements de
phase

1.2.1 Généralités

La solidification d’un magma lors d’une irruption volcanique ou d’une piéce en métal fondu
sortant d’un four et brusquement trempée, résulte du changement de température que subissent
les matériaux. La température, comme la pression, le volume massique ou la composition (pour
les mélanges multiconstituants) est une grandeur thermodynamique qui fixe ’état d’équilibre
d’un matériau. Cela implique que, pour des conditions thermodynamiques données, il existe
un unique état d’équilibre, pour lequel le matériau n’évolue pas (grandeur thermodynamiques
constantes). Au contraire s'il est dans un autre état (on dit état métastable), il est susceptible
de subir des transformations tels que des changements de phase, lui permettant de revenir dans
un état d’équilibre [86].

1.2.2 Etats d’équilibre dans les mélanges binaires

Dans le cas d’un mélange binaire, un diagramme de phase permet de représenter I’ensemble
des états d’équilibre du mélange en fonction de sa température et sa composition. On sup-
pose alors que la pression et le volume massique sont constants. Un exemple de diagramme
caractéristique, présentant un point eutectique est représenté a la figure 2.2. La zone supé-
rieure correspond au domaine d’équilibre de la phase liquide, la zone inférieure a celui de la
phase solide. La zone intermédiaire correspond a ’existence simultanée des deux phases, aux
compositions imposées par les courbes liquidus et solidus [86].

T(K)
Tm k — ml//ms

Teut Ceut C

F1G. 1.3: Diagramme de phase d’un mélange binaire eutectique. m; : pente liquidus; mg :
pente solidus

Dans I’étude des mélanges binaires, le diagramme de phase permet aussi, dans le cas d’un
matériau métastable, de mesurer I'écart a I’équilibre du systéme.
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1.2.3 Approche thermodynamique

Certaines fonctions d’état thermodynamiques permettent de prévoir les évolutions d’un
systéme fermé. Pour les transformations a volume constant, et température constante (tels que
les changements de phase), le systéme évolue de fagon & minimiser son énergie libre totale
(second principe de la thermodynamique). L’état d’équilibre de la matiére est donc celui qui
présente une énergie libre minimale [86].

1.3 Phénoménes de solidification

1.3.1 Instabilités interfaciales

Dans un mélange subissant un changement de phase, l'interface solide-liquide est la zone
intermédiaire entre les derniers atomes constituant le réseau cristallin, et les premiers atomes de
la phase liquide. L’interface est donc une surface trés fine dont ’épaisseur est celle de quelques
atomes du matériau observé. La forme de l'interface est guidée par la compétition entre les
forces de déséquilibre et les forces de tension capillaire. Si les secondes sont prépondérantes, le
front solide est régulier, alors que dans le cas contraire, des instabilités, appelées dendrites sont
susceptibles d’apparaitre. L'image la plus représentative, est celle de flocons de neige présentant
des branches partant dans de nombreuses directions (voir image 1.5). Les tailles caractéristiques
de ces structures dépendent des propriétés des mélanges étudiés, et des conditions de refroidis-
sement. Généralement, elles présentent des espacements primaires interdendritiques de ’ordre
de plusieurs centaines de micromeétres, et des branches secondaires présentant des espacements
de lordre de la dizaine de micrométres [86].

1.3.2 Deux processus de solidification

Les instabilités que nous avons décrites au paragraphe précédent, peuvent intervenir dans
deux régimes de solidification.

Croissance colonnaire

Ce processus de solidification intervient lorsque le liquide est refroidi par les parois du réci-
pient qui le contient. La phase solide est ancrée a la paroi froide et progresse vers le coeur de
la phase liquide [86]. Les dendrites formées dans ce processus sont immobiles, longues (parfois
quelques centimétres), et créent une zone pateuse diphasique (dite zone de croissance dendri-
tique) qui est généralement assimilée a un milieu poreux. L’axe principal des dendrites est aligné
avec le gradient de température, dirigé de la phase solide vers la phase liquide. De ce fait, les
instabilités qui apparaissent & l'interface sont solutales car les phénoménes thermiques ont un
effet stabilisant sur l'interface (une excroissance solide a l'interface rencontre un liquide avec
une température chaude, qui la fait disparaitre).

Les instabilités colonnaires s’observent uniquement dans les mélanges multiconstituants.
Dans le cas d’'un mélange binaire, le solide rejette du soluté, ce qui diminue la température de
solidification du liquide environnant. Une excroissance & 'interface est instable car elle rencontre
plus loin, un liquide peu enrichi, qui solidifie facilement. Ceci peut étre observé a la figure 1.4, ol
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le champ de concentration dans un alliage Al(3 wt%) Cu en cours de solidification est présenté.
On y voit le liquide interdendritique enrichi qui met du temps pour solidifier.

Temi'rature chaude

f’niﬂ% M

emperature fmlde

F1G. 1.4: Croissance colonnaire de dendrites pour un mélange Al(3 wt%) Cu, calcul de Dong
& Lee [40] : Le flur de chaleur est extrait par la paroi du bas. Les couleurs correspondent au
champ de concentration (dans le solide : 1%, dans le liquide interdendritique : 10 %)

Croissance équiaxe

Ce processus de solidification intervient dans un liquide présentant une surfusion (la tem-
pérature du liquide est inférieure a sa température de solidification). Il est alors possible de
voir germer des cristaux dans le coeur de la phase liquide. Ceux-ci croissent de fagon radiale, et
produisent des cristaux axisymétriques (a4 'image des flocons de neige). La particularité de ce
second processus de solidification est que les cristaux peuvent étre emportés par 1’écoulement
liquide ce qui conduit & une relocalisation du solide [86].

Dans ce cas, le gradient de température est dirigé de la phase liquide vers la phase solide.
Les instabilités a lorigine des dendrites peuvent étre thermiques ou solutales [86]. L’'image
représentée a la figure 1.5, montre un flocon de neige, qui illustre bien le type structures qui
peuvent étre observées.

Transition colonnaire-équiaxe

Lors de la croissance colonnaire d’un mélange multiconstituant, la redistribution des espéces
dans le liquide peut conduire & générer des zones sous-refroidies en amont de la zone interden-
dritique. Il est donc possible de voir des cristaux équiaxes apparaitre et une coexistence des
deux régimes, ce qu’on appelle transition colonnaire-équiaxe [11]. A titre d’exemple, nous pré-
sentons a la figure 1.6 un calcul réalisé par Dong & Lee [40], montrant la transition d’un régime
vers lautre lors de la solidification d’un mélange Al(3 wt%) Cu.

Les phénoménes de transfert (d’énergie et d’espéce) étant assez différents pour les deux
régimes, il est trés important de pouvoir déterminer lequel des deux est prépondérant en tout
point du domaine. Cela nécessite de représenter correctement la croissance de la zone interden-
dritique, mais aussi la surfusion en amont. La transition entre les deux régimes est un sujet
d’étude trés complexe qui reste encore ouvert.
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F1G. 1.5: Un exemple de croissance équiaze de dendrites pour un corps pur (eau) : Image d’un
flocon de neige présentant 6 branches, issue du site internet du “California Institute of
Technology” (hitp ://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/)

300 pun :

F1G. 1.6: Croissance couplée colonnaire-équiaze dans un mélange Al(8 wt%) Cu, calcul de
Dong & Lee [{0] : Le flux de chaleur est extrait par la paroi du bas. Les couleurs correspondent
au champ de concentration (dans le solide : 1%, dans le liquide interdendritique : 10 %) ; Le
régime colonnaire initial est progressivement remplacé par un régime équiaze
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1.3.3 Aspects multi-échelles

Nous avons décrit au paragraphe précédent le mécanisme de déstabilisation de 'interface
solide-liquide. Les structures générées ont des tailles caractéristiques de ’ordre de la dizaine de
micrométres. Ces tailles caractéristiques sont trés inférieures a la dimension caractéristique des
volumes qui sont solidifiés (dans le cas du corium en cuve, c’est un bain de 3 & 4 métres de
large). Le caractére multi-échelle des phénoménes de solidification est mis en évidence par la
comparaison de ces deux échelles extrémes. Bien que les échelles soient clairement séparées, les
phénoménes aux deux échelles interagissent [24, 61] :

— les conditions locales de température et concentration, sont trés dépendantes de I’écoule-

ment & grande échelle, qui distribue les espéces et 1’énergie.

— les conditions locales fixent la cinétique de croissance de l'interface, sa déstabilisation, et

la forme des cristaux.

— enfin, la forme des cristaux elle-méme influence 1’écoulement.

Une bonne modélisation a grande échelle nécessite de bien modéliser les phénoménes a 1’échelle
inférieure. Dans ce contexte, il est trés fructueux de travailler aux deux échelles en paralléle.

1.4 Les Modéles de solidification

1.4.1 Les phénoménes & modéliser

Ici, notre objectif est de rappeler la chronologie des phénomeénes, afin de cibler les besoins
de modélisation.

— Dans les premiers instants, le bain est totalement liquide, et seuls les transferts de quantité
de mouvement et d’énergie interviennent.

— Les premiers cristaux apparaissent dans les zones froides (le long des parois en géné-
ral), ou ils s’attachent, et générent la croissance d’une zone dendritique colonnaire. Les
changements de phase, ainsi que les transferts d’espéces dans chaque phase doivent étre
modélisés [24, 61]. Par ailleurs, la présence de la zone dendritique, assimilée & un mi-
lieu poreux, influence les échanges de quantité de mouvement, d’espéce et d’énergie au
sein de ce milieu diphasique [121, 60]. C’est & ce stade qu’intervient le couplage entre les
phénoménes aux différentes échelles, puisque les transferts macroscopiques dépendent des
structures microscopiques.

— Le liquide en pointe de dendrites présente une surfusion, dépendant de la cinétique de
croissance des dendrites et de la cinétique de refroidissement [86].

— Dans ces zones sous-refroidies, la nucléation des cristaux équiaxes intervient. Leur crous-
sance et leur transport pilotent la répartition de la phase solide, jusqu’a ce que leur taille
soit telle qu’ils s’agglomeérent [86, 175, 176].

— Une attention particuliére doit étre prétée au transport de cristaux. Il est probable que
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différents régimes d’écoulements soient observables en fonction de la taille et la densité des
cristaux. Les transferts de quantité de mouvement entre les deux phases [108, 175, 176]
(trainée) et au sein de la phase solide (chocs, frottements...) [54, 73, 74] sont prépondérants
dans les mécanismes de déplacement du solide.

1.4.2 Diverses modélisations
Approche multidomaines

Les premiers modéles de solidification sont qualifiés de multidomaines et consistent & dis-
tinguer chaque phase : liquide et solide. De tels modéles ont été présentés par Szekely & Jassal
[162], Ridder & al. [143], ou Worster [184]. Cette approche se préte bien aux cas de solidifica-
tion présentant des interfaces planes ou lorsque ’on travaille & des échelles microscopiques. La
difficulté réside dans le suivi de 'interface, ce qui est trés délicat a réaliser sur des maillages
fixes. Par ailleurs, lorsque 'interface se déforme, ces modéles montrent des limites [123], du fait
de la formation d’une zone diphasique.

L’alternative est d’utiliser des modéles continus qui utilisent un systéme d’équations valable
dans tout le domaine (solide, liquide, zone diphasique) que I’on peut résoudre plus aisément sur
des maillages fixes :

Approche continue : Théorie des mélanges

Les théories de mélange, représentent le mélange comme une seule phase dont les propriétés
dépendent de la fraction solide. Elle a été appliquée dans le contexte de la solidification, par
Voller & Prakash [168, 169|, Beckermann & Viskanta [15, 16|, Bennon & Incropera [20, 21|,
Prescott & al. [125, 124, 126], Felicelli & al. [44], Ni & Incropera [109, 110], ou Krane & Incro-
pera [85, 84|. Cette méthode a permis d’obtenir d’intéressants résultats. Elle a en particulier
permis de prévoir la formation de canaux enrichis en soluté dans les zones interdendritiques
(freckles) et les ségrégations dites A-segregate (canaux inclinés enrichis en soluté) [124, 126]. Les
faiblesses de ’approche sont I'impossibilité d’introduire les échanges interfaciaux et 1’absence
d’équations de transport propres a chaque phase. Pour obtenir les champs intrinséques a une
phase donnée, par exemple les concentrations, il faut avoir recours a des hypothéses telle que
I’équilibre chimique. De méme, le calcul du taux de changement de phase nécessite 1’emploi de
micromodéles analytiques reliant la température et la concentration a la fraction solide. Ces re-
lations sont développées en faisant des hypothéses de transport local d’espéces du type régle du
levier (diffusion infinie dans les deux phases) ou Scheil (diffusion nulle dans le solide) [49, 44].
Rappaz & Thevoz [139, 140] et Flood & Hunt [49] ont proposé des micro-modéles analytiques
qui peuvent étre utilisés dans les modéles macroscopiques.

Certains modéles, dits micro-macro modéles, couplent un modéle macroscopique avec un
modéle microscopique [140, 138, 164, 141]. Ce dernier est résolu avec un pas de temps inférieur
au pas de temps macroscopique. Ces méthodes permettent de réaliser des calculs rapides, tout
en introduisant une dépendance aux phénoménes intervenant a la plus petite échelle.
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Approche continue : Modéles multiphases

Les approches a deux phases sont plus physiques car elles visent & écrire des équations de
transport sur chacune des phases. Etant donné que la structure de la zone interdendritique pré-
sente des similarités avec les milieux poreux, les techniques de changement d’échelles, utilisées
dans ce contexte, et décrites dans I'annexe A, peuvent étre utilisées. La prise de moyenne volu-
mique [183| des équations de conservation microscopiques a été la plus employée. Cette méthode
présente la particularité d’introduire explicitement, a 1’échelle macroscopique, la dépendance
aux structures locales, et permet la détermination des propriétés effectives de transport [52].

Les modéles & deux phases supposent souvent que les températures moyennes dans chaque
phase sont égales. Ni & Beckermann [108] ont développé un modéle & deux températures et ont
montré sur des calculs d’un alliage Al — 4%Cu que les températures de chaque phase étaient
proches. Ils ont expliqué cela par le fait que les nombres de Lewis des alliages métalliques
couramment utilisés sont grands, ce qui implique que le temps caractéristique de diffusion de
la chaleur est beaucoup plus court que celui des espéces.

Les différents modéles de solidification se distinguent surtout par le traitement des trans-
ports d’espéces. Certains auteurs utilisent des modéles microscopiques analytiques, permettant
de relier la porosité aux champs de concentration totale et température, pour traiter les chan-
gements de phase et calculer les concentrations dans chaque phase. C’est le cas des codes
“SOLID” de I’école des Mines de Nancy (Volumes Finis) et “3-MOS” (Eléments finis) de I’Ecole
Polytechnique Fédérale de Lausanne qui font une hypothése “Lever Rule” [1].

Ni & Beckermann [107, 108], Beckermann & Viskanta [16] ou Schneider & Beckermann
[147, 148, 149 ont, les premiers, proposé des approches a deux phases qui résolvent explici-
tement des équations de conservation des espéces dans les deux phases. Le modéle est dit “a
non équilibre chimique”, puisqu’il suppose que les concentrations moyennes sont indépendantes
des concentrations d’équilibre. Les échanges d’espéces interfaciaux sont proportionnels a des
coefficients d’échanges d’espéces et au déséquilibre chimique. Cependant, ces auteurs n’ont pas
complétement exploité la méthode de changement d’échelle, pour déterminer les propriétés
effectives de transport, puisqu’ils ont utilisé des relations empiriques.

Bousquet-Mélou & al. [24, 25, 61], ont développé un modéle complet par la méthode de
prise de moyenne volumique. Ils ont montré que des termes contenant des gradients de porosité
apparaissent dans les équations moyennes. Ces termes sont généralement négligés dans les mo-
déles classiques, alors que leur ordre de grandeur n’est pas connu. Par ailleurs, ils ont développé
des problémes de fermeture portant sur les fluctuations des champs. Ces problémes peuvent
étre résolus sur des structures réelles de zones interdendritiques, pour obtenir des formulations
précises des propriétés de transport macroscopiques. Goyeau & al. [60] ont donné une expression
de la perméabilité, Neculae & al. [106] ont obtenu une expression de la dispersion passive (au-
cun échange d’espéce interfacial), alors que Bousquet-Mélou & al. [26] ont obtenu ’expression
des coefficients d’échange d’espéce et du tenseur de dispersion active (avec échange d’espéce
interfacial). Ces auteurs ont montré que les coefficients d’échange d’espéces et de dispersion
dépendaient fortement du nombre de Péclet de 1’écoulement.

Enfin, certains auteurs tels que Rappaz & Thevoz [140] ou Wang & Beckermann [174, 18,
175, 176] ont proposé des approches dites triphasiques qui distinguent le liquide interdendritique
du liquide extradendritique, afin d’améliorer la représentation des phénomeénes a petite échelle.
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1.4.3 Traiter un unique régime de solidification

La plupart des modéles présentés dans la littérature, modélisent un unique régime de soli-
dification, ce qui permet de simplifier les modéles.

Régime colonnaire

Si I'on se référe au bilan des phénoménes qui interviennent lors de la solidification des mé-
langes binaires (cf partie 1.4.1), un modéle de solidification colonnaire seul, consiste & modéliser
les transferts de masse, de quantité de mouvement (dans le liquide), d’espéce, et d’énergie, avec
les changements de phase. Ainsi, les modéles de Voller & Prakash [168, 169|, Beckermann &
Viskanta [15, 16|, Bennon & Incropera [20, 21|, Felicelli & al. [44], Ni & Incropera {109, 110],
ou Krane & Incropera [85, 84|, utilisent un modéle de mélange, alors que Beckermann & Vis-
kanta [16], Schneider & Beckermann [147, 148, 149], Ahmad & al. [1] et Bousquet-Mélou & al.
[24, 25, 61| proposent des modéles continus & deux phases, développés par prise de moyenne
volumique.

Régime équiaxe

Le régime équiaxe se distingue du régime colonnaire par le transport de phase solide et la
nucléation de cristaux. Le modéle de Voller & Prakash [168, 169] est un modéle de mélange. Les
modéles de Wang & Beckermann [173, 174, 175, 176, 18], Gu & Beckermann [68, 67|, Vreeman &
al. [171, 170] et Ludwig & Wu [100, 186] ont été développés par la prise de moyenne volumique
des équations microscopiques.

La détermination des propriétés de transport macroscopiques est assez aisée pour la so-
lidification globulaire (les cristaux sont supposés sphériques) [107, 108], car la densité d’aire
interfaciale, qui influence les coefficients d’échanges, se calcule facilement. En revanche, elle
I’est moins lorsque la solidification est dendritique (les cristaux présentent de fortes instabilités
interfaciales) [173, 174, 175, 176, 18].

1.4.4 Le difficile couplage entre les deux régimes

La modélisation des deux régimes de solidification et de la transition entre les deux a donné
lieu & peu de travaux. La difficulté réside dans la modélisation de la surfusion en aval de la zone
interdendritique. Flood & Hunt [49] ont proposé d’utiliser une relation expérimentale, reliant
la vitesse de croissance des pointes de dendrites v au sous refroidissement AT et au gradient
thermique en pointe de dendrite G :

GD
AT = ==t 4 Cyo2 (1.1)
v
Cette relation fournit la cinétique d’avancée du front de la zone interdendritique. Le liquide
en aval ne peut solidifier avant que le front solide n’arrive, ce qui permet ’apparition de sous-
refroidissement dans cette zone.
Un autre modéle de surfusion solutale a été proposé par Ni & Incropera [109, 110]. Le

modéle de solidification de base utilisé par ces auteurs, est un modéle de mélange, qui suppose
notamment la relation suivante entre les concentrations d’équilibre : C,* = kC,*, ou k est le
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coefficient de partition de l'alliage étudié. Pour intégrer la notion de surfusion solutale, ces
auteurs distinguent la concentration moyenne (Cy)¢ de la concentration d’équilibre C,*. Pour
exprimer (Cy)¢, ils proposent de considérer un coefficient de partition effectif k*, reliant C,* a

(Cp)*

(Of
k* = 1.2
La surfusion solutale est donc obtenue par :
1 1
AC, = C,* (— - —) 13
‘ ko ke (1.3)
Ces mémes auteurs ont proposé I’expression suivante pour le coefficient effectif de partition :
. k
k* = Ve, (1.4)
k+(1—k)e™:

Dans I’équation (1.4), V est la vitesse de croissance des cristaux, alors que ¢; est I’épaisseur
de la couche limite solutale dans le liquide a l'interface entre les deux phases. L’écart entre la

. . - 1-k vy .
concentration moyenne et la concentration d’équilibre ACy, = —— (1 — eDZ>, 4 un endroit
donné, traduit un écart a 1’équilibre qui est d’autant plus grand que la vitesse de croissance de
I’interface et 1’épaisseur de la couche limite solutale sont grands.

Il est possible de modéliser la nucléation de cristaux équiaxes en fonction de ce déséquilibre
et coupler les deux processus de croissance. Un défaut de cette méthode réside dans le manque
de justification physique des relations (1.2) et (1.4).

Wang & Beckermann [174] ont proposé une modélisation de la transition colonnaire équiaxe
basée sur leur modéle triphasique (phase solide et phases liquide inter et extra dendritique)
[18, 175, 176], sans considérer la convection. Ils utilisent une loi de nucléation instantanée pour
les cristaux équiaxes, qui apparaissent dés que le liquide est dans un état de surfusion. Le front
de la zone colonnaire est suivi par le déplacement d’une interface se déplacant selon la fonction
de Ivantsov, en fonction du sous-refroidissement {2 en pointe de dendrite.

b
Iv Q) =a (%) avec a = 0,4567 et b= 1,195 (1.5)

Si les cristaux équiaxes restent de faible dimension, ils sont intégrés dans la zone colonnaire
et peuvent a leur tour donner lieu a des dendrites colonnaires. Lorsqu’ils sont assez grands
(ces auteurs estiment qu’il faut une fraction solide proche de 0,5), ils bloquent la croissance
colonnaire. Le lieu de la transition est localisé par la position de la surface qui représente
la pointe des dendrites. Ces auteurs ont pu vérifier que la transition est favorisée par une
forte densité volumique de sites de nucléation, par une forte concentration initiale en soluté,
par de faibles gradients thermiques, et par une forte intensité de la convection. La faiblesse de
I’approche réside dans I'utilisation d’un critére portant sur le blocage de la croissance colonnaire.
Plus récemment, Martorano & al. [103] ont poursuivi le travail de Wang & Beckermann [174]

en incluant une interaction entre le rejet de soluté causé par la croissance des grains équiaxes et
la croissance des dendrites colonnaires. L’enrichissement du liquide extradendritique diminue
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le sous-refroidissement du liquide, jusqu’'a arréter la croissance du front colonnaire. Il n’est
donc plus besoin d’introduire un critére pour provoquer la transition. Avec ce nouveau modéle,
Martorano & al. ont pu simuler la solidification de plusieurs expériences de solidification avec
des alliages Al — Cu ou Al — Si. Ils ont obtenu de bons résultats qualitatifs pour la localisation
de la transition colonnaire équiaxe.

Pour conclure cette étude des modéles couplés de solidification, nous pouvons dire qu’a notre
connaissance, peu de modéles de solidification proposent une modélisation de la surfusion en
amont de la zone interdendritique, qui permet de prévoir la transition colonnaire-équiaxe. Deux
modéles sont des modéles de mélange et nous avons trouvé un unique modéle & deux phases.

1.4.5 Travailler a I’échelle microscopique
Intérét

Depuis plusieurs années, les recherches sur la solidification de mélanges multi-constituants
n’ont pas donné lieu a de nouvelles approches innovantes concernant la modélisation a grande
échelle. Par contre, des équipes se sont orientées vers les méthodes de simulation numérique
directe (Direct Numerical Simulation). Elles consistent a appréhender les phénoménes a I’échelle
des cristaux comme les microségrégations ou les instabilités interfaciales. Ces approches sont
complémentaires aux études a I’échelle macroscopique car elles permettent de valider certaines
hypothéses telles que 1’équilibre thermique ou des modéles microscopiques analytiques comme
les régles du Levier ou de Scheil. De plus, dans le contexte des modéles & deux phases obtenus
par prise de moyennes volumique, nous avons vu le besoin de connaitre les structures locales, afin
de pouvoir résoudre les problémes de fermetures associés aux fluctuations des champs. Celles-ci
étant malheureusement difficiles & obtenir expérimentalement (la plupart des mélanges sont
difficilement & instrumenter, et souvent opaques), il y a un grand intérét a obtenir des dendrites
par simulation numérique.

Nous proposons, dans cette partie, de faire un tour d’horizon des méthodes utilisables dans
le contexte de la solidification des mélanges. Les modéles de croissance de cristaux doivent
résoudre les équations de transport d’énergie et d’espéces, tout en localisant chaque phase. La
principale difficulté réside dans le suivi de l'interface solide-liquide : en pratique, le passage
d’une phase vers I'autre s’effectue sur une distance équivalente a la taille caractéristique des
molécules (soit quelques nm). Cela rend la localisation d’une interface difficile si I'on utilise des
maillages fixes.

Modéles de croissance de cristaux

Les modéles Front Tracking représentent I'interface a I’aide d’un nombre fini de points qui
définissent ainsi une surface mince [33, 167|. La surface sépare les domaines solide et liquide qui
évoluent suivant des systémes d’équations différents. Des relations de saut a I'interface entre les
deux phases complétent le systéme. Pour ces méthodes, des maillages mobiles et non structurés
sont utilisés, de facon a ce que l'interface coincide avec des faces de mailles.

Les méthodes de champ de phase (Phase Field) présentent 'intérét de fonctionner sur des
maillages fixes avec un systéme d’équations valables dans tout le volume. Les premiers modéles
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ont été présentés par Warren & Boettinger [177], Karma & Rappel [82], Anderson & al. [2] ou
Sekerka [151]. Ces méthodes considérent une interface diffuse : les phases pures sont séparées
par une interface d’épaisseur §, supérieure a ’épaisseur réelle. La plupart des modéles de champ
de phase sont basés sur le second principe de la thermodynamique : le systéme évolue de facon
a minimiser son énergie libre totale [177, 158, 3, 98|. Ces modéles ont permis de calculer des
croissances de dendrites en 2 dimensions, avec des formes qualitativement correctes de cristaux
et de champs de microségrégation [177, 98, 137, 136]. Certains auteurs ont aussi réalisé des
calculs en 3 dimensions [81, 187|. Pour tester les effets de convection sur le développement des
instabilités, il est nécessaire de coupler le modéle de croissance avec un modele d’écoulement,
(Stokes ou Navier-Stokes). Beckermann & al. [14] et Lan & al. [87] ont pu montrer que les
branches se développent préférentiellement dans la direction opposée au courant. Par ailleurs,
certains auteurs ont utilisé des techniques de maillages adaptatifs pour raffiner les maillages a
I’interface et utiliser des épaisseurs d’interface assez fines. En effet, le choix de la taille d’interface
est important, et il faut la choisir assez petite [81, 87|. Cette approche présente I'inconvénient
de nécessiter I’expression d’une fonction jouant le role d’énergie libre volumique. Déterminer
une fonction n’est pas aisé, ce qui rend ces méthodes difficiles.

Beckermann & [13], puis Boettinger & al. [23] ont proposé un modéle de champ de phase plus
intuitif. Dans leur modéle, le déséquilibre du systéme est exprimé en fonction du diagramme de
phase, et non en fonction de I’énergie libre. Ces auteurs ont montré, sur I’exemple d’un corps
pur, que les deux méthodes aboutissent aux mémes équations. Ils ont pu réaliser des calculs de
solidification et fusion en 2 dimensions avec ou sans convection.

Ces méthodes de simulations numériques directes ont permis de simuler la transition co-
lonnaire équiaxe. Dong & Lee [40]| ont utilisé une méthode dite Cellular Automaton - Finite
Difference (CA-FD) alors que Ramirez & al. [137, 136] et Beckermann & al. [12] ont utilisé
une méthode de champ de phase. Des images de simulations réalisées par Dong & Lee sont
présentées sur les figures 1.4 et 1.6 ol successivement, la croissance colonnaire seule, la crois-
sance mixte, puis la croissance équiaxe seule sont visibles. L’apparition de cristaux équiaxes,
dépend de la surfusion dans le liquide. Des sites de nucléation sont introduits dans le mé-
lange, et si une surfusion suffisante est atteinte a un endroit ol 'un d’eux est présent, les sites
germent. Ces simulations sont intéressantes pour situer les endroits présentant les plus forts
sous-refroidissement. Ces simulations ont pu montrer que les pics de surfusion sont générale-
ment présents en aval de la zone colonnaire, excepté lorsque 1’espacement entre deux proches
dendrites est important, ce qui permet 'apparition d’une zone sous-refroidie, entre celles-ci.

1.5 Objectifs du travail

L’étude des phénoménes de solidification dans les mélanges binaires a donné lieu & de nom-
breux travaux de modélisation, & I’échelle microscopique comme & 1’échelle macroscopique.
Cependant, nous ne disposons pas d’une représentation universelle des phénoménes. Des amé-
liorations sont possibles, notamment pour améliorer la représentation des interactions entre les
différentes échelles. Dans le contexte industriel de cette these, nous allons privilégier I’étude des
phénomenes a grande échelle. Les approches a prise de moyenne volumique présentent la capa-
cité a intégrer dans les propriétés de transport macroscopiques les caractéristiques des processus
intervenant a plus petite échelle.
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Nous limitons les développements aux cas d’écoulements liquides laminaires, et nous nous
contentons dans ce travail, d’étudier les mélanges binaires, car les développements sont plus
aisés et permettent d’obtenir des tendances et des résultats intéressants.

Il est pertinent d’utiliser un modéle & deux phases, comme Bousquet-Mélou & al. [24, 25, 61].
Dans un premier temps, nous rappellerons, au chapitre 2, les équations de ce modéle que nous
validerons sur différents cas-tests. Nous pourrons alors tester I’influence des termes additionnels
dont Bousquet-Mélou [24] a montré 'existence et tester I'influence des corrélations proposées
pour les coefficients macroscopiques de transport.

Concernant la modélisation du régime de solidification équiaxe, nous pouvons constater
qu’aucun modéle complet n’a été développé. Nous proposons d’en développer un pour ce ré-
gime, avec les problémes de fermeture adéquats pour les grandeurs fluctuantes. Les difficultés,
inhérentes a la structure méme de la phase solide et au fait que le solide est en mouvement
seront traitées au chapitre 3.

Aucun modéle macroscopique de solidification (réalisé avec une méthode a deux phases) n’a
permis de coupler les deux régimes de croissance et prévoir la transition colonnaire-équiaxe. Il
sera proposé au chapitre 4 une méthodologie pour permettre la résolution couplée de ces deux
régimes. Nous y présenterons des calculs illustrant la capacité de la méthode.

Enfin, dans I'optique de résoudre des problémes de fermeture sur des structures réelles de
dendrites, il est nécessaire de disposer d’'un modéle capable de simuler la croissance de cristaux
dendritiques. Etant donné que ce théme n’est pas central dans la problématique générale, un
modéle simple, mais performant doit étre choisi. Les méthodes de champ de phase proposées par
Beckermann & al. [13] ou Boettinger & al. [23] semblent adaptées. Nous discuterons au chapitre
5 de ce modéle et montrerons sa capacité a fournir des informations sur les microstructures.
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Chapitre 2

Modéle 1nitial de solidification colonnaire

Nous allons rappeler dans ce chapitre, le modéle macroscopique complet de solidification
colonnaire, tel qu'il a été développé par Bousquet-Mélou & al. [60, 24, 25, 26, 106, 61|, avec la
méthode de prise de moyenne volumique des équations de conservation microscopiques. Pour
étre concis, nous nous contenterons de citer les équations macroscopiques sans les problémes de
fermeture, et sans les démonstrations. Dans un premier temps, nous allons rappeler le modéle
microscopique, qui servira aussi de base pour le développement du modéle équiaxe, dans le
chapitre 3.

2.1 Phénomeénes locaux

Les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, des espéces et de
I’énergie sont écrites sur chaque phase [24, 61, 107, 1].

Dans le liquide

%JFV.MVZ:O:VV@:O (2.1)
apaf? + V.0 ViVi = =V P+ V2V, + p g (2.2)
(9/:%@ + V.peveCe = —V-jz (2.3)

apathZ + V. ViHe = AV.VT + pe Q (2.4)

Dans le solide (colonnaire ou équiaxe)

dpc

i TV =0= V.V, =0 (2.5)
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apactvc + V-:Ocvcvc =—V.o. + pc? (26)
ap(;fc +V.pVC = V. T, (2.7)
H .

apgt C LV p Vo H, = \V.VT + p. Q. (2.8)

Les équations 2.5 & 2.8, qui tiennent compte du transport par convection du solide, se simplifient
dans le cas colonnaire en annulant les termes contenant la vitesse solide et en enlevant ’équation
2.6.

Equations de conservation a 1’interface Toutes ces équations qui régissent I’évolution du
coeur d’'une phase sont complétées par des relations de conservation a l'interface solide-liquide
[24, 61, 107, 133].

peiz.. (Vo = w2t) = pege. (Vi — we) (2.9)

oot + (pVe) (Ve = W) e = ovize + (pVa) (Ve — w2e) dt (2.10)
w2 | CE (Ve — w2) + TF) = e |G (Vi — m22) + (211)
2. [peHe (Vo — @) = AVT| = - [peHe (Vi — @) — AeVT] (2.12)

Le systéme constitué des équations 2.1 a4 2.12 contient toute la physique des phénomeénes de
solidification. Ce systéme, avec une méthode front tracking, permettrait de simuler localement
la progression d’une interface et les transports de masse, de quantité de mouvement, d’espéces
et d’énergie. Le recours & une méthode de changement d’échelle permet d’obtenir un modéle
valable & plus large échelle. La méthode de prise de moyenne volumique a été employée dans
le contexte du transport en milieux poreux [183, 130, 133, 134] et la solidification colonnaire
[107, 24, 61, 175] pour sa capacité a intégrer dans les modéles macroscopiques, les phénoménes
microscopiques. Cette méthode est décrite dans I’annexe A, avec une revue d’autres techniques
possibles.
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2.2 Modéle macroscopique

Dans cette partie, nous décrivons les équations macroscopiques obtenues grace a la prise de
moyenne pour le cas de la solidification colonnaire. Les problémes de fermeture ont déja été
présentés dans différentes publications |24, 61| et ne sont pas détaillés.

Conservation de la masse

0y ¢ 025 ps
ot + Vfﬁﬂé(@) - ot (213)
Le membre de droite de 2.13 quantifie le taux de solidification.
Conservation de la quantité de mouvement dans le liquide
D00 (V)
PV | G o (VT =~V AP + cuneV (T
(2.14)

+1Ver.V (V) + (V) (V) + epr @ — 3K (T + F).(V;)

Dans ’équation (2.14), le terme de dispersion V.EW@VZV a été négligé car des travaux
précédents ont montré qu’il était négligeable devant le terme de convection dans le coeur du
liquide et au terme de frottement dans la zone interdendritique [25].

Dans le dernier terme de droite, K et F' sont la perméabilité et le tenseur de Forchheimer.
Des problémes de fermeture ont été développés pour leur évaluation, [180, 134, 182], et ont été
résolus dans le contexte de la solidification dendritique [51, 60].

Le terme eg,ugVQ(@}e est la premiére correction de Brinkmann alors que les termes WVQ.V(@)E
et 1e(V2e0) (V)¢ représentent la seconde correction. Ces termes qui dépendent des gradients de
porosité traduisent les effets des variations continues de propriétés dans les milieux poreux
ou “hétérogénéités évolutives” [59, 60]. Il est probable qu’ils aient une influence assez forte a la
pointe de la zone interdendritique ot les gradients sont importants, alors qu’ils sont négligeables
dans le liquide et le coeur de la zone interdendritique. A ’heure actuelle, ces termes n’ont jamais
été implémentés dans des modéles de solidification et leur influence n’est pas connue.

Conservation des espéces

La principale caractéristique de ce modéle de solidification réside dans I’hypothése de non-
équilibre solutal qui suppose que la concentration moyenne dans une phase est différente de sa
concentration d’équilibre [107, 175, 176, 26, 61].

Phase solide

O0esps(Cs)*
ot

Ogps

— C: = V.Sspstv<Cs>s + psh’ms (C: - <Cs>5)

ot (2.15)
—psDs(Ve,).V(Cy)* — V.p,Dy(Ve,)(C; — (Cs)°)

Phase liquide
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Modéle macroscopique

Oe0pe{Co)*
ot

0 s
ot

+ V.Sepg(Cg)QVZ)e + Cz{ = V.EepngV(Ce)e

(2.16)
~pDe(Ve))-V{CO)* + prhm,, (CF — (C)') = V.pDe(Ver) (Cf — (C0))

Les échanges d’espéces a 'interface sont proportionnels & la différence entre la concentration
interfaciale (égale & la concentration d’équilibre) et la concentration moyenne. Les coefficients
d’échanges h,,, et h,,, sont des propriétés de transport macroscopiques dont des problémes de
fermeture ont été développés [24, 61] et résolus sur des images digitalisées de dendrites [26].
Les résultats ont montré la trés forte dépendance de ces paramétres a la fraction volumique de
liquide et au coefficient de Péclet local de I’écoulement.

Dans les équations (2.15) et (2.16) D, et D, représentent les tenseurs de diffusion-dispersion.
Ils cumulent les effets de diffusion, de dispersion et de tortuosité, qui contribuent au transport
des espéces. Des problémes de fermeture ont été écrits pour quantifier ces propriétés de transport
effectives [24, 61]. Ils ont été résolus pour le cas de la dispersion active [26] (avec transfert
interfacial, condition de Dirichlet) et de la dispersion passive (sans transfert interfacial, condition
de Neumann) [106]. La dépendance au nombre de Péclet local est plus forte dans le cas de la
dispersion active.

Il apparatit aussi dans les équations (2.15) et (2.16) des termes en gradient de porosité qui
traduisent les effets des hétérogénéités évolutives [24, 61].

Conservation de |’énergie

Etant donné que la diffusion thermique est supérieure a la diffusion d’espéces, I’hypothése
d’équilibre thermique [128] entre les deux phases a été choisie et donne lieu a4 une unique
équation de conservation de ’énergie [130, 135, 128].

OPH) |9 copHY (T = VD VT) + (0)(Q2) (2.17)
Dans l'équation 2.17, A.¢; est le tenseur de conductivité thermique, qui regroupe les effets
de conduction, de dispersion et tortuosité. Un probléme de fermeture portant sur ce tenseur
macroscopique a été posé et peut étre résolu sur des cellules périodiques représentatives |24, 61].
A ce jour, a notre connaissance, ce probléme n’a pas été résolu, et I'importance de ce tenseur
reste inconnue.

Taux de changement de phase

Le taux de changement de phase intervient dans les équations (2.13), (2.15), (2.16), et il est
nécessaire d’écrire une équation sur cette grandeur pour compléter le systéme. Elle est obtenue
en prenant la moyenne volumique de 1’équation de conservation des espéces & I'interface solide-
liquide |24, 61].

a‘gsps _ ]- * S * £
at - Cz( . C;( [pshms (CS - <CS> ) + pehmls (Cé - <CZ> )

(2.18)
—psDs(Ves).V(C5)° — peDe(VSE)-V<CK>E]
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Modéle macroscopique

Dans cette équation macroscopique, nous retrouvons les termes d’échanges d’espéces interfa-
ciaux, ainsi que des termes dépendant de gradients de porosité.
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2.3 Validation

Nous avons décrit dans la partie précédente le modéle macroscopique complet de solidifica-
tion colonnaire, tel qu’il a été développé par Bousquet-Mélou [24]. Une formulation avec deux
équations d’espéces et une hypothése de non équilibre solutal a été retenue. Des termes en
gradient de porosité qui quantifient les effets des hétérogénéités évolutives, potentiellement im-
portantes en pointe de dendrites ont été introduits. Enfin, des problémes de fermeture portant
sur les propriétés de transport effectives ont été développés [24, 61]. Ils permettent de calcu-
ler numériquement les valeurs de ces coefficients macroscopiques. Il est trés difficile de tenir
compte de tous ces termes dans un unique modéle. Dans cette partie, nous présentons le travail
de validation qualitative qui a été réalisé avec une version simplifiée du modéle.

2.3.1 Modéle simplifié

Dans ce travail de validation, pour les premiers calculs, les termes en gradient de porosité
ont été négligés. Nous estimerons leur ordre de grandeur, en utilisant les premiers résultats de
calculs de certains cas-tests, dans la partie 2.3.3. Par ailleurs nous avons fait les hypothéses
suivantes :

1. Pour traiter la densité du fluide, nous prenons 'approximation de Boussinesq qui suppose
la densité égale a la valeur de référence dans tous les termes p; = pg, excepté dans les termes
de gravité pour lesquels :

pr = po(1 = Br(T - Tref) - ,BC(<C¢)Z - Cref)) (2.19)
2. Pour la perméabilité, une loi de Kozeny-Carman isotrope a été choisie [10] :
le &‘%
_ b 2.20
180 (1 — &,)2 (220)

Ou la taille caractéristique des pores [, est une dimension caractéristique de la zone interden-
dritique [123, 124, 149, 67]. L’espacement primaire interdendritique \; est généralement utilisé
lorsque I’écoulement est paralléle & ’axe des dendrites, alors que I’espacement secondaire Ay est
utilisé lorsque la vitesse est orthogonale. Pour nos applications, nous avons choisi d’utiliser I’es-
pacement secondaire, car I’écoulement est essentiellement vertical dans la zone interdendritique.
Seul les calculs de I'expérience en Plomb-Etain (avec 5% en masse d’étain), qui sera exploitée
dans la partie 2.3.2, ont été réalisés en prenant [, = A;.

3. Concernant les coefficients d’échange d’espéces, de nombreux auteurs ont montré la dépen-
dance de ces coefficients a la densité d’aire interfaciale et & une longueur de diffusion d’espéce.

_ DpAy
=
Pour cette derniére, nous la supposons égale a 'espacement secondaire interdendritique (I =

A2). Nous avons supposé, comme Beckermann & Wang [17], la relation suivante pour la densité
d’aire interfaciale, valable pour des structures assez simples [129] :

hmk

(2.21)

12
A =
5slk

(2.22)

28



Validation

Nous avons pris la longueur caractéristique intervenant dans le calcul de cette densité d’aire
égale a I'espacement secondaire interdendritique. Il reste finalement la relation suivante pour
les coefficients d’échanges :

Dy,
Py = 12— (2.23)
)\2 Es

4. Le tenseur de conductivité thermique dans la zone interdendritique se compose d’une contri-
bution diffusive dépendant linéairement des conductivités thermiques dans chacune des phases
Aeqg = €sAs + €40, et d'une correction quantifiant les effets de dispersion et tortuosité. Peu de
travaux ont permis de quantifier précisément les effets de dispersion. Concernant les effets de
tortuosité, ils dépendent linéairement de la différence entre les conductivités des deux phases
[24, 61], et si ces derniéres sont trés proches, la tortuosité est négligeable. Nous présentons dans
le tableau 2.1, les valeurs des conductivités dans différentes phases, pour des alliages dont nous
allons réaliser des simulations numériques. Les conductivités de chaque phases sont différentes,
mais l'ordre de grandeur est le méme et nous négligeons les effets de tortuosité.

Pb | Sn Bi Bi-Sn
Tysion K 600 | 500
)\S (T =300K) | W/m.K | 35,3 | 66,6 | 7,87
As (T = 500K) 32,8 | 59,6
Ae (T = 500K) 30 30
A (T = 600K) 15 32
Ae (T = 1000K) 20 32

TAB. 2.1: Conductivité thermique des alliages métalliques considérés :

2.3.2 Validation qualitative du modéle simplifié

Les expériences de solidification de mélanges multiconstituants sont difficiles & réaliser a
cause de la difficulté pour réaliser des mesures, et controler les pertes thermiques en cours
d’expérience. C’est pourquoi nous nous limitons & une validation qualitative du modéle mais
réalisée avec quatre expériences de solidification d’alliages binaires métalliques et un cas-test
présentant un mélange en sel binaire. Dans chacun des cas, un mélange a une température
et une composition initiale est introduit dans une cavité parallélépipédique, et est refroidi par
I’'une des faces verticales. Le volume reste isolé par les autres faces du volume expérimental
(voir figure 2.1).

L’équilibre thermodynamique du mélange est représenté par un diagramme de phase sim-
plifié et linéarisé présentant un point eutectique. Un tel diagramme est représenté sur la figure
2.2.

Cas-tests avec alliage Plomb-Etain

Deux expériences ont été réalisées par Hebditch & Hunt avec des mélanges Pb-Sn [69]
présentant des compositions différentes : un mélange contenant 48% de Plomb (Expérience A),
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Ligmd
g Heat
Eztraction

F1G. 2.1: Configuration des experiences de référence.

T(K)

Teut Ceut C

F1G. 2.2: Diagramme de phase simplifié d’un mélange binaire présentant un point eutectique.
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et un mélange contenant 5% d’étain (Expérience B). Pour ces deux expériences, des mesures
du champ de température ont été effectuées a différents endroits dans le mélange. Une analyse
des échantillons solidifiés a permis de déterminer le champ de macroségrégation final.

Les résultats expérimentaux ont été exploités dans diverses publications pour valider des
modéles de solidification [1, 97, 58, 144|. Ahmad & al. ont utilisé ces résultats pour comparer
les performances d’un code élément fini avec un code volume finis [1] et ont obtenu avec les
deux codes des résultats légérement différents, mais proches des mesures expérimentales. Leur
modéle prend une hypothése d’équilibre chimique qui différe de notre modéle.

Malgré ces différences, pour faciliter la validation de notre modéle, nous avons choisi de
comparer nos calculs avec ceux de Ahmad & al.

Expérience A : (Sn-48 % Pb)

Les propriétés physiques du mélange, son diagramme de phase et les données du calcul sont
présentées dans la table 2.2. Une caractéristique de ce cas-test est que les forces thermiques
et solutales s’opposent. Les secondes sont dominantes devant les premiéres, ce qui entraine
une inversion du sens de la convection en début de solidification. Aprés une longue période
de mouvements convectifs descendants au contact de la paroi froide, un flux ascendant est
observé. Celui-ci est visible sur la figure 2.3 ou les lignes de champ sont représentées aprés
50s de solidification. Notre modéle a permis de correctement reproduire le sens de circulation
de la boucle de convection. Cependant, des différences s’observent pour la forme des lignes de
courant, et particuliérement dans le coeur du bain liquide. Celles-ci peuvent étre initiées par les
différences entre les modéles ou la discrétisation du terme de Darcy.

F1G. 2.8: Lignes de courant (Avy = 3,67.107%) aprés 50s de solidification pour ’expérience A.
En haut & Gauche : Calcul Volumes finis Ahmad & al. ; En haut & droite : Calculs Eléments
finis Ahmad & al., Bas : Notre modéle
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La figure 2.4 présente les lignes d’isovaleurs de concentration apres 400s. Les instants aux-
quels nous présentons les champs sont choisis pour montrer I’accord avec les travaux de Ahmad
& al. [1]. Nous remarquons un enrichissement du mélange dans les parties hautes du domaine,
car ’écoulement liquide traversant la zone interdendritique collecte un liquide enrichi. Pour les
trois calculs, nous observons un bon accord dans 'ordre de grandeur des concentrations ainsi
que pour la localisation des isovaleurs. En revanche, le calcul présenté par Ahmad & al. [1]
avec la discrétisation volume fini, présente en pointe de zone colonnaire des instabilités qui
traduisent la présence de canaux ségrégés. Ces canaux n’apparaissent pas dans la discrétisation
éléments finis ainsi qu’avec notre modéle. Des travaux récents de Liu [97] ont porté sur I’étude
de 'influence des maillages sur les résultats, avec le modéle éléments finis. Liu a utilisé des tech-
niques de raffinement local de maillage et a montré que les canaux ségrégés apparaissent avec la
discrétisation éléments finis lorsque 'extrémité de la zone colonnaire présente un maillage fin.
Ces résultats montrent I'importance du choix du maillage sur les calculs, et semble nécessaire
de réaliser de telles études avec notre modéle.

20%

FI1G. 2.4: Lignes d’isovaleurs de l’enrichissement du mélange en % apres 400s de solidification
pour l’expérience A. En haut & gauche : Calcul Volumes finis Ahmad € al. ; En haut a droite :
Calculs Eléments finis Ahmad € al., Bas : Notre modéle

Le champ de fraction solide présente une zone poreuse d’environ 5cm d’épaisseur ou la
fraction solide passe progressivement de 0 a 0,3. Un canal liquide s’est formé dans les parties
hautes du domaine, comme nous pouvons 1’observer sur la figure 2.5 ol nous représentons des
lignes d’isovaleurs de fraction solide. La ligne d’isovaleurs 0,01 représente la limite entre la
zone totalement liquide et I’extrémité de la zone inter-dendritique. Les 3 calculs présentent les
mémes valeurs de fraction volumique solide et les localisations des isovaleurs sont proches. Nous
observons pour ce champ ’apparition des canaux ségrégés obtenus par les calculs de Ahmad &
al. pour la discrétisation volumes finis et éléments finis.
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F1G. 2.5: Isovaleurs de fraction volumique solide aprés 50s de solidification pour [’expérience
A. En haut a gauche : Calcul Volumes finis Ahmad & al. ; En haut a droite : Calculs Eléments
finis Ahmad & al., Bas : Notre modéle

Dans le canal au sommet du bain, les gradients des différents champs sont trés forts, ce
qui nécessite un maillage tres raffiné & cet endroit. Nous avons réalisé les calculs pour cette
expérience, avec un maillage contenant 60 mailles horizontales et 36 mailles verticales, avec un
raffinement sinusoidal (voir tableau 2.2) dans la zone du haut.

Expérience B : (Pb-5% Sn)

Les données de ce cas-test sont présentées dans la table 2.2. Pour ce calcul, et contrairement
aux autres cas-tests, ’espacement primaire interdendritique a été utilisé dans la relation (C.4),
portant sur la perméabilité de la zone interdendritique. Ce mélange posséde la propriété d’avoir
un coefficient d’expansion solutal négatif, ce qui implique que les forces solutales et thermiques
agissent dans la méme direction. Il résulte que le flux liquide descend le long de la paroi froide.
Nous avons représenté sur la figure 2.6 le champ d’isovaleurs de lignes de courant. La figure
représente les calculs réalisés par notre modéle, et les calculs réalisés par Ahmad & al [1] avec
les discrétisations volumes finis et éléments finis. Les calculs sont présentés a 'instant ¢ = 100s,
afin de pouvoir se comparer aux calculs d’Ahmad & al. Notre modéle permet de retrouver
le sens de 1’écoulement, ainsi que la forme des lignes de courant dans la zone diphasique. En
revanche, des différences sont visibles dans la forme des lignes de courant dans le bain liquide.
Tout comme pour ’expérience A, les différences peuvent s’expliquer par les différences entre les
modeéles ou la discrétisation du terme de Darcy.

La zone interdendritique présente la particularité d’étre tres large, et nous observons un
canal liquide au pied de cette zone. Ceci est observable sur la figure 2.7 ol sont présentées
des isovaleurs de fraction solide aprés 100s de solidification. Sur cette figure, nos résultats
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F1G. 2.6: Lignes de courant (A¢ = 1,56.107%) apres 100s de solidification pour l’expérience B.
En haut & Gauche : Calcul Volumes finis Ahmad & al. ; En haut a droite : Calculs Eléments
finis Ahmad & al., Bas : Notre modéle

sont présentés en paralléle des résultats d’Ahmad & al [1]. Notre modéle permet de retrouver
qualitativement ’ordre de grandeur de la fraction volumique solide ainsi que les formes des
isovaleurs. Des différences sont observables pour I’apparition des canaux ségrégés, et notamment
pour le calcul volumes finis [1]. Tout comme pour l'expérience A, nous pouvons expliquer ces
écarts par les différences de modéles.

Le liquide qui se trouve dans le canal est difficile & solidifier car il est trés enrichi par le
soluté qui a été rejeté par la solidification et collecté par ’écoulement liquide. Sur la figure 2.8,
des lignes d’isovaleurs de concentration réalisées avec notre modéle et celui de Ahmad & al.
aprés 400s sont présentées. Elles montrent I’enrichissement en soluté dans les parties basses et
I’appauvrissement dans le reste du domaine. Sur ce champ, des différences entre les modéles
apparaissent dans la forme de certaines isovaleurs de concentration qui traduisent I’apparition
de canaux, pour le calcul volumes finis de Ahmad & al. [1].

Un raffinement du maillage est nécessaire dans les parties basses du domaine pour pouvoir
capter les forts gradients qui y interviennent. Nous avons utilisé un maillage contenant 80 mailles
horizontales et 48 mailles verticales, avec un raffinement sinusoidal en bas.

Expérience C : Cas-test avec alliage Etain-Bismuth

Un mélange contenant 10% en masse de Bs a été utilisé par Quillet [127]. Les caractéristiques
de 'expérience, les paramétres physiques, et les données correspondantes au calcul sont listées
dans la table 2.2. Le dispositif expérimental permet de controler les flux de chaleur sur la paroi
thermostatée. L’expérience est pilotée de facon & faire décroitre la température froide & une
vitesse constante. Des thermocouples ont été installés dans le volume pour suivre 1’évolution
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0.01

F1G. 2.7: Isovaleurs de fraction volumique solide aprés 100s de solidification pour [’expérience
B. En haut & gauche : Calcul Volumes finis Ahmad & al. ; En haut a droite : Calculs Eléments
finis Ahmad & al., Bas : Notre modéle

F1G. 2.8: Lignes d’isovaleurs de l’enrichissement du mélange en % aprés 400s de solidification
pour l’expérience B. En haut a gauche : Calcul Volumes finis Ahmad & al. ; En haut & droite :
Calculs Eléments finis Ahmad & al., Bas : Notre modéle
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temporelle de la température a différents endroits. Une analyse post mortem a été réalisée
pour obtenir le champ de macroségrégation. Nous nous intéressons plus particuliérement a une
expérience pour laquelle la vitesse de décroissance de la température est de 2K.min!.

En raison du procédé de refroidissement utilisé dans cette expérience (une décroissance
progressive de la température de paroi), la solidification ne commence qu’aprés une période
de convection naturelle. Tout comme 'expérience B, les forces solutales et thermiques agissent
dans la méme direction. La structure de I’écoulement est illustrée sur la figure 2.9 apreés 300s.

Sur cette méme figure, le champ de fraction solide aprés 300s de solidification est présenté.

0.5348

0.4823

0.4298

0.3773

0.3249

0.2724

0.2199

0.1674

0.115

0.0625

0.01

F1G. 2.9: Champ de fraction volumique solide et lignes de champ (A = 2.1077) apres 300s de
solidification pour ’expérience C.

Un canal horizontal est observé dans la partie basse du domaine. L’observation du champ
de concentration sur la figure 2.10 nous montre que le liquide est enrichi dans cette partie du
domaine. Ces observations sont qualitativement en accord avec les résultats expérimentaux et
numeériques obtenus par Quillet & al [127].

Notons que Quillet a obtenu trois freckles lors de ses simulations [127]. Dans notre cas,
nous obtenons un unique canal. Cela peut s’expliquer par le fait que son modéle est un modéle
d’équilibre solutal (la concentration moyenne dans une phase est égale a la concentration d’équi-
libre). Ces modéles ont tendance a favoriser ’apparition de canaux comme nous le montrerons
plus loin dans I’exposé. Un avantage du modéle de Quillet & al. est sa facilité d’implémenta-
tion, puisqu’une unique équation d’espéce est nécessaire. Cependant, si I’hypothése d’équilibre
solutal est acceptable pour les mélanges présentant de forte diffusivités d’espéces, elle est en
revanche trés discutable lorsque les mélanges présentent de faibles diffusivités.

Expérience D : Cas-test avec alliage Aluminium-Cuivre

Wang & Beckermann [176] ont étudié la solidification d’un alliage aluminium-cuivre avec leur
modeéle triphasique de solidification équiaxe [175, 18] (ils distinguent les phases liquide interden-
dritique et liquide extradendritique). Ce cas-test est purement numérique (aucune expérience
n’a été réalisée) mais les propriétés physiques correspondent a un alliage Aluminium-Cuivre,
contenant 4% en masse de cuivre ont été prises comme référence. Il est refroidi dans une cavité
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17,73

16.84

15,96

13.07

14,19

12,42

1154

10.65

9.77

F1G. 2.10: Champ de concentration (% in Bismuth) aprés 660s de solidification pour
Pexpérience C.

rectangulaire, par la paroi gauche. Le modéle est tout d’abord testé en diffusion pure, sans
convection dans aucune des phases. Dans un deuxiéme temps, les calculs sont réalisés en sup-
posant la phase solide immobile et la phase liquide mobile. Enfin les derniers calculs supposent
les deux phases mobiles.

La deuxiéme série de calculs est équivalente & un calcul de solidification colonnaire. C’est
pourquoi nous avons utilisé les résultats de cette deuxiéme série pour se comparer a notre
modéle. Les propriétés physiques des matériaux utilisés et les caractéristiques du calcul qui a
été réalisées sont rappelées dans la table 2.2. Nous présentons a la figure 2.11 une comparaison du
champ de macroségrégation obtenu par notre modéle avec celui de Wang & Beckermann [176].
Nous pouvons observer que la forme et ’ordre de grandeur des concentrations correspondent
au calcul de Wang & Beckermann [176] : Une zone enrichie est obtenue en bas du domaine,
qui remonte sur la face droite du volume. Wang & Beckermann ont obtenu des canaux ségrégés
sur le coté gauche du volume et ceux-ci apparaissent aussi sur nos calculs, mais ils sont moins
nombreux et moins marqués.

Expérience E : Cas-test avec alliage NH,Cl — H,0

Ce cas-test, que nous avons utilisé pour tester le modéle de solidification est issu des tra-
vaux de modélisation de Voller & Prakash [169]. Ils ont travaillé sur des modéles de mélanges
pour la solidification colonnaire et la solidification équiaxe de mélanges binaires. Ils ont étudié
les performances de leurs modéles sur un cas-test imaginaire avec un mélange présentant les
propriétés d’un sel binaire N H,Cl — H50O. Les paramétres physiques utilisés pour la simulation
de cette expérience sont listés dans le tableau 2.2. Nous avons repris cette expérience avec notre
modeéle colonnaire et avons comparé les résultats avec ceux de Voller & Prakash. Les résultats
sont présentés sur la figure 2.12, ou les lignes d’isovaleurs de concentration sont tracées. Nous
retrouvons qualitativement la forme et ’ordre de grandeur des macroségrégations.
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0,02

F1G. 2.11: Champ de concentration apres 400 s de solidification pour ’expérience D. Gauche :
Calculs réalisés avec notre modéle colonnaire; Droite : Calculs réalisés par Wang &
Beckermann [176] sans transport de solide.

F1G. 2.12: Lignes d’isovaleurs de concentration aprés 3000 s de solidification pour [’expérience
D. Gauche : Calculs réalisés avec notre modéle ; Droite : Calculs réalisés par Voller €& Prakash

[169]
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Conclusion du travail de validation du modéle colonnaire

Pour conclure ce travail de comparaison, avec d’autres modéles ou expériences de solidifi-
cation de mélanges binaires [169, 176, 127, 1|, nous pouvons dire que les résultats que nous
avons pu retrouver qualitativement des résultats présentés dans d’autres publications indépen-
dantes. Différents alliages métalliques et un sel binaire, présentant des propriétés différentes
et des conditions expérimentales différentes ont été utilisés. Sur la base de ces bons résultats
qualitatifs, nous avons décidé d’utiliser le modéle pour mener une étude d’ordre de grandeur
des termes qui ne sont pas pris en compte dans le modéle simplifié.

2.3.3 Discussion sur les termes simplifiés du modéle

L’objectif de cette partie est de mener une étude sur les termes non-classiques du modéle.
L’étude va étre réalisée avec les résultats de calcul des expériences A, B et C de la section 2.3.2.
Nous ne visons pas a faire une étude compléte de ces termes, étant donné que nous nous limitons
a travailler sur trois expériences précises. L’étude de ces termes avec une implémentation dans
un code de calcul reste donc un sujet ouvert.

Termes de Brinkman

Nous rappelons que les termes de Brinkman (emgVQ(V;)Z, ugVSE.V(V;)e, pg(v285)<7g>e)
[24, 61| apparaissent dans 1’équation macroscopique (2.14) de conservation de la quantité de
mouvement. Le premier est un terme de diffusion qui est important pour les fortes fractions
liquides [24, 61|. Les deux autres termes qui dépendent du gradient de porosité sont des correc-
tions du premier et sont généralement négligés.

Second terme de Brinkman Il est judicieux de comparer ce terme avec le premier terme
de Brinkman (puisqu’il en réalise une correction) et avec le terme de Darcy. Nous avons évalué
dans chaque cas les quatre quotients suivants, et nous présentons les résultats obtenus pour
I’expérience B :

Ve v(W Ve V(V)

Q1= Ty et Q2 = i (2.24)

| Verv(Tt Ve vy

Sur la figure 2.13, les rapports (2.24) sont présentés, avec sur la figure de gauche Q1, et sur la
figure de droite Q2.

Sur la figure 2.14, les rapports 2.25 sont représentés, avec sur la figure de gauche ()3, et sur
la figure de droite Q4.

Pour les trois cas-tests, nous avons trouvé que le second terme a le méme ordre de grandeur
que le premier dans la zone interdendritique. Au contraire, la comparaison avec le terme de
Darcy montre que ce dernier est trés supérieur au deuxiéme terme de Brinkmann dans la zone
interdendritique. Ce dernier rapport prend des valeurs maximales en pointe de dendrites, ou le
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| Pb(wt 48%)-Sn

| Pb-Sn(wt 5%) | Bi(wt 10%)-Sn | Al-Cu(wt 4%) | NH,Cl(wt 10%) H,O |

PROPRIETES PHYSIQUES

Cp, Jkg LK1 |200 260 250 1179 3000
Cp, Jkg 'K |200 260 250 766 3000
A  Wm LK™' |50 55 60 7 0,4
As  Wm LK™! |50 55 60 153 0,4
L Jkg™! 53550 61000 59430 397000 300000
pe, ps kg.m™3 9000 7000 7550 2450 1000
Br K! 10 4 6.10 ° 9,5.10 ° 9,41.10 ° 4.10 °
Be 0,45 —0, 053 -3.10°3 —1,02.10 2 0,025
we kgm ts !t [ 1073 103 1,85.10 3 1,2.10°3 103
D, m?.s7! 107° 1077 1,8.107° 5.107° 4,8.107°
D, m?.s7! 10713 10713 10713 8.10713 10713
A opm 350 200 300 3000 300
A2 um 40 65 300 1000 175
i CONDITIONS EXPERIMENTALES
Twmi K 489 499 500 930 600
h Wm=2.K~1 | 400 300 00 250 400
Tt K 298 298 2K.min ! 293 400
H cm 6 6 6 10 2,5
L cm 10 10 ) ) 2,5
i DIAGRAMME DE PHASE
T, K 600 505 505,15 933,5 630
Tewr K 456 456 412,15 821,2 250
Ceowr  wt% 0,619 0,381 0,57 0,327 0,8
k 0, 307 0, 0656 0,36 0,173 0,3
i MAILLAGES UTILISES
Nombre selon x (n,) | 60 80 60 30 40
i Type régulier régulier régulier régulier régulier
Nombre selon y (n,) | 36 48 60 60 40
7 Type H(1- nomﬁﬁvv mhm\:\;ﬁvv H(1- nomﬂﬁvv régulier régulier

TAB. 2.2: Propriétés physiques des alliages métalliques.

40



Validation

0.8
0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

F1G. 2.13: Rapport entre le deuxiéeme terme de Brinkman et le premier terme pour [’expérience
B apres 50s de solidification (Gauche : Q1 composante x, Droite : Q2 composante z).

0.01 [ ¥ 0.01
0.008 : 0.008
& 0.006 0.006
J 0004 [ 0.004
0.002 0.002
: P 0 : — 0

F1G. 2.1/: Rapport entre le deuxiéeme terme de Brinkman et le terme de Darcy pour
Pexpérience B aprés 50s de solidification (Gauche : Q3 composante x, Droite : Q4 composante
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terme de Darcy devient faible, ce qui implique que le deuxiéme terme de Brinkman influence
peu les résultats.

Troisiéme terme de Brinkman Dans le méme but, nous pouvons comparer le troisiéme
terme de Brinkman avec le premier terme et le terme de Darcy. Pour les expériences A, B et
C, les quotients suivants ont été calculés :

(Ve (V) | V2

Les résultats sont présentés uniquement pour l'expérience B, sur la figure 2.15. La figure de
gauche présente le rapport ()5, alors que sur la figure de droite le rapport Q6 est présenté. Nous
observons que le troisieme terme de Brinkmann a le méme ordre de grandeur que le premier
terme. Concernant la comparaison avec le terme de Darcy, nous remarquons que ce dernier
domine largement dans le coeur de la zone interdendritique, et un peu moins (maximum 1%)
en pointe de dendrite. De ce fait, le troisiéme terme de Brinkmann a trés peu d’influence pour
les trois cas étudiés.

1 i 0.01
0.8 : !| 0.008
0.6 I 0.006
04 0,004
0.2 0,002
0 : _— 0

F1G. 2.15: Gauche : Q5 Rapport du troisieme terme de Brinkman avec le premier terme.
Droite : Q6 Rapport du troisieme terme de Brinkman avec le terme de Darcy pour ’expérience
B apres 50s de solidification.

Termes avec gradients de porosité dans les équations de conservation des espéces
L’écriture des équations macroscopiques de conservation des espéces (2.15), (2.16) et de 1’équa-
tion sur le taux de changement de phase (2.18), fait apparaitre des termes dépendant de gra-
dients de porosité. Afin de mesurer I'influence de ces termes, nous avons calculé les rapports
suivants, sur la base des calculs réalisés avec les expériences A, B et C.

_ | peDr(Ver)-V(C)¥ V.0 D (Ver) (Cyp — (Ci))
Pehmk (Cg — (Cr)*) prhumi (Cf = (Ck)*¥)

Nous avons trouvé que le quotient Q7 est négligeable dans le solide (nous n’avons jamais atteint
des valeurs supérieures 4 107*), et est légérement supérieurs dans la phase liquide (jusqu’a 1073).
Les plus fortes valeurs sont rencontrées dans la zone dendritique. Concernant le quotient ()8,
nous avons trouvé, dans les deux phases, le méme ordre de grandeur que Q)7, pour les cas-tests

Q7 (2.27)

etQ8=‘
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A, B et C. Au vu des ces résultats, nous pouvons affirmer que les termes avec des gradients de
porosité dans les équations des espéces sont négligeables pour les trois cas-tests étudiés.

Influence de la dispersion d’espéces Le phénoméne de dispersion est dii aux couplages
existants entre les fluctuations de vitesses et les fluctuations d’un autre champ (Concentration,
température...). Ce couplage induit un transport a I’échelle macroscopique de ces différentes
grandeurs. Ces effets sont d’autant plus importants dans ’axe de la vitesse moyenne. Nous
nous intéressons plus particuliérement aux effets de dispersion des espéces dont la dépendance
au nombre de Péclet local a été prouvée récemment [26] :

Pe = 7(%)%9
D,

Dans 'expression du nombre de Péclet, I’échelle de longueur caractéristique est prise égale a
I’espacement primaire interdendritique A;. Bousquet-Mélou & al. [26] ont résolu numériquement
le probléme de fermeture associé & ce terme en cas de dispersion active, pour une structure
donnée de zone interdendritique. Ils ont montré que pour de faibles nombres de Péclet (Pe < 10),
les effets de dispersion étaient négligeables, alors que pour de fortes valeurs, ils ont montré la

dépendance suivante du tenseur de diffusion-dispersion :

D,
Eng

Le paramétre m dans I’expression de la dispersion est proche de 1,5, et dépend de la fraction
volumique liquide.

Nous avons calculé les valeurs du nombre de Péclet sur la base des calculs réalisés sur les
expériences A, B et C. Sur la figure 2.16, nous présentons les résultats obtenus avec I’expérience
B. Le nombre de Péclet n’est tracé que dans la zone interdendritique, puisque c’est le seul endroit
ou ce nombre peut avoir une influence.

= ADPCm

115,1
103.6
92,07
80,56
69,06
57,55
46,04
34,53
23,02
11,51

F1G. 2.16: Champ du nombre de Péclet pour l’expérience B aprés 50 s de solidification

Les plus fortes valeurs du nombre de Péclet se rencontrent en pointe de dendrites, une zone ot
I’écoulement conserve une forte intensité. Au contraire, dans le coeur de la zone interdendritique,
I’écoulement est faible, ce qui réduit le nombre de Péclet dans cette zone. Nous avons aussi
observé, que la solidification avancant au cours du temps, le nombre de Péclet diminue, ce
qui résulte de la diminution de l'intensité de la convection lorsque la fraction solide de la
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zone interdendritique augmente. Nous pouvons donc affirmer que les effets de dispersion, s’ils
existent, sont importants en début de solidification et en pointe de dendrites.

Dans les trois cas, nous avons remarqué que le nombre de Péclet pouvait atteindre des valeurs
supérieures & 100. Ces valeurs sont supérieures a la valeur limite de 10 & partir de laquelle la
dispersion a un effet significatif [26].

Nous avons donc réalisé des calculs complémentaires pour tester les effets de dispersion, en
prenant un tenseur de diffusion-dispersion anisotrope. Nous avons supposé que dans la zone
interdendritique, la vitesse du fluide est partout verticale (orthogonale a 1’axe des dendrites).
Cette approximation est correcte sauf au sommet et au pied de la zone interdendritique. Cela
donne une direction de dispersion axiale dans le sens vertical et une direction de dispersion
radiale dans le sens horizontal. Nous avons utilisé les corrélations de Bousquet-Mélou & al.
[26] :

1,5
Dgy = é‘eDg (f—g) et Dgw = [1)—351 (2.28)
Nous avons réalisé de nouveaux calculs sur le cas test en Etain-Bismuth (expérience C). Une
trés faible influence de la dispersion a été observée sur ce cas test. Pour tous les champs, nous
n’avons jamais trouvé d’écarts relatifs supérieur a 0,01. Nous pouvons donc déduire que pour
ce cas-test, la dispersion augmente notablement les transferts par diffusion des espéces, mais
que ces transferts ne deviennent pas le mode de transfert principal, qui reste la convection. Une
(Vo)L
D

14

autre fagon d’exprimer cette idée, est que le nombre de Péclet macroscopique ( ), calculé

avec le coefficient de diffusion dispersion reste faible.

2.3.4 Etude paramétrique de I’'influence de la perméabilité et des co-
efficients d’échange d’espéces

Dans cette partie nous allons étudier I'influence de deux coefficients macroscopiques d’échanges :
la perméabilité et les coefficients d’échange interfaciaux d’espéces. Afin d’illustrer la discussion,
des calculs ont été réalisés avec les expériences A, B, C. Dans ce document, et pour illustrer les
résultats, nous présentons les résultats sur ’expérience C.

Influence des coefficients d’échange d’espéces

La plupart des modéles de solidification font I’hypothése d’équilibre chimique |1, 169, 84,
127], ce qui implique que la concentration moyenne dans une phase égale la concentration
d’équilibre. Une particularité de notre modéle réside dans I’existence d’un déséquilibre chimique
[107, 175, 176, 26, 61|. Les coefficients d’échange d’espéce relient le flux d’espéces a U'interface,
a l’écart entre la concentration a l'interface (égale a la concentration d’équilibre) et la concen-
tration moyenne dans le coeur de la phase. Il est donc intéressant de quantifier 'influence de
ces paramétres sur la solidification. Nous avons effectué des calculs avec la corrélation (2.23),

D
modifiée par un coefficient multiplicatif (h,,, = A X 12)\2—5 et hy,, = A X 12/\2—£). Nous avons

2€s 2&¢
pris: A=0,1/1/10 / 20.
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Dans un premier temps, nous avons calculé une moyenne du rapport entre les flux d’espéce
pshm, (CF = (Cs)*)
pehm,, (C; —{(Ce)?)
chacune des valeurs du coefficient A. Nous avons toujours trouvé un rapport trés inférieur a
1 ce qui traduit 'importance des transferts coté liquide devant ceux dans le solide. Cela est

vers le solide, aux flux vers le liquide | | pour chaque expérience, et pour

D
en grande partie di au rapport entre les diffusivités des deux phases (He ~ 10%). Nous en

S
déduisons que dans I’équation (2.18) sur le taux de changement de phase, le flux interfacial
d’espéces coté liquide est celui qui pilote le changement de phase.

Effets sur le non-équilibre Pour chaque expérience, et pour chaque coefficient A, nous
avons calculé I’écart a 1’équilibre chimique relatif dans les deux phases :

C; —{(Cy)*
(Co)*

Nous reportons dans le tableau 2.3 les écarts observés dans chacune des deux phases. Dans la
phase solide, I’écart a ’équilibre est important (10%) et ne dépend pas du coefficient A. Au
contraire, dans la phase liquide, cet écart est plus faible, et nous avons remarqué que le déséqui-
libre relatif est inversement proportionnel au coefficient d’échange. Il semble donc que le déséqui-
libre “s’ajuste” aux coefficients d’échanges pour assurer un flux d’espéces pghy,,, (Cg — <Cg>£)

| et | | (2.29)

constant. Il résulte que le taux de changement de phase donné par I’équation (2.18) est lui aussi
constant.

Coefficient A | non-équilibre relatif (liquide) | non-équilibre relatif (solide)
0,1 0,05 0,1
1 0,004 0,1
10 0, 0005 0,1
20 0,0003 0,1

TAB. 2.3: Influence du paramétre multiplicatif du coefficient d’échange sur ’écart a I’équilibre
dans le liquide et le solide pour I’expérience C

Nous voyons par ailleurs sur ces calculs, que notre modéle & non-équilibre chimique tend vers
un modéle & ’équilibre lorsque les coefficients d’échange sont choisis grands. Il faut cependant
noter que les temps de calculs augmentent d’autant plus.

Effet sur le champ de fraction solide Nous venons de voir que des changements dans les
coefficients multiplicatifs sur les coefficients d’échange avaient peu d’influence sur le taux de
changement de phase local. Nous avons cependant pu observer une influence de ce coefficient
d’échange sur 'apparition de canaux ségrégés dans la zone interdendritique. Nous pouvons ob-
server cette influence sur la figure 2.17, ol nous représentons superposées des lignes d’isovaleurs
de fractions volumiques solides obtenues pour deux paramétres multiplicatifs des coefficients
d’échanges. Ces lignes d’isovaleurs présentent une forme beaucoup plus sinueuse pour le cas
d’un fort paramétre multiplicatif, ce qui accentue la présence du canal ségrégé.
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F1G. 2.17: Lignes d’isovaleurs de fraction volumique solide (0.5, 0.4, 0.1, de gauche a droite
sur la figure) pour A = 0.1, A =20 apreés 300s de solidification pour l’expérience C.

Effet sur le champ de concentration Nous avons vu a la partie précédente l'effet des
coefficients d’échanges d’espéces sur la forme des isovaleurs de fraction solide et I'apparition
de canaux ségrégés. Des modifications semblables se retrouvent sur le champ de concentration.
Sur la figure 2.18 les lignes d’isovaleurs de concentrations obtenues pour le méme cas test sont
représentées. Nous remarquons les déformations des lignes d’isovaleurs aux mémes endroits que
pour les fractions solides.

F1G. 2.18: Lignes d’isovaleurs d’enrichissement en soluté (—5%, 0%, 35% du haut en bas sur
la figure) aprés 600s de solidification pour A = 0.1 et A = 20 pour lexpérience C.

Un autre effet a été observé sur I’amplitude finale des valeurs du champ de concentration.
Une augmentation du coefficient d’échange provoque une augmentation de cette amplitude.
Lorsque le coefficient A = 0, 1, les concentrations aprés 600s de solidification étaient comprises
entre 9% et 15, 74%. Au méme instant, pour une valeur de A = 1, les valeurs sont comprises entre
8,9% et 17,37%. Pour expliquer cette observation, nous pouvons remarquer que le coefficient
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d’échange augmentant, les concentrations moyennes sont proches des concentrations d’équilibre,
ce qui augmente 1’écart entre la concentration moyenne dans une phase et la concentration
moyenne dans l'autre phase. Il résulte une plus forte microségrégation, qui produit, par les
mouvements de convection naturelle, un champ de macroségrégation d’autant plus fort.

Influence de la perméabilité

La perméabilité a un roéle trés important dans le processus de solidification. En effet, ce
paramétre a une influence directe sur 1’écoulement liquide dans la zone interdendritique, qui
lui méme a une forte influence sur le transport des espéces et de I’énergie. Une augmentation
de la perméabilité va entrainer une augmentation de 'intensité du flux liquide. Afin de tester
I’influence de ce paramétre, nous avons réalisé des calculs aprés avoir multiplié la loi de Kozeny
Carman (équation C.4) par 0,1 / 10 et 100.

Effet sur le champ de concentration Nous avons remarqué que le choix d’une grande
perméabilité entrainait des modifications du champ de concentration & 1’échelle macroscopique.
Sur I’expérience C, nous avons noté qu’une perméabilité réduite 10 fois menait & un champ de
concentration finale compris entre 9,67% et 10,92%. La corrélation classique de la perméabilité
a mené & un champ de concentration s’étendant de 8,9% a 17,37%, alors que le choix d’une
corrélation 10 fois supérieure aboutit & un champ de concentration compris entre 6,9% et 18, 5%.
Cette observation s’explique par le fait qu’en augmentant la perméabilité, ’écoulement liquide
est plus intense, et provoque un plus grand déplacement des espéces et ainsi de grands écarts
de concentration.

Effet sur le champ de fraction solide Nous avons étudié I'influence de la perméabilité sur
le champ de fraction solide. Pour chacune des hypothéses sur la perméabilité, nous avons étudié
deux hypothéses pour les coefficients d’échanges d’espéces :

- Cas 1 : La corrélation classique (A = 1) permet de tester des cas ot le déséquilibre chimique
est assez important.

- Cas 2 : La corrélation classique (2.21) multipliée par le coefficient multiplicatif A = 10
permet de tester I'influence de la perméabilité lorsque 1’on est proche de I’équilibre chimique.

Dans les situations a fort déséquilibre (cas 1), nous avons observé que les variations de
lois de perméabilité avaient trés peu d’influence sur ’avancée de la zone interdendritique (les
lignes d’isovaleurs de fraction volumique solide progressent a la méme vitesse). Par ailleurs,
nous n’avons pas observé d’influence significative sur la formation de canaux ségrégés.

Dans les situations ot la composition du mélange se trouve proche de 1’équilibre (cas 2),
nous avons remarqué qu’une augmentation de la loi de perméabilité provoquait ’apparition
des canaux ségrégés. Nous représentons a la figure 2.19 les résultats obtenus avec différentes
corrélations de perméabilité (la corrélation de Kozeny-Carman, et la méme corrélation multipliée
par 100). La figure de gauche présente les lignes d’isovaleurs de fractions volumiques solide 0, 3
et 0,6 aprés 600s de solidification pour les deux lois de perméabilité pour ’expérience C. Cette
figure montre la forme beaucoup plus déformée de I’isovaleur 0,6 pour une forte perméabilité.
La figure de droite présente le champ de fraction solide pour la deuxiéme loi de perméabilité.
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La présence des canaux y est clairement visible : Deux canaux inclinés et trés marqués en bas
a gauche du domaine et deux autres canaux plus fins & mi-hauteur.

0.8909

0.8028

ol

Ko
:K 100 0.7147

0.6266
0.5386
0.4505
0.3624

0.2743

0.1862

0.0981

0.01

F1G. 2.19: Influence de la Perméabilité sur le champ de fraction volumique solide pour un
coefficient d’échange d’espéce multiplié par 10 pour l’expérience C. Gauche : lignes
d’isovaleurs 0,3 et 0,6 avec une Perméabilité multipliée par 100 et 1. Droite : Champ obtenu
pour une perméabilité multipliée par 100.
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2.4 Conclusion et limitation du modéle colonnaire

Le modéle macroscopique complet de solidification colonnaire de mélanges binaires a été
développé dans le but de tenir compte au mieux des interactions des différentes échelles dans
les processus de solidification. Les calculs réalisés en fin de chapitre montrent la nécessité de
telles approches, car des modifications dans les corrélations des coefficients macroscopiques de
transferts (tel que la perméabilité ou les coefficients d’échanges d’espéces) changent notablement
les résultats

Une version simplifiée de ce modéle a été testée sur 5 cas-tests de solidification et a donné de
bons résultats qualitatifs par rapport aux publications auxquelles nous nous sommes comparés.
Ces calculs ont permis de tester les termes du modéle complet qui ont été négligés dans la
version simplifiée. Sur les expériences A, B et C, leur ordre de grandeur était faible et nous
n’avons pas entrepris de les implémenter. Nous ne pouvons cependant pas prouver qu’ils sont
négligeables dans toutes situations.

La principale limitation du modéle réside dans I'impossibilité de modéliser la surfusion en
amont de la zone interdendritique. Pour expliquer ce fait, nous avons tracé a la figure 2.20, le
profil sur I’axe horizontal du champ de fraction volumique solide pour I’expérience du Madylam
(Expérience C a la partie 2.3) aprés 600s de solidification.

BEENN

"D 0.01 0.02 0.03 0.04 0.0s

F1G. 2.20: Expérience de ’EPM (Ezpérience C), profil sur l’aze horizontal de la fraction
volumique solide, a la hauteur 3cm, aprés 600s

La zone interdendritique présente une épaisseur de 5em, sur laquelle la fraction volumique
varie de 0 4 0, 5 ce qui correspond a de longues dendrites, supérieures aux tailles réelles observées.

Nous obtenons ce type de profil, car la solidification est pilotée uniquement par les coefficients
d’échange d’espéces (équation (2.23)), qui sont fonctions de la porosité locale (équation (2.18)).
Dés qu'un déséquilibre thermodynamique intervient dans une maille, la solidification commence,
sans tenir compte de ’aspect cinétique de la croissance des dendrites. Ainsi, une maille se
comporte indépendamment des mailles les plus proches, et on ne peut avoir de retard a la
solidification, ni de surfusion.

Une fagon de permettre a notre modéle de modéliser la surfusion, serait de ralentir la crois-
sance colonnaire, en introduisant la cinétique d’avancée du front. Nous proposerons une méthode
dans le chapitre 3, ce qui nous permettra de coupler notre modéle colonnaire avec un modele
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équiaxe. Mais, dans un premier temps, nous allons présenter au chapitre 4, le développement
d’un modéle de solidification équiaxe seul, plus simple & modéliser.
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Chapitre 3

Modéle macroscopique de solidification
équiaxe

3.1 Stratégie pour le développement du modéle équiaxe

Nous avons présenté dans le chapitre 2, un modéle macroscopique de solidification colon-
naire de mélanges binaires, obtenu a ’aide d’une méthode de prise de moyenne volumique.
Cette méthode se préte bien a la modélisation des zones interdendritiques colonnaires, car elles
présentent une géomeétrie compliquée sur laquelle on ne peut traiter les transferts a 1’échelle lo-
cale. Des problémes de fermeture portant sur les grandeurs fluctuantes des champs sont établis
a cette derniére échelle et peuvent étre résolus sur des cellules unitaires périodiques représen-
tatives. Dans la suite de cette section, une extension de cette méthode va étre proposée pour
traiter le cas de la solidification équiaxe.

3.1.1 Difficultés inhérentes & ’application de la prise de moyenne vo-
lumique pour le régime équiaxe

Transport de phase solide

Le processus de solidification équiaxe présente la particularité de ne pas former une phase
solide consolidée. Les cristaux qui apparaissent sont emportés par convection et nous sommes
en présence de deux phases mobiles qui s’interpénétrent. La méthode de prise de moyenne vo-
lumique reste applicable, mais le développement de problémes de fermeture sur les fluctuations
des champs, au sens de Quintard & Whitaker [132, 133, 134], et leur résolution sur des cellules
unitaires périodiques est difficile a réaliser, puisque la phase solide est mobile.

Malgré cela, la prise de moyenne a déja été employée pour modéliser la solidification équiaxe
de mélanges binaires par Ni & Beckermann [107, 108], Ni & Incropera [109, 110] ainsi que Wang
& Beckermann [173, 174, 18], Feller & Beckermann [45] ou Gu & Beckermann [68, 67]. Ces
différents auteurs utilisent cette méthode comme un moyen d’obtenir la forme macroscopique des
équations a partir des équations microscopiques. Les coefficients de transport macroscopiques
qui interviennent dans les équations sont modélisés en utilisant des expressions empiriques ou
expérimentales.
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Caractére discontinu de la phase solide

Contrairement a la phase liquide, continue, le solide présente une structure discontinue avec
chaque grain indépendant des autres. Une dispersion importante des champs physiques (tel que
la vitesse) est possible d’une particule & une autre. Dans d’autre contexte, ou les écoulements
diphasiques avec une phase solide dispersée interviennent, comme les lits fluidisés |8, 74, 72,
54| ou la sédimentation [64, 111|, des méthodes statistiques ont été employées. Dans 1'annexe
E, nous décrivons I'une d’elle, la théorie cinétique des milieux granulaires [91, 146, 73, 54].
La fermeture des équations macroscopiques est réalisée en introduisant un champ d’énergie
cinétique d’agitation pour modéliser certains termes complexes [80, 39, 54].

Des phénomeénes présentant d’importantes fluctuations temporelles

Lors de la solidification d’une zone dendritique colonnaire, lorsque seuls des écoulements
liquides laminaires sont considérés, les champs présentent d’importantes variations spatiales
[129, 133, 134]. Ainsi, le champ de vitesse de I’écoulement dans la zone dendritique présente des
hétérogénéités spatiales directement reliées a la morphologie des dendrites [129, 133, 134]. Au
contraire, les variations temporelles des champs sont trés limitées [131] car un régime station-
naire est rapidement atteint [131]. C’est pourquoi la méthode de prise de moyenne volumique
seule est bien adaptée a la modélisation des milieux poreux.

Lors de la solidification de grains équiaxes, de grandes variations spatiales des champs sont
encore observables [8, 74, 72, 54]. En plus s’ajoutent des phénoménes a des échelles temporelles
trés courtes, comme les chocs, événements trés brefs, mais trés intenses. Les transferts (de
quantité de mouvement par exemple) qui résultent des chocs, ne peuvent étre appréhendés par
une seule moyenne volumique, car elle ne peut pas intégrer les phénoménes transitoires [37, 54].

3.1.2 Stratégie choisie
Combiner une moyenne spatiale avec une moyenne temporelle

Afin de poursuivre le travail réalisé pour la modélisation de la croissance colonnaire, nous
allons utiliser la prise de moyenne volumique [129, 133, 134| suivie d’une prise de moyenne
temporelle [37, 32] pour modéliser la solidification équiaxe. Ainsi, il sera possible d’intégrer
I'influence des phénoménes transitoires courts tels que les chocs, dans les transferts macrosco-
piques. Une description de la méthode de moyenne temporelle est décrite dans ’annexe B ou
une discussion est réalisée pour comprendre les implications sur les développements du modéle.
Nous y avons montré que pour la plupart des termes classiques, la moyenne temporelle est sans
effet sur le résultat : U = (.), ce qui implique que la deuxiéme étape de moyenne ne sera traitée
que pour un nombre limité de termes.

En I'appliquant & chacune des deux phases, nous allons aboutir a des équations de conser-
vation portant sur les grandeurs moyennées suivantes : e., ¢, (Vo)¢, (Vi)¥, (Cp)¥, (C.)¢, (Ty)%,
(T,)c. L’application rigoureuse des théorémes de prise de moyenne va faire apparaitre des termes

dépendant des fluctuations des divers champs : VZ, ?g, Cy, C., Ty, T,. Nous allons poser les pro-
blémes de fermeture associés & ces champs, ce qui n’a pas encore été réalisé pour le cas de
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la solidification équiaxe. Nous distinguerons alors le traitement des termes contenant ?c, des
autres termes, en utilisant un formalisme plus proche de la méthode statistique.

Fermeture des termes dépendant de 1’agitation des cristaux

Comme dans la théorie cinétique des milieux granulaires [91, 146, 73, 54|, nous allons écrire
une équation de conservation de I’énergie cinétique d’agitation des cristaux qui sera quantifiée

~2
par la grandeur : (VZ )¢. Cette grandeur nous permettra, en s’'inspirant de la méthode statistique

de fermer les termes non-classiques dépendant de 70 A notre connaissance, ce genre de travail
n’a jamais été réalisé en utilisant la méthode de prise de moyenne volumique. Cependant,
une comparaison de nos résultats sera possible avec ceux de la théorie cinétique des milieux
granulaires [91, 146, 73, 74, 72| (cf. annexe E).

Fermeture des autres termes

Pour modéliser les termes dépendant des fluctuations des champs autres que VZ, nous allons
supposer que l'agitation cinétique des cristaux est nulle (la validité de cette hypothése n’a pas
été vérifiee). Sous cette hypothése, les cristaux d’un volume représentatif se déplacent tous avec
la vitesse (ﬁ}c Si nous nous plagons dans le repére lié au déplacement moyen et instantané
des cristaux, nous sommes en mesure de résoudre des problémes de fermeture par la méthode
de Quintard & Whitaker [132, 133, 134]. Dans ce nouveau repére, les seuls champs modifiés
sont la vitesse liquide, qui devient 75* = 75 — (7(;)6, et la vitesse solide qui devient nulle sur Vj.
Les équations macroscopiques dans le nouveau repére sont identiques a celles obtenues dans le

repére de 'expérience ((@)e devient (74*)5 = (V;)Z— (VZ)C, (VZ)C devient 0, alors que Vz* = 7@)
De méme, les équations vérifiées par les champs fluctuants restent semblables a celles obtenues
dans ’ancien repére, en remplacant (V;)Z et (ﬁ}c Dans le tableau 3.1, sont listés les différences
entre les champs dans les deux repéres possibles.

Nous poserons donc les problémes de fermeture dans le repére mobile lié au déplacement
moyen des cristaux. Ils pourront étre résolus de la méme facon que pour les modéles d’écou-
lements en milieux poreux [24, 132, 133, 134, 60, 106 car dans ce repére, la phase solide est
immobile. La résolution ne sera pas abordée dans cette étude. C’est un travail trés vaste qui
n’a encore jamais été abordé pour une phase équiaxe dispersée.

3.1.3 Autres hypothéses
Mouvement de translation des cristaux

Pour chaque cristal, la vitesse d’un point quelconque se compose de la vitesse du centre de
gravité et d’une vitesse instantanée de rotation. Ce mouvement de rotation des particules est
généré par des chocs ou des gradients de vitesse liquide. Nous négligeons, dans notre modéle, la
rotation individuelle de chaque grain car elle a un effet négligeable sur les transports macrosco-
piques. Cette hypothése est généralement prise dans les modéles de transport de phase solide
dispersée [4, 153, 117, 73, 74, 72| et de solidification équiaxe [108, 174].
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epére fixe Repére mobile (vitesse (V)°)

R
Vi

équations microscopiques | équations identiques (avec g* et Vz*)
équations macroscopiques | équations identiques (avec (VE et (76 )
* *

équations de fermeture équations identiques (avec ( ;)‘f, 7, (VZ )¢ et VZ*)

TAB. 3.1: Différence entre les différents reperes.

Equilibre thermique

Nous allons supposer, pour 1'équation de conservation de I’énergie que la température
moyenne dans une phase est égale a la température moyenne dans I'autre phase : (T.)¢ =
(T,)* = (T). Cette hypothése, dite d’équilibre local, est répandue dans le contexte de la solidifi-
cation des mélanges [135, 56, 130, 57, 181]. Des calculs réalisés par Ni & Beckermann [108], avec
un modeéle & deux températures pour modéliser la solidification globulaire d’un alliage binaire
Al — 4%Cu ont montré que les températures dans chacune des phases étaient trés proches. Les
fortes valeurs du nombre de Lewis (rapport des diffusivités thermiques et massiques), autour
de 10* expliquent que le champ de température s’homogénéise plus rapidement que le champ
d’espéces.

Découplage des problémes de fermeture

Pour les phénoménes de changements de phase dans les mélanges multiconstituants, les
transferts de quantité de mouvement, d’énergie et de masse sont fortement couplés. Il résulte que
les équations différentielles sur les fluctuations des champs, présentent elles aussi un couplage.
Pour la résolution des problémes de fermeture, nous allons supposer que ’on peut découpler les
différents problémes, ce qui facilitera leur résolution. Bousquet-Mélou [24] a montré que lorsqu’il
y avait une grande séparation d’échelle, les problémes de fermeture massique et thermique sont
découplés. Il a vérifié cela pour le cas de structures colonnaires. Nous allons procéder comme
Bousquet-Mélou & al. [24, 61] et suggérer la résolution du probléme sur la fluctuation de vitesse
en premier, puis des champs d’espéce et d’énergie en utilisant le champ de vitesse.
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3.2 Equations de conservation de la masse

3.2.1 Equation macroscopique

A Téchelle microscopique, la présence de la phase solide est caractérisée par une fonction
indicatrice de phase Y., discontinue, qui prend la valeur 1 sur la phase solide et 0 ailleurs. On
définit la fraction volumique solide, comme la moyenne sur le Volume Elémentaire Représentatif

1

Vo (défini sur la figure A.1) : e, = A / Xcdv Appliquons le théoréme de permutation de prise
0/Vo

de moyenne et de dérivée temporelle [102, 183] (Rappelé dans I’équation (A.6)) au champ x..

Ot OXc 1 N
= — . A 1
ot <8t>+Vo/l WeeTiced (3:1)
~—~

=0

Dans le deuxiéme terme de droite de ’équation (3.1), décomposons la vitesse d’un point de

linterface Wy, en la vitesse de la particule solide V) et la vitesse de changement de phase
T =V, 4+ :

Os, 1 1

= [ V.agdA+ —
(975 ‘/E) /Agc ¢ nd + % Alc

Nous rappelons que le deuxiéme terme de droite de I’équation (3.2), est le taux de changement
de phase 7. Pour traiter le premier terme de droite de 1’équation 3.2, rappelons que V.VZ =0
(cf équation (2.5)). Aprés application du théoréme (A.7) de permutation de la moyenne avec la
dérivée spatiale :

W.gdA (3.2)

1
Vo

L’équation de conservation de fraction volumique de cristaux s’écrit donc sous la forme :

(VW) = Ve (Vo) + /A V,.igdA =0 (3.3)

5 T VeV =1 (3.4)

De méme, nous pouvons écrire une équation de conservation de la masse dans la phase liquide :

Tl VeV = 1 (3.5)

3.2.2 Equation de fermeture

L’équation de fermeture porte sur la fluctuation de la vitesse liquide et peut étre développée,
en appliquant a ’équation (2.5), la décomposition de Gray [65] (rappelée dans I’annexe A). Le
résultat est multiplié par €, et retranché a I’équation macroscopique 3.5 :
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Oe ¢

ot
Dans I’équation 3.6, nous allons mener une analyse d’ordre de grandeur des différents termes,
afin de simplifier ceux qui sont négligeables. On sait que les fluctuations spatiales des grandeurs
moyennées s’effectuent sur ’échelle de longueur macroscopique Lp. Les dérivées spatiales des
grandeurs moyennées ont donc l'ordre de grandeur [129, 133, 134] :

+ (V;)Z.ng — ng.ﬁ = -7 (3.6)

1
| Vee |~ - (3.7)

Les variations des grandeurs fluctuantes s’effectuent a 1’échelle du pore [.. Les dérivées spatiales
des grandeurs fluctuantes ont donc l'ordre de grandeur [129, 133, 134] :

(3.8)

— v‘ )
[
97, |~ 2
€
Ainsi, pour les termes de 1’équation (3.6), la séparation des échelles de longueurs microscopiques
et macroscopiques : [, < Lp [129, 19|, implique la relation :

| (V)e.Ver |<| &V | (3.9)

Par ailleurs nous avons discuté, dans la partie 3.1 de la possibilité de résoudre les problémes de
fermeture dans le repére lié au déplacement moyen des cristaux (a la vitesse (VZ)C) Nous avons
choisi de négliger la fluctuation des vitesses des cristaux pour rendre possible la résolution
des problémes de fermeture. Sous cette hypothése, nous avons la relation suivante, valable
uniquement dans le repére mobile [24, 61] :

_ Og.  Ogyg

T

L’équation de fermeture portant sur la fluctuation de vitesse liquide et vérifiée dans le repére
mobile, est obtenue en appliquant les relations 3.9 et 3.10 dans 1’équation 3.6 :

(3.10)

V.V, =0 (3.11)
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3.3 Quantité de mouvement dans la phase liquide

3.3.1 Ecriture de ’équation moyennée

L’équation microscopique de conservation de la quantité de mouvement dans la phase liquide
(équation (2.2)) est moyennée sur Vy. En appliquant les théorémes de permutation de la prise
de moyenne avec les dérivées temporelle et spatiale 102, 183| qui sont rappelés dans 'annexe
A, nous avons obtenu I’équation suivante |24, 61] :

)2
pece(Ve)' _ V. (pece(VeVe)?) — V(P! — o [ PeiigdA
at A[C (3.12)

+{ueV? 7 + peec g + %/ Pevz W.ngdA

Dans le terme de diffusion (quatriéme terme de droite de 1’équation (3.12)), appliquons
deux fois le théoréme de permutation de la prise de moyenne avec la dérivée spatiale [102, 183,
24, 61] :

(MZVQve) = V-(&/LeV(V} + V.— / sz nedA

(3.13)
WV (VY + — / Wvﬁnde

La décomposition (3.13) fait apparaitre le terme de diffusion macroscopique classique, un terme
en gradient de fraction volumique liquide qui quantifie les effets des hétérogénéités du milieu
poreux, et deux intégrales de surface.

Pour le terme de changement de phase de I’équation (3.12), la vitesse du liquide sur I'in-
terface solide-liquide Ay (représenté dans 'image A.1) est égale a la vitesse solide VZ Utilisons
la décomposition de Gray [65] (Rappelée dans I’équation (A.5)) de la vitesse solide :

_ = -
% /Alc plv W . nzc Vb Alc pe VZ E) ngc dA—{— / /)57 w0 néc (3_14)

Etant donné que la vitesse moyenne de la phase solide varie trés peu sur ’ensemble de V), et en
reconnaissant I’expression du taux de changement de phase, nous pouvons écrire que le premier
terme de (3.14) s’écrit :

%0 [, oy (@ A = —p(Voyer (3.15)

Quant au second terme de (3.14), remarquons que VZ est en moyenne nul sur V; et sur Ay.

?c n’étant pas corrélé avec le produit scalaire w.ng (vitesse orthogonale de déplacement de
I'interface) car le déplacement des cristaux est indépendant des changements de phase, nous
pouvons négliger ce terme.
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Equation macroscopique Dans ces conditions, ’équation de conservation de la quantité de
mouvement dans le liquide découle des relations (3.12), (3.13) et (3.14) :

T | (cipu T (T +. (cerne(Ti2))

ot

= —p(Vo)r — eV (P + V. (eameV (Vi)0) + e0pe T — eV (Vi) Ve (3.16)

1 ~ = 1 =
_1 (Pef - MvV,ﬁ) TARdA + V. (— / @@d/l)
‘/E) % Alc

Alc

3.3.2 Fermeture de I’équation moyennée

Afin d’écrire une équation de fermeture sur la quantité 75, nous pouvons appliquer la formule
de Gray [65] (équation (A.5)) dans 1’équation microscopique de conservation de la quantité de
mouvement (2.2), que I’on multiplie par &4, et I’on retranche a 1’équation macroscopique (3.16).
Il vient I’équation suivante, similaire a celle obtenue par Bousquet-Mélou [24] dans le cas de
solidification de zones dendritiques colonnaires :

o7 . e
€z,0za—te + Sepz?-vﬁ + ezszE.WVE)‘ - V«sw@@)z = —&Vh

— ~ 1 =~
Feu V2V, — — / (P[I - MNVE) TRdA — V. (7 /A @@dA)
0 Le

Vo

Une analyse d’ordre de grandeur des termes de I’équation (3.17) peut étre réalisée pour la
simplifier : Nous procédons de la méme fagon que dans la partie 3.2.2 oll nous avons vu que la
longueur de variation spatiale des grandeurs moyennées L étaient trés supérieure a la longueur
de variation spatiale [, des grandeurs fluctuantes [129, 133, 134|. Les dérivées spatiales de termes
moyennés sont négligeables devant les dérivées spatiales de grandeurs fluctuantes [129, 133, 134].

Par ailleurs, Quintard & Whitaker [131], ont montré, dans le contexte de la modélisation
du transport de masse en milieu poreux, la séparation des échelles de temps caractéristique
d’évolution des grandeurs fluctuantes et des grandeurs moyennées (| ¢ |<| ¢ |). Il résulte que
les champs fluctuants évoluent trés rapidement devant les champs moyennés, ce qui implique
que le probléme de fermeture est quasi-stationnaire, et que le terme de dérivée temporelle des
grandeurs fluctuantes est négligeable [131]. Ainsi, I’équation simplifiée de fermeture, portant
sur la fluctuation de la vitesse est la suivante |24, 61] :

(3.17)

5gp¢V2.V75 = —€ZVP;5 + 51{,U£V2VZ (3 18)
1 —~ = 1 = .
S (PEI — MN?@) dA — 1,V. (—/ V;n_gZdA)
% % Alc

Alc

Pour obtenir ’équation (3.18), les développements ont été réalisés dans le repére fixe. Nous
avons proposé dans la partie 3.1 de résoudre les problémes de fermeture dans un repére mobile,
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se déplagant a la vitesse (VZ)C, et lié au déplacement moyen de la phase solide. Par ailleurs, pour
la résolution des problémes de fermeture, la fluctuation de vitesse des particules est négligée.
Nous avions montré que le changement de repére ne modifie pas le systéme d’équations, a
Pexception des vitesses 75 auxquelles (70) doit étre retranché (tableau 3.1). L’équation de
fermeture de la fluctuation de vitesse liquide, dans le repére mobile est :

Eepevz*-vve = —, VP + 5eueV2VZ (3.19)
_1 (EI - Wv@) ARdA — V. (i / V,ﬁ@dA) '
% Alc

0 JAge

L’équation (3.19) porte sur le champ stationnaire V, et doit étre résolue sur un volume repré-
sentatif des structures périodiques du milieu (comme sur I'image A.1). Pour la résoudre, des
relations complémentaires tenant compte des conditions aux limites du probléme doivent étre
rajoutées. A l'interface solide liquide (surface Ay.), une condition de non glissement est prise,
elle implique dans le repére fixe : Vz = 70 = (V)¢ [180, 182]. Dans le repére mobile, cette
condition se traduit par :

V, = (Vo) — (V) sur Age (3.20)
Sur la surface Ay (Frontiére du volume de prise de moyenne) qui traverse le fluide (surface Ag),
une autre condition aux limites est requise. Cette condition doit tenir compte de la périodicité du

champ %@ sur I’échelle spatiale [.. Par ailleurs, les équations (3.19) et (3.20) suggérent que (VZ)C—
<Ve>e est la grandeur génératrice de la fluctuation de vitesse et de pression [59, 19, 133, 134].
Nous exprimons donc cette condition en fonction d’une fonction h, présentant une périodicité
spatiale [24, 61] :

V= h (W= (W) (3:21)

La différence VZ V> étant la source principale des champs de fluctuation [132, 133, 134, 24|,
nous posons :

=M. () = (7)
{ - m((< 0o V})) (3.22)

Pour faciliter la résolution du probléme de fermeture, la décomposition de Whitaker [182] peut
étre utilisée :

m = b(eg) + C. (=0, (V) — (V)°)
{ M = B(g) + C (w, (VE)‘@ — <70>C) 529

Il découle deux problémes de fermeture portant sur les variables b, ¢, B et C qui peuvent étre
résolus sur des cellules représentatives de structures dendritiques équiaxes [24, 132, 133, 134] :
Probléme 1
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V.B=0
1
0=-Vb+ VB — —/ 7z (—Ib + VB) dA
Ve J Ay (3 24)
B = —1 sur A )
b(r+1p) =b(r)B(r + Ip) = B(r)
(B)! =0
Probléme 2
V.C=0
* 1
PLY VB 4+ C = —Ve + V2C — —/ iz, (—Ic + VC) dA
/’LK V:‘Z AEc (3 25)
C =0 sur Ay )
c(r+1lp)=c(r),C(r+1p) =C(r)
(C)=0

Dans le terme d’échange de quantité de mouvement , l'utilisation des décompositions
(3.22), dans I’équation (3.16), pour les termes d’échanges de quantité de mouvement entre les
deux phases, aboutit a I’expression suivante :

_%O " (EI — MV%) AgdA = — ( %0/ (m — VM) -n_deA) ((ﬁ)c _ <V;>e)

_—ﬁﬁec(v v))

(3.26)

Elle fait intervenir le coefficient d’échange de quantité de mouvement a I'interface solide-liquide :

1
©re, dont Uexpression est WV / (m — VM) .ngdA.
0

Le terme de tortuosité est le dernier terme de I’équation (3.16), modélisé par une intégrale
sur la surface totale de l'interface solide-liquide contenue dans Vj. Aprés intégration de la
décomposition (3.22) des fluctuations de vitesse et de pression dans ce terme, il devient :

weV.y [, Vimida = ¥ (3 [ Mmda) (T - @) (327)

L’équation macroscopique fermée de quantité de mouvement de la phase liquide, est obtenue
en intégrant les relations (3.26), (3.27) dans I’équation (3.16).
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3/0464(Vz>£
ot

Y (meeeV () = e (T = (T007) + eV (- [ Mimgaa) (W) = (V)

0 Alc

+ V. (eape(VOUTE)) = =pelVo)T = eV (P + piec T — uaV (V). Ve

(3.28)
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3.4 Equation de conservation de la quantité de mouvement
dans la phase solide

3.4.1 Ecriture de ’équation moyennée

L’équation de conservation microscopique de la quantité de mouvement dans le solide (2.6),
est moyennée sur le Volume Elémentaire Représentatif V. Le théoréme (A.6) de permutation
de la dérivée temporelle avec la prise de moyenne [102, 183| et appliqué pour le terme de dérivée
temporelle, donnant 1’équation suivante :

8<10ch>
ot

1
Vo

= pe.q —(V.0o.) + /A pcvcw_gz.@dA (3.29)
Lc

La modélisation du tenseur des efforts o, dans une particule solide rigide est difficile.
Afin de développer I’équation de conservation de la quantité de mouvement, et exprimer la
relation de saut a I'interface, nous supposons que ce tenseur est représenté par un champ de
pression solide P, et que (P.)¢ = (P,)* [107, 153]. Le tenseur des efforts est modifié¢ lorsque
la particule est en contact avec un autre solide lors d’un choc ou de frottements [54]. C’est
pourquoi nous modélisons o, de la facon suivante :

Oc = Pc.[ + O contact (330)

Dans l'intégrale volumique de la divergence du tenseur des efforts, 'utilisation de I’égalité (3.30)
donne

_<V‘UC> = _<VPC> - <V-Ucontact> (331)

Dans ’équation (3.31), le théoréme de permutation de la moyenne volumique avec la dérivée
spatiale [102, 183] (equation A.7) est appliqué a (VP,.). Par ailleurs, 'utilisation du théoréme
de Gauss a l'intégrale volumique de V.0 ¢oniac: de 'équation (3.31) fait intervenir I'intégrale des
efforts sur les surfaces enveloppant le solide (Ag + Aee) :

1 1
_<V.O'c> = —V€C<Pc>c — 7 /A (Pcl + acontact)-n_c;idA —_ VO /A Ucontact.n_quA
0 Le ce

1 1
— —V€C<Pc)c — VO /A[ UC@dA — VO A Ucontact.@dA

(3.32)

Les échanges de quantité de mouvement entre les deux phases sont donnés par I’avant-
dernier terme de I’équation (3.32). Pour le modéliser, 'équation (2.10) est introduite et la
décomposition de Gray [65] (équation (A.5)) est appliquée a la pression et la vitesse liquide :

1 1 1
—— / o ndA = —— / (P AgdA + — / (1eV(V2)!) kA
Vo J A ) Vo Jae ™ Vo J A (3.33)
—— [ PodA+ — / (MNV@) AdA
% Aye ‘/0 Age
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Les deux premiers termes du membre de droite (3.33), sont évalués selon les relations (A.10)
[102, 183] :

1
— /A 0o dA = (P) Ve, — 1V (V). Ve,
Q Le

17 < 1 =

—— [ BagdA+— / (Wv@ AadA
% Alc % Alc

(3.34)

Dans l’intégrale de surface de I’équation (3.29), la décomposition de la vitesse de I'inter-
face : wg, = VZ + @ donne I’équation :

Ve /Azc Pcvcwec.ncedA = Vo Ja PCVZ (vc.nce) dA + pCVZ (W.7g) dA (3.35)

Pour traiter le premier terme du membre de droite de ’équation (3.35), rappelons que chaque
particule a un mouvement de translation, ce qui implique dans le coeur de la phase solide
V.(pc g c) = 0. Prenons la moyenne de cette relation et appliquons le théoréme (A.7) [102, 183]
de permutation de la prise de moyenne volumique et de la dérivée spatiale :

(V- (T = V- (peeel V) + o [ pVeVomdidd =0 (3.36)

Pour le deuxiéme terme du membre de droite de I’équation (3.35), utilisons la décomposition de
Gray [65] (rappelée dans 1’équation (A.5)) de VZ La grandeur (g}c est sortie de I'intégrale, et

il reste le taux de changement de phase. Dans ’autre intégrale, 70 est nul en moyenne et n’est
pas corrélé avec W.ig, ce qui nous permet de la négliger. Ces résultats intégrés dans 1’équation
(3.35) donnent :

o oV = V(o V) + V)T (3.37)

L’équation macroscopique est obtenue en intégrant dans 1’équation (3.29), les relations
(3.32), (3.34) et (3.37)

ERUAS
et el gai S Y pe (VTN = eV (P!
1 —~ 1
— 37 Pén_)ddA + / /MV%ZTL_CECZA - MV<VZ>€-V~% + pcgc? (338)
% Alc % Alc
1
+pc<ﬁ0)c7_ - VO /Ace Ucontact-@dA
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3.4.2 Fermeture de I’équation moyennée

Les échanges de quantité de mouvement a l'interface sont quantifiés par les intégrales

de surface contenant P et VV; dans l'équation (3.38). Nous remarquons que ces deux termes
se retrouvent a l'identique dans 1’équation macroscopique de conservation de la quantité de
mouvement dans la phase liquide (3.16). Dans la partie 3.3 nous avons modélisé ces intégrales
par le terme d’échange de 1’équation (3.26), dépendant de @y, le coefficient de trainée entre les
deux phases.

Pour le terme de transport convectif | V.pcsc(vcvc)c, n’étant pas assuré que le critére
(A.14) soit vérifié (ceci est montré dans la partie A.2.4), nous devons utiliser la décomposition
(A.16) ainsi que les relations (A.17) et (A.20) et (B.11) pour aboutir & :

Ve PRY = V(PP + (\/<v> < vaZ) L@ e

Dans la relation (3.39), le second membre se compose des termes classiques de convection
moyenne et de dispersion, ainsi que d’un terme de transfert de quantité de mouvement généré
par I’agitation des cristaux. La notation suivante est adoptée :

P =\ (7 S22 0Ty (3.40)

Ce résultat concernant le tenseur des efforts dans I’équation de conservation de la quantité de
mouvement est en accord avec la théorie cinétique des gaz parfaits [54].

e VTl (Vou)e (ViuVh
Dans le tenseur de dispersion (VZﬁ)“ = 7 7 v ? v v 2)
V;Vix AR A

tion (3.39), étant donnée que les composantes selon deux dlrectlons différentes sont nulles en
moyenne et décorrélées, le tenseur de dispersion est diagonal. Dans le cas ou le tenseur est
isotrope (ce n’est pas toujours vrai), nous pouvons évaluer les termes diagonaux du tenseur de
la fagon suivante :

Z>c

¢ | de I'’équa-

cx

AR A A U 5.)

Le terme de dispersion aboutit donc & un terme en gradient de pression dans I’équation bilan
de quantité de mouvement. La pression de dispersion est

3

Y

sz's = Pce (342)

Ce résultat est en accord avec la théorie cinétique des milieux granulaires [91, 146, 73, 74, 72|
(cf équation (E.12) dans ’annexe E).
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Les transferts par collisions dans I’équation macroscopique (3.38) sont quantifiés par I'in-
tégrale

1 A
BETa contact - dA 3.43
Vo /A Ocontact-Tict (3.43)

Elle est réalisée sur la surface A.. des cristaux qui coupent la frontiére de Vj (cf figure 3.1). Le
tenseur des efforts oconiaer €St non nul lorsque la particule solide subit une collision (équation

(3.30)).

Frontiére
de -‘\'FD

Intérieur de Cristal 1

Cristal 2

F1G. 3.1: Représentation d’un choc subi par un cristal interfacial

Il est difficile de modéliser le tenseur des efforts intérieurs, lors d’une collision, mais il est
possible de quantifier ses effets sur la durée de la collision. En supposant que celle-ci intervient
sur l'intervalle de temps [t,t + to], la relation suivante est vérifiée (cf figure 3.1) :

t+
- / " /A Ocontact- TAAdL = m'y (VE —T7) (3.44)
t ce

Ou m'y désigne la masse de la portion de particule contenue dans V; et m/ 1(17} — Vi) désigne
la variation de quantité de mouvement de cette portion de particule. L utilisation des résultats
démontrés en annexe F, dans la relation F.9 donnent :

_ /tt+to /A  eontat TGdAdt = -%“(1 +r) (K. (M -%)F (3.45)

gﬁ la vitesse Vz, désigne la vitesse initiale de la seconde particule intervenant dans le choc et
k désigne le vecteur unitaire normal & la surface de contact.

Pour modéliser le terme (3.43), nous allons en réaliser une moyenne temporelle [37, 32| sur
une échelle caractéristique temporelle 7T,,., telle qu'un trés grand nombre de chocs ait lieu,
et que I'on dispose d’une valeur moyenne de la quantité de mouvement transmise par chaque
collision :
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%(1 +e) (K. (Vi -W)) % (3.46)

En permutant les intégrales temporelles et surfaciques :

! dA = e Ao dtd A 3.47
_VO/A Ocontact-Tlet - __/ Th,oc/ Ocontact-Tlet ( . )

Pour évaluer la moyenne temporelle dans le membre de droite de (3.47), remarquons que le
nombre moyen de particules qui coupent la surface dA de V4 est n.d,dA, que la fréquence de

choc pour chaque particules est 7n.d,* (% ¢ (relation (F.4)), et que la quantité de mouvement
moyenne transmise par chaque collision est donnee par ’équation (3.46) :

1 —~2
- /A Ocotact TEhA = == [ med? (Vo e ( 1+r) (R (M- F ) ned,dA
0
(3.48)
Rappelons que m = pczd 3 et e, = mn, 'équation (3.48) devient :
6 P

_% /A O contact TpdA = / 3e2pe(1+ KV (T )e (K.(Vi-W3)) KdA  (3.49)
0 ce

Il reste donc & modéliser le terme (3.46). Appliquons la décomposition de Gray [65] (relation
(A.5)) dans (3.46) pour les vitesses V] et

(F- (D —m)) F+ (¥ (W -0)) ¥ (3.50)

~

composanteA Comp;;anteB

—~ —~2 —~
Pour la modélisation de la composante B , supposons que Vi =/ (VZ Y et 72 =
—~2 —~ —~
(VZ )CW. Les vecteurs @ et @ étant les vecteurs unitaires des directions de Vi et @

(? (ﬁ - %)) ¥ = ( (%:%C (cosa — cosﬁ)) i (3.51)

Nous avons supposé que k.o = cosa et k.U = cosf. Pour que le choc ait lieu, il faut vérifier
la condition cosa — cosf > 0. Sous cette contrainte, la valeur moyenne de (3.51) sur I’ensemble

. —
des valeurs possibles de «, 5 et k est

(7. (ﬁ - %)) % = \/?)32#_& (3.52)

En intégrant dans la relation (3.49), 'égalité (3.52), la contribution de la composante B dans
le tenseur des efforts est un tenseur diagonal, dont la composante est :
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2 2
Pano® = 2(1 + K)pec 2 (V2 ) (3.53)

™

Résultat en accord avec la relation (E.15) obtenue par la théorie cinétique des milieux granu-
laires [91, 146, 73, 74, 72|, décrite dans 'annexe E.

Pour la modélisation de la composante A |, nous proposons de réaliser un développement
limité & 'ordre 1 de la vitesse moyenne :

(V)e = (Vo) + V(Vo)e.dy (3.54)
La composante A devient :
(. (V)= (%)) K = (K. (V). %)) K (3.55)

Introduisons une base orthonormée (7, ', 7), telle que le vecteur 7 soit orthogonal & I'in-
, -
terface de Vj. Nous pouvons alors décomposer le vecteur k£ dans cette base :

E = cosfT + sind (cos + siny ) (3.56)

Par ailleurs, rappelons ’expression du gradient de la vitesse moyenne :
3<Vz)% B(VZ%%
B F
)% 3(?)2 a(f;)i (3.57)
)% 8(%)2 8(%)%
ou v

En injectant les relations (3.56) et (3.57) dans la relation (3.55), et en moyennant sur 1’ensemble
des valeurs possibles de # et 1), on obtient :

V(V,)° = 6<Zfi

[ L‘?(vc)cnﬁ
an? ?
oVe)w 4 9Ve)n

(4, F V(D) R)E =dy | 3 | %o + %58 )7 P VTR (359)

AEUAY
L<(8n> N <8v>>7

4

Dans la relation (3.58), le second terme du second membre va apporter une contribution aux
termes diagonaux du tenseur des contraintes. Dans le premier terme du membre droite, nous
reconnaissons :

AT

(Ve)

(Ve)
dr 0

d, (3.59)

NS
9

I

|
<
=

3

|~ &~ &
QD

D
&

S0

<

Ces résultats intégrés dans 1’équation (3.49) font apparaitre dans le tenseur des contraintes
solide la contribution suivante :
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Pchoc = 43 ‘Sc pc 1 + /f V V vc - _‘Sc pc (1 + /f) v % vc (360)

Ces résultats sont en bon accord avec les relations (E.16) et (E.17) de la théorie cinétique des
milieux granulaires [91, 146, 73, 74, 72|, décrite dans I’annexe E.

Le bilan de I’équation fermée de quantité de mouvement des cristaux découle de
I'intégration des relations (3.26), (3.40), (3.42), (3.53) et (3.60) dans ’équation (3.38).

apcsgiiﬁ V. (ccpel Vo) (Va)) = eV (PY + e (V) — (Vo)) + peee @
1V (V) Ve, + pel Vo) = V.(Penoe + Pic + Puis)
(3.61)
avec

Origine Terme diagonal Diffusivité
P’ | Chocs 2(1 + /@)pcscz\/(%z)c
Pure' | Chocs | —2e2p.d, \/? VAT | Bepeda(l + ) (T )e
Py Agitation ] <§Z2>c%
Pyis Dispersion scpc<%§ r

TAB. 3.2: Caractéristiques des tenseurs macroscopiques d’efforts.

68



Equation de conservation de I’énergie cinétique d’agitation

3.5 Equation de conservation de 1’énergie cinétique d’agi-
tation

~2

L’énergie cinétique d’agitation des cristaux : MVZ )¢ quantifie la dispersion de la distribution
des vitesses au sein de la phase solide. Elevons au carré la décomposition de Gray [65] (équation
(A.5)) de la vitesse solide :

0V = 0T 4 20 TN T 4 0T (3.62)

En prenant la moyenne de (3.62) sur V; et en négligeant la contribution du deuxiéme terme
au second membre (c’est le produit d’un terme fluctuant et d’'un terme moyenné), devant les
autres termes :

0elV) = pel TV 4 (T ) (3.63)

Pour modéliser I’évolution de 1’énergie cinétique d’agitation, une équation différentielle sur le
carré de la vitesse moyenne va étre développée, ainsi qu’une équation de conservation de ’énergie
moyenne. La premiére équation sera ensuite soustraite a la seconde.

3.5.1 Equation différentielle sur le carré de la vitesse moyenne

La décomposition de la dérivée temporelle du carré de la moyenne des vitesses solide donne :

Opee Vo) _, 7y Ppeel T o 20

ot e ot ‘ot

Dans le second membre de (3.64), la premiére dérivée temporelle est celle de I’équation ma-

croscopique (3.61) de conservation de la quantité de mouvement, alors que la seconde apparait

dans I’équation (3.4) de conservation macroscopique de la masse. En intégrant dans (3.64) ces
équations, nous obtenons :

(3.64)

% 7 (pcec<vc>c<vc>c) v CV Pk + Pchoc + szs)
" (3.65)

+2(Ve)". (=Y (P +epe T + e (V) = (Vo)) = 0l Vo) 7+ (Vo) V.2V

Nous pouvons regrouper les premier et dernier termes du second membre de (3.65) :

2TV (peeel VOTLY) + 0l V)V 2V = V. (T (W) (3.66)

De méme, le second terme du second membre de (3.65) peut étre décomposé de la fagon suivante

2<vc>cv(Pk + Pchoc + Pdis) = 2V<<vc>c(Pk + Pchoc + Pdis)) - 2(Pk + Pchoc + sz’s) : V(?&c
(3.67)
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L’intégration des relations (3.66) et (3.67) dans ’égalité (3.65), donne 1'équation différentielle
suivante, portant sur le carré de la vitesse moyenne :

2

% V. (e TV ) = =2V AV (Pe + Patoe + Pai)
+2(V2)° (—ee VAP + peec @ + 0ee((Ve) = (Ve)?)) + 2P + Panoc + Pais) : V{T2)*

2

pc<vc>627- - pc%c T

(3.68)
Nous rappelons la définition du double produit scalaire “:” de deux tenseurs : A : B = 37;; A;; Bj;
L’équation différentielle (3.68) est similaire & 1’équation obtenue par la théorie cmethue des
milieux granulaires [54, 73, 74].

3.5.2 Equation de conservation de I’énergie cinétique moyenne

L’application du théoréme (A.6) de permutation de la prise de moyenne avec la dérivée
temporelle a 1’énergie cinétique moyenne donne :

2
OpezelVe ) _ W, 1 2,
- 2pc<vc ot >+ % /Aec pcvc w@c-ncfdA (369)

ot

L’équation microscopique de conservation de la quantité de mouvement (2.6) est introduite
dans le premier terme du second membre de (3.69). Par ailleurs nous pouvons décomposer la
vitesse de 'interface en la vitesse solide et la vitesse de changement de phase dans I'intégrale
de surface du second terme du membre de droite de (3.69) :

2
7apcgc<vc > = 2pc5c<vc>c? - 2<v(;v0'c / pchﬁ TbcédA + %/ pcvc270n_c;dA

8t 0 /A
(3.70)

Dans la premiére intégrale de surface du membre de droite de I’équation (3.70), la
décomposition (3.62) de VZ est introduite. La contribution du terme VZ VZ dans l'intégrale

de surface est négligée car VZ est en moyenne nul sur Ay, :

1 2 1
VommhdA = o [ p VoS B agdA+ < [ o T WA A 3.71
‘/E] /‘;lc pc ncz V Alc pc< c> nd + V Alc CZ ( )
Dans I'équation (3.71), la décomposion de Gray [65] (équation (A.5)) du carré de la fluctuation
2
des vitesses : ‘VVZ %z )+ {/:) est appliquée dans la seconde intégrale surfacique. La contri-

bution de I'intégrale de 76 est négligeable car ce terme est en moyenne nul sur A,. Dans les
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intégrales restantes, portant sur des termes moyens, nous reconnaissons 1’expression du taux de
changement de phase :

—~2

/ p072w nadA = p.( 70 27’—|—pc 70 Yer (3.72)

Dans la deuxiéme intégrale de surface , de I’équation (3.70), rappelons que dans la

2
phase solide, nous avons V.VZ 76 = 0 (puisque VZ est uniforme dans le coeur de la phase
solide). Prenons la moyenne de ce dernier terme, pour obtenir :

(V.pcva p072 /A p072 TAdA =0 (3.73)

L’intégrale que nous calculons est donc égale a —v.<pcVZ VZ), dans lequel nous décomposons
la vitesse solide selon la décomposition de Gray [65] (équation (A.5)) en sa moyenne et sa

2
fluctuation et le terme X_/Z selon la décomposition (3.62) :

VAT = =V (eI T) = 9. (el (TTD) = 29 (pulTTUT))
2. (VI TET) = 9. (T T

(3.74)
Dans 'expression (3.74), le second terme du second membre qui présente une moyenne d’une
fluctuation est négligeable. Pour les troisiéme et quatriéme termes, nous reconnaissons respec-
tivement les expressions des tenseurs des efforts Py (3.40) et Py (3.42) qui apparaissent dans
I’équation macroscopique de conservation de la quantité de mouvement solide (3.61) :

VsV T = V. (peeel T (W) ) 42 (Vo) (Pass + Pac)) +V (p vai) (3.75)

Dans le dernier terme du membre de droite de ’équation (3.75), nous pouvons appliquer la
décomposition (A.17) et la relation (B.11)

~2
—~2 —~2 A ?c ¢ ~2 ~2—~
VT T = 9. (pet () + 9. e LT O | £ W) 10
Dans I’équation (3.76), méme si nous manquons de données pour connaitre 'ordre de grandeur

du dernier terme, nous le négligeons.

La contribution du tenseur des contraintes dans 1’équation (3.70) se traduit par le terme
(VZ.V.@. Utilisons la décomposition de Gray [65] (équation (A.5)) de la vitesse solide :

(VV.0,) = (W)e.V.00) + (V.V.0.) (3.77)
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Le premier terme du membre de droite de I’équation (3.77) s’exprime plus facilement en utilisant
les résultats (3.26), (3.53) et (3.34) portant sur (V.o,) :

(V)e.V.00) = (V) (V.oe) = (Vo). (—eV (P + 6ee (V) = (Vo)) = VPuroe)  (378)

Dans le deuxiéme terme du membre de droite de ’équation (3.77) I'intégrale volumique
est décomposée sur l'ensemble des cristaux (le volume de chaque cristal est V,;5) contenus dans

Vo :

Vovod =03 [ VoVoudv (3.79)

0 CTZS cris

Dans les intégrales du second membre de (3.79), étant donnée que chaque cristal a un mou-

vement de translation, VZ est constant et peut étre sorti de l'intégrale. Par ailleurs, chaque
intégrale de volumique est transformée en intégrale de surface (sur la surface A..;s des cris-
taux), par application du théoréme de Gauss :

(VY0 = %Z Vo[ Vodv= % A /A oA (3.80)

0 cris Veris 0 cris cris

Parmi ’ensemble des surfaces constituant I’enveloppe totale des cristaux, certaines constituent
une interface solide-liquide (Ay.), d’autre constituent une interface solide-solide (A,.) lors des
collisions, et d’autres, l'intersection de I’enveloppe de V avec un cristal (A.e) (voir figure A.1).
L’équation (3.80) devient donc :

ongdA = é()Zﬁ/A o ndA
Lc

Cris

‘/O CTZS /ACT’LS

+i2%/ acncgdA—i- — %/ ocagdA

Vb cris Vb cris

(3.81)

L’intégrale sur A, est traitée en intégrant la relation de saut de quantité de mouvement
(2.10) a linterface solide-liquide. Le tenseur o, est remplacé par le tenseur des efforts dans la
phase liquide ou la décomposition de Gray [65] (équation(A.5)) est appliquée aux champs Vg
et Pg :

157 [ oA = B A [ Ry 4 T+ - A /A (Bo+ eV, )i dA

% cris Vb
(3.82)

Négligeons la contribution apportée par la premiére intégrale de surface du membre de droite de
(3.82) car elle concerne 'intégrale sur Ay du produit de grandeurs moyennées avec la fluctuation
de 70 Il vient alors :

cris Le O cris
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—~2

%c /Az (E + ,UZV%Z)TL_ZZdA = i Z %C¢cris ((@y . vc) _ wec(ﬁ(@)fy: B ¢£c<vc >C

(3.83)
Dans (3.83), I'intégrale de surface du membre de gauche, quantifie les échanges de quantité de
mouvement entre une particule solide et le liquide extérieur. Nous avons noté ¢.is, le coefficient

1
‘/b cris

1
de trainée pour un cristal, et nous utilisons le fait que — Z Oeris = Poc-

cris

L’intégrale sur A, intervient lors des collisions et évalue les pertes d’énergie cinétique dues
au travail des forces de contact. Nous avons calculé dans ’annexe F, dans ’équation (F.12),
I’énergie moyenne dissipée par le choc de deux particules. Afin d’intégrer les effets des chocs,
nous réalisons la moyenne temporelle de ce terme. Nous pouvons modéliser ce terme comme le
produit de la densité de particule n,, par la fréquence de chocs par particule (équation (F.4)),
et par I’énergie moyenne dissipée lors d’un choc (équation (F.13)).

2 3

1 2 %c Cc 2 2 2

= v / o dA = ngrned,)\ (V, )cpc%dps(/i2—1)< 3> :pcggd—(#—n(i/:; Ve (3.84)
cris ce P

Le terme (3.84) est en bon accord avec les résultats de la théorie cinétique des milieux granu-
laires, décrite dans I’annexe E, et la relation (E.22).

L’intégrale sur A, est traitée de la méme facon que celle portant sur A... Elle quantifie les
pertes d’énergie cinétique pour les particules sur la frontiére de Vj, subissant une collision. La
moyenne temporelle de ce terme est réalisée pour intégrer les effets des chocs. Elle est modélisée
par le produit du nombre de particules présentes sur la frontiére de Vj : ncdp47rR02, par la
fréquence de choc (F.4), et I’énergie moyenne dissipée lors d’un choc (équation (F.13)). Par

ailleurs, nous rappelons que le volume V|, est donné par Vj = §7TR02 :

=2 o (?c )e 6 =2 3

ey (Ve Yopegd’ (6 —1) 25 = pee (w2 1)(T ) 2
(3.85)
Nous remarquons que le résultat de (3.85) est similaire & celui de (3.84), & I’exception du

ncdp47rRo2
—7
v

0

| &7 A
VO 276/14“: UanCdA -

cris

d
coefficient —=. Nous en déduisons que lorsque d, < Ry, le terme (3.85) est négligeable. En

0
considérant les relations (3.70), (3.72), (3.75), (3.76), (3.77), (3.83) et (3.84), nous obtenons
alors I’équation bilan suivante, relative a I’énergie cinétique moyenne :
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Bl g, (T4 (T )0 = =200 P+ Pt + P

—_— 2 NQ%
VR 200V )t pe2 L (ﬁ—lWZ %

—pe{ ?C ¢ +2 76 ( eV{PY +ep T + prc <<ve>e - <7C>c>)

(3.86)

3.5.3 Bilan de I’équation macroscopique de conservation de I’énergie
cinétique d’agitation :

L’équation de bilan est obtenue en faisant la différence entre les équations (3.68) et (3.86) :

~2

c —~2
alocaca#-i‘V‘(pcgc vc vc > Pk+PChOC+szs : V<VC\>C
(3.87)

~2 ~2 ~2

VR + et (2 = DT )+ T )T = 20T )

Dans I’équation de bilan 3.87, & droite, nous obtenons respectivement, un terme de production
d’énergie cinétique turbulente, un terme de diffusion, un terme de dissipation par plasticité lors
des chocs, un terme de production par changement de phase, et un terme de dissipation par les
forces de trainée.
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3.6 Les régimes de transport de phase solide

Nous avons développé dans les sections 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5, un modéle d’écoulement dipha-
sique présentant une phase liquide et un milieu solide dispersé. Le modéle a été développé par
une méthode de prise de moyenne volumique. Pour fermer 1’équation de conservation de la phase
solide, nous avons introduit un champ quantifiant I’énergie cinétique d’agitation des cristaux

2
( (ﬁz )¢). Ce champ controle directement les transferts macroscopiques de quantité de mou-
vement dans I’équation (3.61), qui proviennent du tenseur de dispersion P, des interactions
entre particules Ppp.cs, et des transferts dis a 1'agitation des cristaux Pk.

Par rapport aux problémes classiques d’écoulements diphasiques existant dans la littérature
(lits fluidisés [54, 73, 74, 72|, sédimentation [153, 90, 117]), notre probléme est caractérisé par
des changements de phase. Ces derniers vont transformer les grains qui s’écoulent, du stade de
noyau (de dimension d, ~ 1078m) a celui de cristaux dendritiques (d, ~ 107*m), et modifier
les régimes d’écoulement. Avant de continuer les développements, nous proposons dans cette
section une discussion sur les différents régimes d’écoulements et les conséquences sur I’équation
(3.61) et les tenseurs Peoe, Pi €t Pys.

3.6.1 Régime dilué

Dans les premiers instants, les cristaux qui viennent de germer sont trés petits (quelques
10-8m) et leur libre parcours moyen \, est trés grand, car la probabilité de rencontre entre deux
cristaux est faible. Nous appelons régime dilué les situations correspondant a A\, > Lp, ou Lp
est la taille du bain liquide. Ce régime présente une analogie avec le mouvement de molécules
dans un gaz parfait, et a été étudiés dans la théorie cinétique des gaz ou des milieux granulaires
dispersés |54, 34, 78|. Les efforts de contact solide-solide (tenseur P, dans I’équation (3.61))
sont négligeables alors que les tenseurs Pk et Py, sont susceptibles d’étre prépondérants. Pour
ce régime d’écoulement, ’énergie cinétique d’agitation des cristaux est susceptible d’étre forte
si le fluide est peu visqueux (cas des lits fluidisés [54, 73, 74, 72]), alors qu’elle est faible si le
fluide est trés visqueux (sédimentation dans un fluide visqueux [153, 90, 117]), car les particules
de faible inertie sont emportées par I’écoulement qui homogénéise leur vitesse.

3.6.2 Reégime collisionnel

Lorsque la taille et (ou) la densité de cristaux augmente, le libre parcours moyen diminue
et la probabilité de choc augmente. Lorsque Lp > A, > d,, ceux-ci interviennent dans le trans-
port macroscopique de quantité de mouvement. Nous appelons régime collisionnel ce régime
d’écoulement granulaire qui a donné lieu & de nombreux modéles dans le contexte des lits flui-
disés [54, 8] ou de la sédimentation [104, 146]. Des méthodes eulériennes-eulériennes comme
la théorie cinétique des milieux granulaires [54, 8, 73, 74, 72| ont été employées, ainsi que des
méthodes eulériennes-lagrangiennes [4, 153, 117]. Les termes modélisant les efforts de contact
entre particules prennent de 'importance et ne peuvent plus étre négligés (Pepoc), alors que les
transports de quantité de mouvement dii a 'agitation des cristaux (Pg et Py;s) diminuent mais
restent prépondérants.
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3.6.3 Régime dense

Pour des conditions de fortes fractions solides et (ou) fortes densités de cristaux nous avons
d, > M, les contacts solide-solide deviennent trés fréquents et ont des durées de plus en plus
longues. Les transferts de quantité de mouvement interviennent sous forme de frottements, plu-
tot que sous forme de chocs. Nous appelons régime dense ce régime d’écoulement. A 1’échelle
des grains, ce phénoméne peut étre représenté par des lois de frottement entre les particules,
alors qu’a I’échelle macroscopique les tenseurs des efforts, sont modélisés par des lois de compor-
tement (relations entre déformations et contraintes). Des modéles de transport dans les milieux
solides denses peuvent se trouver dans le contexte des poudres [163, 99, 42]. Etant donné la com-
plexité de la forme des dendrites, il est difficile de trouver des lois de comportement mécanique
macroscopique d’un lit de cristaux. Des auteurs ont cependant proposé une modélisation visco-
plastique de ce genre d’écoulement [41]. Nous n’avons pas développé les calculs correspondant
a ce régime pour 'établissement de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement
solide. Les déplacements de solide lors de ce régime étant trés faibles, et comme la phase so-
lide reste peu longtemps dans ce régime, (le changement de phase et la forme dendritique des
cristaux, font qu’ils vont rapidement se consolider), nous le négligeons.

3.6.4 Régime consolidé

Le régime dense se termine par ’agglomération des cristaux qui ne bougent plus les uns par
rapport aux autres. C’est le dernier régime, que nous appellerons régime consolidé. Le lit de
cristaux se comporte alors comme un milieu poreux immobile. La condition d’agglomération
dépend de la forme des cristaux. Plus ceux-ci ont une forme arborescente, et plus la consoli-
dation est précoce et a lieu pour une fraction volumique solide faible. De nombreux auteurs
ont proposé d’introduire le rayon de ’enveloppe des cristaux, pour caractériser la condition
d’agglomération |18, 175, 176]. En supposant que les sphéres enveloppes s’accumulent selon un
empilement régulier, la limite d’agglomération est atteinte lorsque les sphéres constituent un
réseau de tétraédres réguliers. La valeur maximale de la fraction volumique occupée par 'in-
térieur de I'enveloppe des cristaux est 0,64 [18, 175, 176]. Dans notre modeéle, pour modéliser
la consolidation du lit de cristaux, nous admettons que le tenseur P.;,. dégénére en un terme
visqueux avec une viscosité solide effective u.* [77, 16, 175, 109, 186, 100, 153, 38| :

V.Panoes = V. (et V(V2)°) (3.88)
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Un modéle d’écoulement diphasique simplifié

3.7 Un modéle d’écoulement diphasique simplifié

Aprés avoir établi dans les parties 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 un modéle macroscopique complet
d’écoulements diphasiques, nous allons, dans cette partie, tester une version simplifiée sur un
cas-test de sédimentation.

3.7.1 Modéle d’écoulement diphasique simplifié

Pour ce travail, nous avons décidé de négliger 1’énergie d’agitation cinétique des cristaux.
Cela élimine 'équation de conservation de I’énergie cinétique d’agitation (3.166), ainsi que les
tenseurs d’efforts dus a Pagitation cinétique des cristaux (Pepoe, Pk €t Pys) dans I’équation de
conservation de la quantité de mouvement (3.165).

Cette hypothése est raisonnable lorsque le fluide présente une forte viscosité (voir table 3.3)
et des écoulements laminaires [153, 90, 117]. Si la viscosité du fluide est faible, nous n’en somme
pas assuré, méme si les écoulements sont laminaires [54, 73, 74, 72|.

Dans le cas d’écoulements a fort nombre de Rayleigh caractérisés par de la turbulence
dans le liquide (dans le cas du corium en fond de cuve des Rayleigh thermiques de I'ordre de
10' sont atteints), cette hypothése n’est plus acceptable, car la turbulence dans le liquide est
source d’énergie cinétique d’agitation dans la phase solide (|54, 73, 74, 72|). Il pourrait étre
intéressant, lors d’'une prochaine étude, de d’évaluer ’ordre de grandeur de I’énergie d’agitation
des particules solides sur des cas réels, pour préparer les applications envisagées a I'IRSN.

Nous avons simplifié les termes non classiques en gradient de porosité dans les équations
(3.163) et (3.165), ainsi que le terme de tortuosité (3.27) dans ’équation (3.163). Lors de travaux
futurs, il pourrait étre intéressant de quantifier les effets de ces différents termes.

Aprés simplifications, nous obtenons le systéme d’équations de la table 3.4.

%t T =0 (3.89)

%TEW + V- (cenn Vo) (V2)) = V(P + peee D

+V. (Mzefevﬂ_/} ) Dec (<VE 7 ) Pe<7>

(3.90)

6;0 V.eVo)e = (3.91)

M (Scpc 7 v ) = —e.V(Py) +WC( v V) ) (“C*gcv<vc>c)+p086?+pc<VZ>CT

ot
(3.92)

TAB. 3.4: Bilan des équations du modéle d’écoulement diphasique simplifié
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3.7.2 Discretisation
Principe et choix

Nous avons choisi de réaliser une discrétisation en volume fini [116] du modéle pour la capa-
cité de cette méthode & assurer la conservation des différents champs. Les variables physiques
régissant le transport des phases solide et liquide dans notre modéle, sont les fractions volu-
miques de chaque phase (qui correspondent a une unique inconnue puisque &, + €, = 1), les
vitesses moyennes et la pression moyenne.

Rappel de la discrétisation du modéle colonnaire

Dans le contexte de la solidification colonnaire, ot la phase solide forme un milieu poreux
immobile a travers lequel le liquide s’écoule, la modélisation est simplifiée car le transport de
phase solide n’est pas considéré [86] : Le couplage vitesse-pression a été traité au moyen de ’al-
gorithme SIMPLEC dérivé de SIMPLE [116, 169, 84, 1]. Cette méthode avec une discrétisation
Volumes Finis, consiste & exprimer les champs vectoriels sur les centres des faces, et les champs
scalaires au centre des mailles. La résolution des champs de vitesse-pression pour un pas de
temps donné se déroule de fagon itérative de la fagon suivante [116] :

— Etape 1 : L’équation de conservation de la quantité de mouvement (VE)ZO est résolue
avec le champ de pression de l'itération précédente (Fp),.

— Etape 2 : Les champs de pression et vitesse nécessitent une correction <7£>e* et (P)".

Une relation entre les corrections (73)[* = h({(P)") est obtenue grace a 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement.

— Etape 3 : Dans I’équation de conservation de la masse, la vitesse liquide est remplacée en
utilisant la relation h, ce qui permet d’obtenir une équation sur la correction de pression
en fonction de (VE)ZO.

— Etape 4 : La correction de pression est utilisée pour corriger la valeur du champ de vi-
tesse avec la relation h.

— Etape 5 : Si la norme de la différence entre deux itérations des champs de pression et
vitesse est inférieure au critére de convergence choisi, alors on considére que les champs
sont convergés, et I’on passe au pas de temps suivant. Dans le cas contraire, la boucle
itérative est reprise a la premiére itération (méthode de point fixe [145]).

La discrétisation du terme de Darcy —5@2WK’1.(@)2, de I’équation de conservation de la
quantité de mouvement est implicite pour (V;)¢. La dépendance en ¢, de K est exprimée de
facon explicite a chaque itération par une moyenne arithmétique des fractions volumiques dans
les deux mailles les plus proches.
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Changements a apporter pour les écoulements diphasiques

Dans le contexte de la modélisation des écoulements diphasiques avec des approches multi-
phases, la méthode SIMPLE (ou ses dérivées SIMPLEC et SIMPLER) doit étre étendue pour
traiter les cas d’écoulements diphasiques. Une adaptation a été réalisée par Spalding [156] et est
dénommeée algorithme IPSA (Inter-Phase-Slip-Algorithme). Cette méthode a été utilisée dans
le contexte de la solidification équiaxe par Wang & Beckermann [175, 176, 18|.

Nous avons choisi de résoudre le systéme d’équations aux dérivées partielles en adaptant la
méthode SIMPLEC aux cas des écoulements multiphasiques. La particularité de la méthode, est

que ’on somme les équations de conservation de la masse, ce qui nous permet une simplification,

) OJs, Oe . . .
puisque 8—; + 8—; = 0. On arrive donc & une équation de conservation de la masse globale :

VeV + V.e(Vp) = 0 (3.93)

La résolution du systéme d’équation est proche de celle de I'algorithme SIMPLE et est la
suivante :

— Etape 1 : Les équations de conservation de la quantité de mouvement (Vz)eo et (VZ)CO
sont linéarisés et résolues avec le champ de pression de l'itération précédente ().

— Etape 2 : Les champs de pression et vitesse nécessitent une correction (@)e*, (Vz)c* et

(P;)". Une relation entre les corrections (V;)e* =h((P)") et (VZ)C* = h' ((Py)”) est obte-
nue grace aux équations de conservation de la quantité de mouvement.

— Etape 3 : Dans ’équation (3.93), les vitesses liquide et solide sont remplacées en utilisant
les relations h et A/, ce qui permet d’obtenir une équation sur la correction de pression en
fonction de (V)5 et (V.)E.

— Etape 4 : La correction de pression est utilisée pour corriger les valeurs des champs de
vitesse avec les relations h et A'.

— Etape 5 : L’une des équations de conservation de la masse 3.4 ou 3.5 est résolue en
utilisant les champs de vitesses qui viennent d’étre calculés. La deuxiéme équation de
conservation de la masse n’a pas a étre résolue étant donné que . + ¢y = 1.

— Etape 6 : Si la norme de la différence entre deux itérations de tous les champs est infé-
rieure au critére de convergence choisi, alors on considére que les champs sont convergés,
et I’on passe au pas de temps suivant. Dans le cas contraire, la boucle itérative est reprise
a la premiére itération (méthode de point fixe [145]).

Discretisation temporelle et spatiale

La discrétisation en volumes finis, consiste & intégrer sur un volume de controle (une maille)
les équations différentielles. On suppose le champ uniforme sur tout le volume de la maille, et on
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obtient une équation d’évolution de celui ci. L’intégration volumique de la divergence des flux
diffusif et convectif donne des flux surfaciques sur ’enveloppe de la maille. Pour la construction
des systémes linéaires, les choix suivants sont faits :

- Les dérivées temporelles sont discrétisées par un schéma d’Euler implicite |116, 46, 24]. Le
choix du pas de temps est adapté pendant le calcul en fonction de la convergence des systémes
linéaires. Lorsque celle-ci est réalisée en peu d’itérations, le pas de temps est augmenté, alors
que lorsque le systéme ne converge pas en un nombre donné d’itérations, le pas de temps est
réduit. Cela permet de réduire le temps de calcul lorsque les phénoménes physiques dans un
cas-test ont des temps caractéristiques qui évoluent.

- Le calcul des flux de diffusion a travers la surface d’un volume de contréle est réalisé par
un schéma aux différences centrés [116, 46, 24].

- Le calcul des flux convectifs est réalisé par un schéma amont du premier ordre [116, 46, 24].
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3.8 Validation du modéle d’écoulement diphasique

3.8.1 Un cas test de sédimentation

La sédimentation de grains solides dispersés dans un liquide est un exemple d’écoulement
diphasique. Pour ce phénoméne, les frottements solide-liquide, qui induisent la force de trainée,
ont une importance prépondérante dans la cinétique de sédimentation. Simuler un tel cas est
un trés bon test pour étudier la sensibilité du modéle aux coefficients de trainée.

Snider & al. [153] ont présenté une expérience et des simulations numériques de sédimen-
tation d’'une phase solide dispersée dans une longue colonne inclinée. Nous avons calculé cette
expérience a 'aide de notre modéle simplifié. Les propriétés physiques et les particularités de
I’expérience sont données sur I'image de gauche de la figure 3.2. Dans ’expérience que nous dé-
crivons, la colonne est inclinée d’un angle de 35 degrés, ce qui complique légérement le probléme,
puisque les écoulements sont 2D, contrairement au cas d’'une colonne verticale.

3.8.2 Calcul de sédimentation

Nous avons réalisé des calculs basés sur cette expérience. Le choix de la corrélation du
coefficient d’échange de quantité de mouvement est important, car ce coefficient détermine la
cinétique de la sédimentation. Snider & al. ont utilisé la corrélation suivante pour le coefficient
de trainée :

24 1
CD = E (5@2’65 + 6R€%5£1’78) (394)

ol Re est le nombre de Reynolds de ’écoulement. L’origine de cette corrélation vient des travaux
expérimentaux de Richardson & Zaki [142]. Ce type de corrélation est généralement trés précis,
pour une plage limitée de taille de particules et de régime d’écoulement et n’est pas transposable
a des tailles de grains ou des écoulements différents.

Une discussion sur les coefficients d’échanges de quantité de mouvement est proposée dans
Pannexe C. Nous avons fait le choix de ne pas utiliser la corrélation (3.94), car dans I'optique
de réaliser des simulations de croissance de cristaux équiaxes, pour lesquelles, la taille des
particules varie beaucoup, nous cherchons une corrélation qui s’adapte a différents régimes.
Une loi similaire & la loi de Kozeny-Carman [10] (que nous avions utilisé dans la partie 2.3 pour
la perméabilité des zones dendritiques colonnaire) a été utilisée :

Do = e~ (3.95)

La longueur caractéristique qui intervient dans la relation (3.95) a été choisie égale au rayon
moyen des cristaux (soit 70um pour cette expérience).

Nous présentons sur la figure 3.2, le champ de fraction solide obtenu a différents instants.
Ces champs peuvent étre comparés aux champs obtenus dans les calculs de Snider & al. [153]
sur la figure 3.3.

Les résultats obtenus par le modéle sont en bon accord avec les résultats numériques de
Snider & al. [153], présentés a la figure 3.3. Nous remarquons que les ordres de grandeur des
fractions solides maximales correspondent pour les deux simulations (0,5 dans notre cas, 0,4
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Fi1G. 3.2: Calculs de sédimentation de ’expérience de Snider € al. : Schéma de l’expérience a
gauche et calculs du champ de fraction volumique liquide aprés 100, 200, 300, 400 et 500s

100s 2008 300s 400 s

F1G. 3.3: Expérience de sédimentation, champ de fraction volumique liquide : Calculs réalisés
par Snider € al

83



Validation du modéle d’écoulement diphasique

pour les calculs de Snider & al. [153]). De méme, la forme du champ est relativement bien
reproduite : les isovaleurs de fraction solide présentent une stratification avec une inclinaison
correspondant a I’angle de la colonne. Une zone appauvrie en solide est observée a proximité de
la paroi droite du domaine. Les différences quantitatives qui apparaissent entre les deux calculs
peuvent étre expliquées par les choix différents du coefficient de trainée.

Par ailleurs, nous avons comparé ’ordre de grandeur des vitesses liquides obtenues avec les
deux modéles et nous avons remarqué un bon accord. Les vitesses maximales sont d’environ
0,26cm.s~! dans notre cas et 0,3cm.s™' pour les calculs de Snider & al [153]. Ces vitesses
maximales sont atteintes & proximité de la paroi gauche du domaine.
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3.9 Densité de cristaux n,

Le solide équiaxe est constitué d’un grand nombre de cristaux dispersés et indépendants les
uns des autres. Thermodynamiquement, chaque particule se comporte donc comme une phase
propre et la fagon la plus rigoureuse de traiter le probléme, serait de poser des équations de
conservation pour chaque cristal. Cela est impossible car leur nombre varie avec le temps, et car
celui-ci est gigantesque (jusqu’a 10° unités par m?). La modélisation macroscopique nécessite
une approche simplifiée.

Pour intégrer au mieux le caractére dispersé de la phase solide, les méthodes Eulérienne-
Lagrangienne (utilisées dans le contexte de la sédimentation), permettent de suivre ’évolution
de la phase solide en suivant de facon Lagrangienne une particule, représentative du mouvement
d’une famille de particules [55, 117, 118, 43]. Dans les méthodes Eulérienne-Eulérienne, il est
possible de prendre une approche multiphasique, qui associe pour chaque phase, les particules
d’une certaine granulométrie |4, 153].

Nous avons choisi de suivre le champ de densité volumique de cristaux n. pour représenter
la dispersion des particules. Ce champ permettra de connaitre localement une taille moyenne
de cristaux. Nous ne souhaitons pas entreprendre de modélisation plus fine car cela serait trés
cotiteux en temps de calculs (Cela n’a jamais été considéré dans le contexte de la solidification
équiaxe).

Un cristal est présent dans Vj, si son centre de gravité est situé a l'intérieur. Ecrire une
équation de conservation de n., revient donc a suivre 1’évolution des centres de gravité. Pour
faciliter ’écriture de 1’équation, nous proposons de suivre I’évolution d’un milieu constitué
de boules uniformes centrées aux centres de gravité des particules et de rayons R (qui est
choisi petit devant la taille réelle des cristaux). Nous définissons x? la fonction indicatrice,
qui prend la valeur 1 pour tout point & l'intérieur de 'une des boules et 0 partout ailleurs et
er, la fraction volumique du milieu constitué par ces boules imaginaires. Sur Vj, nous avons

4 1
“TRn.=¢' = — ~dV.
3 <7 Vo v Xe

L’écriture des théorémes de permutation de la prise de moyenne et de la dérivée temporelle

[102, 183] & x rappelés dans les équations (A.6) et (A.7), nous permet d’écrire :

oe* 1 _
€ = V... A }
otV /Agc ned (3.96)

Afin d’exprimer le second membre de (3.96), nous allons utiliser (comme pour l'écriture de
I’équation de conservation de la masse (3.5)), le fait que V.VZ =0, et donc :

1
(V.V) = Ve (V) + — / V. idA =0 (3.97)
% Age
On en déduit alors I’équation de bilan pour €} :

*
Oe;

= R PA% (3.98)

4
En divisant I’équation (3.98) par §7rR3, nous obtenons 1’équation de conservation pour n..

Cette équation ne tient pas compte du phénoméne de nucléation, qui fait apparaitre des germes

85



Densité de cristaux n,

dans le coeur de la phase liquide ou de fusion, qui les fait disparaitre. Nous avons rajouté dans
I’équation (3.99) un terme source 7. pour tenir compte de ces phénoménes :

on,
ot

V(T (3.99)

La problématique de la nucléation de cristaux et les choix qui peuvent étre pris pour n. sont
abordés dans ’annexe G.
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3.10 Equation de conservation des espéces

3.10.1 Equation macroscopique dans la phase solide

L’équation microscopique de conservation des espéces dans la phase solide (2.7) est moyennée
sur le volume de prise de moyenne Vj et les théorémes de permutation de la prise de moyenne
avec les dérivées temporelles et spatiales [102, 183] (rappelées dans les équations (A.6) et (A.7))
permettent d’aboutir a 1’équation :

Opeec(Ce)*

c 1 —
= — (V.0.DVC,) — V.peeoCV)E + v /A peCe A (3.100)

Le terme de convection de ’équation (3.100) est décomposé selon la relation (A.17) qui
fait apparaitre le terme de transport convectif moyen, un terme de dispersion, et un terme di
a l'agitation des cristaux :

_v'pc‘sc<ccvc>c = _v-<pcgc<cc>c<vc>c) _v-pcgc<6rc%c>c_v'pcgc<(V<Cc>c|07?c + C~ZV<VZ>C|07) >C

(3.101)
La relation (A.20) montre que le dernier terme de (3.101) est nul.

(CV(V 7)Y =0 (3.102)

Le terme de diffusion est développé en utilisant deux fois le théoréme de permutation de la
prise de moyenne avec une dérivée spatiale [102, 183| (équation (A.6), aboutissant a la somme
suivante [24, 61]

1 ~ 1
(V.o DV Co) = V.(€0pe DV (C)) + pe DoV . — / CoigdA+— [ pD.VC,.3dA (3.103)
‘/b Alc % Alc

Dans l’intégrale de surface , de ’équation (3.100), la concentration solide C, a l'interface
est égale a la concentration d’équilibre C}. Cette derniere étant uniforme sur Ay, il apparait le
taux de changement de phase :

1
- / p.CT GdA = p.Cr (3.104)
‘/E) Alc

L’équation macroscopique de conservation des espéces non fermée est obtenue en
intégrant dans ’équation (3.100), les relations (3.101), (3.103) et (3.104). Elle est présenté dans
I’équation suivante [24, 61] :
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Opeec(Ce)® _

1 —
o V.(eepeDV{(CE) + poD.V.— | C..mmdA

% Alc

1 _ s
for /A peD NV CoiidA — p.D Ve V(0" — V.(pedCHTe)) = V.pee V)
0 Le

V(e V(C T TD) + o

(3.105)

3.10.2 Modélisation du terme dépendant de 1’agitation des cristaux

Pour traiter le termes de l’équation (3.105), qui dépend de la fluctuation de la vitesse
solide, nous appliquons la méthode proposée dans 'annexe B. L’application de la relation (B.11)
aboutit & un terme de diffusion :

_ - =
(V(CH TN = TCHIo(TTe = TiCels 2 e )

1 (3.106)
Le coefficient de diffusion est proportionnel au libre parcours moyen et a une vitesse d’agitation
des particules, ce qui est cohérent avec la théorie cinétique [54] (cf. annexe E).

3.10.3 Equation macroscopique dans la phase liquide

La prise de moyenne de 1’équation microscopique de conservation des espéces dans la phase
liquide (2.3) a été réalisée. Les théorémes de permutation de la prise de moyenne volumique,
avec les dérivées spatiales et temporelles [102, 183] (rappelées dans les équations (A.6) et (A.7))
donnent :

Opeee(Cr)*

1
ot = <V.pngVCg) — V.pg&g(Cg@)e + — /A ,Ongm.n_gZdA (3.107)
Le

Vo

Dans I’équation 3.107, nous reconnaissons trois termes similaires & ceux obtenus dans 1’équation
(3.100) de la phase solide. Le terme de convection est décomposé selon la relation (A.12).
Un développement du terme de diffusion, identique a celui réalisé dans I’équation (3.103) est
réalisé. Dans I'intégrale de surface, la concentration a 'interface Ay est égale & la concentration
d’équilibre C}, ce qui nous permet de reconnaitre le taux de changement de phase, comme dans
le terme (3.104). Tous ces développements intégrés dans ’équation (3.107) forment I’équation
suivante [24, 61] :
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6pg€g <C’g>Z _

1 _
(epeD O 4+ pD .—/ AzdA
ot \% (€zPe 'V {(Cy) ) + peDeV Vo Ja Co.nyg

1 N ~~
+VO /A pngVCg.n_gZdA — pngVé‘g.V(Cg)e — V.(pg&‘g(Cg)Z(vg)e) — V.pgé‘g(Cg%)z — ,OgCg*T
Le

(3.109)

3.10.4 Fermeture des équations de conservation des espéces :

__ Les équations (3.108) et (3.105) présentent des termes dépendants des fluctuations C, et
Cy. Pour modéliser ces termes, nous allons poser un probléme de fermeture sur ces fluctuations.
Les équations sont développées en utilisant la décomposition de Gray |65] de C,. et C; dans les
équations microscopiques (2.7) et (2.3). Le résultat est multiplié par la fraction volumique de
la phase et 'on retranche les équations macroscopiques (3.105) et (3.108). Nous avons obtenu
les deux équations suivantes [24, 61, 131, 133] :

aC, de _ _
Sepza—te + Pz(@)ga—te + Sepzvz-vce + Ezpe@-v«/?)e - szﬂz(@@)e =
(3.109)
—~ D — D -
peCo* T + pgéngV2Cg _ P / n_g;.VngA — V. [pz ¢ Cg’n_esz]
0 Age 0 Age
aC, Oe, . .
ECPCW - pc<Cc> ot = _pccc T+ pcchcv Cc
(3.110)

Pl / @.v@dA—v.[pc—Dc / d@dA]
Vo JAg Vo Jag.

Pour simplifier les équations (3.109) et (3.110), une analyse d’ordre de grandeur des différents
termes est réalisée. Nous avons montré dans la partie 3.2.2 que la longueur de variation spatiale
des grandeurs moyennées Lp étaient trés supérieure a la longueur de variation spatiale [, des
grandeurs fluctuantes [129, 133, 134]. Nous pouvons donc négliger les dérivées spatiales de
termes moyennés devant les dérivées spatiales de termes fluctuants [129, 133, 134].

Nous avions aussi vu que le temps caractéristique d’évolution des grandeurs fluctuantes est
faible devant celui des grandeurs moyennées [131] (| # |<| ¢ |). Les déviations des champs évo-
luent donc trés rapidement, et le probléme de fermeture peut étre considéré quasi-stationnaire.

De plus, nous avons discuté dans la partie 3.1 de I'intérét de poser et résoudre les problémes
de fermeture dans un repére mobile lié se déplacant a la vitesse moyenne de la phase solide
(VZ)C Nous avons montré que les équations vérifiées dans le nouveau repére sont identiques a
celles vérifiées dans le repére initial, & 1’exception des vitesses VZ et (V;)e, auxquelles il faut
retrancher (7C>C (voir tableau 3.1).

Des considérations précédentes, découlent les équations suivantes [19, 24, 61] :
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* o~ = ~ D ~
84,037@ VC@ + 8@ﬂg?@.V<Cg>z = ngngVQCg — % /A TL_&ZVOgdA (3.111)
0 Le
o~ PcDe I
pee.DNV2C, — Lee / 73.VO.dA = 0 (3.112)
% Alc

Les équations (3.111) et (3.112), permettent de calculer les champs de fluctuation Cy et C,
sur des cellules périodiques représentatives de structures réelles. Pour résoudre les problémes
de fermeture, des conditions aux limites doivent étre rajoutées sur l'interface solide liquide
Ay, ainsi que sur la frontiére de Vj. L’équilibre chimique & l'interface solide liquide permet
d’exprimer les compositions en fonction de la température [129, 130, 135] sur la surface Ay, :

Co = go(Ty) — (Cp)* sur Age (3.113)

C. = g.(T,) — (C.)¢ sur Ay (3.114)

Les conditions aux limites a la frontiére de V; sont fixées par la périodicité du milieu [24, 61, 135] :

Co(r + 1) = Co(x) et Colr + 1) = Cilx) (3.115)

Une derniére condition est imposée, pour assurer la nullité de la moyenne des champs fluctuants
[19, 24, 61] :

(C.)=0cet (Cp) =0 (3.116)
Les expressions (3.111), (3.112), (3.113), (3.114) (3.115) et (3.116), suggérent que les déviations

des champs C et C, sont générées par les grandeurs C* — (C.)¢, C; — (Cyp)* et V(Cy)*. Tl est
judicieux de poser [24, 61] :

{ Ce = ac (CF — (C)°)

672 = Oy <C£* _ <Ce>é) + bg.V(Ce)e (3.117)

L’intégration des relations (3.117) dans les différentes équations (3.111), (3.112), (3.113), (3.114)
(3.115) et (3.116) du probléme de fermeture, permet d’établir 3 problémes de fermeture [19, 24,
61] :

Probléme 1 : portant sur la variable de fermeture b,

@*ng + %@ = D@Vzbg — Sg_llIg
b[ = 0 sur AEC 3.].].8

(be) = 0 (3.118)

bg(l‘ + EZ) = be(l‘) sur Ag.

avec
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1
= ge. Dy Vb,d A 3.119
w= - [ Db, (3.119)

Probléme 2 : portant sur la variable de fermeture

%*.VCM@ = DgVQ()fg - Eg_lhmlc

op = 1 sur Ay
3.120
ay(r + ¢;) = ap(r) sur A
avec
1/ . DV agd A (3.121)
g = == Nge- Q )
Le % Alc 0 0 4
Probléme 3 : portant sur la variable de fermeture a,
D.V?a. — e, by, =0
ac =1 sur Ay,
(ae) = 0 (3.122)
ae(r + ;) = ac(r) sur Ag
avec
1
hum, = —/ s D.VaedA 3.123
¢ ‘/E) Alc et “ ( )

Les variables de fermeture by, oy et a. sont utilisées pour quantifier les termes des équations
macroscopiques (3.105) et (3.108).

Les termes d’échanges de masse interfaciaux des équations (3.105) et (3.108) sont mo-
délisés en intégrant les relations (3.117) :

1 —_
— | peDnp.VC.dA = pehp, (CF — (CL)°) (3.124)
% Alc
1 —_
7 /A pngn_gz.VngA = pfhmzc (Cg* — (Ce)e) + peug.V(QqV (3.125)
0 Le

Les flux d’espéces sont proportionnels & des coefficients d’échanges hy,, (phase c) et hy,,, (phase
?), et a I’écart entre la concentration moyenne et la concentration d’équilibre [107, 16, 149, 175,
24]. Par ailleurs, dans la phase liquide intervient un autre terme dans ’équation (3.125), qui
quantifie les effets du gradient de concentration moyenne.
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Le terme de dispersion fait intervenir la moyenne des produits des déviations de la vitesse
liquide et de la concentration. Le terme est modélisé en remplagant C, par 1'égalité (3.117) et

VE par la relation (3.22) :

V.0 CiVe) = V.pu(Vion) (CF = (Co)Y) + V.pulTibe). V(Co)" (3.126)

Les termes de tortuosité dans les équations (3.105) et (3.108) quantifient les effets de la
morphologie

1 —
V. / pe DTG CudA = V.p.Do(—Ve,) (C.F — (CL)°) (3.127)
‘/E) Alc
1 _
VV " pngn_gZngA = V.png(—VEg) (Cg* - <Cg>e) (3.128)
0 Le

3.10.5 Bilan :

Les équations macroscopiques de bilan de conservation des espéces sont les suivantes :

Oeepe{Co)*

ot + V'<5zpe<@)e<05)é) = v'(:OfDZ‘feV(Cg)e)

+pehm,, (Ce" = (C0)') = peCiT = peDeVer. V(Cy)*
(3.129)
-{—pgllg.V(Ce)e — V.pg(@&g) (Cg* — (Cg)e) — V.pg(@bg).V(Cg)z

+V.peDe(~Ver) (C — (C)Y)

apa# + V. (6Pl CV)Y) = pehm, (CF = (Co))

+p.CiT + V.peDe(—Ve,) (C; — (Cc)°) (3.130)

V. (D V{CL)E) — peD Ve V(C,)
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3.11 Equation sur le taux de changement de phase

Le systéme d’équations de conservation macroscopiques doit étre complété par une expres-
sion du taux de solidification 7. L’équation est développée, en intégrant sur l'interface solide
liquide de V, (surface Ay), ’équation de conservation des espéces a l'interface solide-liquide
(2.11) [24, 61] :

/A [0eC; (=) — D.VC,] gedA = /A [0eC; (W) — D¢V Oy Tiged A (3.131)
Le Le

La décomposition de Gray [65] de C.. et Cy est appliquée dans I’équation (3.131). De plus, en sor-
tant les concentrations d’équilibres Cj et C des intégrales, I’expression du taux de changement
de phase apparait :

(2 =Cp) [ pwatda= [ (DV(C) - DV(CY") mitdA
‘ ‘ (3.132)
+ /A (D.VC. - D,VCy) gdA
Lc

Dans le membre de droite de ’équation (3.132), nous reconnaissons des termes similaires a
ceux obtenus dans le développement des équations macroscopiques de conservation des espéces.
Les égalités (3.124) et (3.125) sont intégrées dans I’équation du taux de changement de phase
(3.132), pour former I’équation suivante |24, 61] :

pe(Cy — CI)T = ph, (C" — (C)¢) + pehimy, (Ce" — <C€>€)
(3.133)
+peup.V(Co) — peD Ve, V{(C.)¢ — peDVee.V(C,)*
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3.12 Conservation de 1’énergie

Pour développer un modéle a une seule température [135, 56, 130] (température commune
dans le solide et le liquide), nous intégrons les équations microscopiques (2.4) et (2.8) sur chaque
phase. Les équations moyennes vérifiées sur chaque phase sont ensuite sommées. Une discussion
portant sur le choix d’'un modéle d’équilibre thermique a été proposée dans la partie 3.1.3.

3.12.1 Equation dans la phase solide

La prise de moyenne de I’équation microscopique de conservation de I’énergie dans la phase
solide (2.8) a été réalisée. Les théorémes de permutation de la prise de moyenne volumique,
avec les dérivées spatiales et temporelles [102, 183] (rappelées dans les équations (A.6) et (A.7))
donnent :

apcegg# - _v'pcgc<Hcvc>c + <)‘CVVT>

_ 1 (3.134)
+<pc Qc> + _/ chcw-@dA
% Alc

La moyenne du terme de convection dans I'équation (3.134), peut-étre décomposée selon
la relation (A.17) pour aboutir a [24, 61] :

~Vpee el BT = =V (peee( HIAT) = Vopeee(HLT)°

Ve (3.135)
_v'p050<(V<Hc>c?) %C + H0V<7C>c?>c

Dans le membre de droite de (3.135), intervient le terme classique de convection moyenne, le
terme de dispersion, et deux autres termes de transport. L’utilisation de la relation (A.20),
démontrée dans I’annexe A permet d’écrire :

(HNV(V)7) = (3.136)

La moyenne du terme de diffusion de I’équation 3.134 est développée en appliquant deux
fois le théoréme de permutation de dérivée spatiale avec une intégrale volumique [102, 183],
rappelé dans I’équation (A.7) :

1 - 1
AV.VT) = Ve, (VITY)+AV.— | ThgdA+ — | AVT.ngdA (3.137)
‘/0 Alc ‘/E) Alc

L’équation macroscopique de conservation de 1’énergie dans la phase solide est
obtenue en intégrant les relations (3.135), (3.136) et (3.137) dans 1’équation (3.134) :
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apc50<HC>c
— XK, H., A
8t + V. ( cgc 7) VE) /gc Pc E) ndd +Ecpc<Q >
IV OEVTY) 4 AV [ Trgda+ L [ AVTa3dA (3.138)
‘/b Age 0 /A

—V.pee{V{H.)|o 77 — V.peee(H ?)C

3.12.2 Modélisation des termes dépendants de ’agitation de la phase
solide
Dans ’équation (A.17), une démarche pour modéliser les termes dépendants de la fluctuation

de la vitesse solide a été proposée. Elle va étre appliquée pour ’avant dernier terme de 1’équation
(3.138). Les résultats exposés dans ’équation (B.11) donnent un terme de diffusion :

(V(H) TV = V(H) (T Vo) = HM@I (3.139)

Le coefficient de diffusion est proportionnel au libre parcours moyen et a une vitesse d’agitation
des particules, ce qui est cohérent avec la théorie cinétique [54] (cf. annexe E).

3.12.3 Equation dans la phase liquide

L’équation de conservation microscopique de 1’énergie dans la phase liquide (2.4) est moyen-
née sur V4 et nous appliquons le théoréme (A.6) de permutation de la prise de moyenne avec la
dérivée temporelle [102, 183], et le théoréme (A.7) de permutation de la prise de moyenne avec
la dérivée spatiale [102, 183], pour le terme de convection :

Opeco(Hy)

ot + V.pg&?g(@Hg <)\gv VT) + </)e Qz / nggw ngch (3.140)
lc

Le terme de convection de I’équation (3.140) est traité en appliquant la relation (A.12) :
V.pg&e(V;Hg)e = V.(pg&e(@y(H@)é) + V.pg&g(?g]%)z (3.141)

Le terme de diffusion est décomposé en appliquant deux fois le théoréme (A.7) de permu-
tation de la prise de moyenne avec la dérivée spatiale [102, 183] :

1 [ -~ 1
ANV.VT) = V. (\eV(D)) + A V.- [ TigdA+— [ \VT.igdA (3.142)
‘/0 Alc ‘/0 Alc
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Les résultats obtenus dans les relations (3.141) et (3.142), sont intégrés dans 1’équation (3.140)
et donnent 1’équation suivante [24, 61] :

H,)* =
W = V. (peee V) (HY") = V.peee(VeH)!
1 .
+70 /Azc ngem‘.n_@ZdA + pgSg(ng + V. ()\(8@V<T>2) (3.143)

1 - 1
+AV.— ThgdA + — MV T.ngdA
‘/0 Al!c ‘/E) Alc

3.12.4 Problémes de fermeture pour les fluctuations de I’enthalpie

Dans cette partie, nous allons écrire des problémes de fermeture sur H, et H, afin de fermer
les équations macroscopiques de conservation de 1’énergie. Nous avons discuté dans la partie
3.1 de la possibilité de développer les problémes de fermeture dans un repére lié au mouvement
moyen de la phase solide et en supposant nulle la fluctuation de la vitesse solide. Les équations
de fermeture dans ce nouveau repére sont identiques a celles obtenues dans le repére fixe, a
I’exception de la vitesse liquide prour laquelle il faut retrancher (ﬁ}c (voir tableau 3.1).

Les relations de fermeture sont obtenues en introduisant la décomposition de Gray [65]
(rappelée dans ’équation (A.5)) dans les équations microscopiques, qui sont multipliée par les
fractions volumiques de phase et auxquelles sont retranchées les équations macroscopiques.

Dans la phase liquide [’équation vérifiée dans le repére mobile est la suivante [24, 61] :

8H * * —~ o
cope st = —pelVe Y (H)'Ver = eopeVi -V Hy = £opcVe.V (He)'
(3.144)
%A—/ e 2 )‘Z = )\g 77—
—|—V.€gpg< gHg> + X, VTy — V.| — TyngdA| — — VTngidA
% Age ‘/E) Age
Dans la phase solide 1'équation vérifiée est la suivante [24, 61] :
a CE: ™ )\c T )\c =1
e 2Pt _  ANVPT, - V.| 28 [ TomgdA| - 2 / . VT,dA (3.145)
ot 0 J A Vo S

Pour simplifier les équations (3.144) et (3.145) un raisonnement sur les ordres de grandeurs
des différents termes a été mené. Nous procédons de la méme fagon que dans la partie 3.2.2
ol nous avons vu que la longueur de variation spatiale des grandeurs moyennées L étaient
trés supérieure a la longueur de variation spatiale . des grandeurs fluctuantes [129, 133, 134].
Les dérivées spatiales de termes moyennés sont négligeables devant les dérivées spatiales de
grandeurs fluctuantes [129, 133, 134].
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Par ailleurs, I’échelle temporelle de variation des fluctuations étant inférieure a celle des
champs moyens [131] (| £ |<| ¢ |), ’évolution du champ fluctuant est beaucoup plus rapide que
celles des champ moyen, et le probléme de fermeture est quasi-stationnaire. Cela permet de
simplifier les termes de dérivées temporelles et aboutir aux équations :

* — = — by —~
cepeVs VHy +ep VeV HY' = AeeV'T— o /A VT, dA (3.146)
0 Le
1 _
AVT, — — | Ang VT, =0 (3.147)
‘/C Alc

La résolution du probléme de fermeture est réalisée sur une cellule périodique représentative
des structures locales (comme celle de I'image A.1) [24, 61]. Il convient donc de rajouter des
conditions aux limites, a I'interface solide-liquide (Ag), et a la frontiére de V5.

La continuité de la température |, a l'interface solide-liquide, fournit la premiére condition
[24]

T,—T,=(T) —(T)=0=T, =T, (3.148)
La condition a la limite, a linterface solide-liquide, pour le flux découle de I’équation (2.12)
24, 61] :
pie W (Hy — He) +7g.. (AT, — MVT;) =
(3.149)
peee @ ((Ho) = (Ho)?) + mige. (A V(T))E = AV(T.)°)

L’hypothése d’équilibre thermique local ((T,)¢ = (Ty)* = (T)) [135] est conservée dans ce
probléme de fermeture, et en considérant que les vitesses de diffusion thermique sont grandes
devant les vitesses de croissance cristalline [24, 135], il vient :

e (AVT. — MVTy) = (e — A)7ze. V(T) (3.150)

Les conditions aux limites sur les frontiéres de V sont imposées par la périodicité du milieu et
des champs |24, 61, 135] :

T,(r+1.) = T.(r) et Ty(r +1.) = Ty(r) (3.151)

De plus, il est nécessaire d’ajouter une relation pour garantir une valeur moyenne nulle des
fluctuations [24, 61, 135] :

(T,)=0cet (T)) =0 (3.152)

Pour la résolution du probléme de fermeture, nous rappelons que V(H,)* = C,, V(T et VH, =
CpeVE [24, 61, 135]. En toute rigueur, il faudrait rajouter une dépendance de ’enthalpie a la
concentration Cy. Un couplage serait alors nécessaire entre les problémes de fermeture thermique
et solutaux. Comme Bousquet-Mélou [24, 61|, nous négligeons cette dépendance méme si nous
manquons d’éléments pour justifier cette hypothése.
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Etant donnée la structure des équations (3.150), (3.146) et (3.147), nous pouvons considérer
que V(T') est 'unique terme source qui génére les fluctuations de T; et T,. Par conséquent, les
champs e. et e, sont introduits :

{ T, = e.V{(T)

T - V(T (3.153)

Les relations (3.153) sont introduites dans les équations (3.150), (3.146) et (3.147), pour donner
le systéme suivant, valable dans le repére mobile.

A VZe. — % ) e .Ve.dA =0
c Le

* A
peC’prZ Ve, + pﬂcpg%é = )\ZVQeé — VZ A @’;VegdA
)4 Le
)\cn_eZ-Vec - )\gn_eZ.Veg = ()\@ — /\c)n_é; sur Ay (3154)
e. = e, sur Ay
ec(r+4;) =ec(r), er + ;) = e(r) sur Ay
<eC> = Oa <eZ> =0

Aprés résolution du systéme (3.154), sur une cellule périodique représentative du milieu, nous
pouvons évaluer les champs e; et e. [24, 61]. Il est alors possible d’exprimer certains termes
complexes des équations moyennées (3.138) et (3.143).

Le terme de dispersion dans ’équation (3.143) prend la forme :

Ve (VoH) = —V. (,)@cm(ﬁ?eg)wn) (3.155)

Les termes de tortuosité dans les équations (3.138) et (3.143) prennent la forme :

1 —~ by
— TingdAl = V.| = needAV{(T 1
)\gv Vb /Azc ALY dAl Vv (Vb /4[0 Ty egd V( )) (3 56)
AV [ Tompdal=v. ﬁ/ 2 ecdAV(T) (3.157)
¢ % Alc ¢ ¢ % Alc e

Nous pouvons alors regrouper les termes de diffusion des équations (3.138) et (3.143), dis-
persion (3.155), tortuosité (3.156) et (3.157) pour former le tenseur de diffusion-dispersion
anisotrope dont I’expression est [24, 61, 135] :

= Ao+ A
Aegr = (eede +ede) T — piC (Veer) + c /A e A (3.158)
diff;sion disp;;sion ~ vlc " o
tortuosit€
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3.12.5 Bilan

Pour obtenir une unique équation de conservation de I’énergie, vérifiée dans le mélange des
deux phases, les équations de conservation (3.138) et (3.143) sont sommées |24, 61, 135]. La
relation de conservation de I'énergie a l'interface solide-liquide (2.12) permet la simplification
de quatre des termes :

1 1
— [ pHW.ngdA+ — | AVT.ngdA+
‘/0 Agpe % Age
(3.159)
1 1
‘/0 Age ‘/0 Age

L’équation de conservation de ’énergie du mélange, tenant compte des relations (3.158), (3.139)
est la suivante :

ap@‘f“HN(;]Z peelle) + V(P@Ee(%)e(He)e) T V'(p05c<vc>c<HC>c) - —V.pcsc(ﬁfz)c

~2
WV e o e e
+TV-P£5£VHC+W€€<QZ> + pegc(Q,) +V'A€ffv<T>

(3.160)
L’expression de I’énergie dans chacune des phases peut-étre exprimée en fonction de la tempé-
rature moyenne, aprés avoir au préalable introduit, la chaleur latente L [24] :

(He)® = Cp(T) et (He) = G, (T) + L.
Notons pC,,,, = pcecCp, + pegeCh,-

0o T) G (p0e,Co (T (V) + V(i LUTY) + V. (G (D))
W) 9e, - .
= TV-(PMC%V(T» + V. (AepfV(T)) — PeLE + peee{Qp)” + pee Q)
(3.161)
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3.13 Bilan du systéme complet d’équations macroscopiques

Dans ce chapitre, nous avons développé un modéle macroscopique de solidification équiaxe
de mélanges binaires. Ce travail a été réalisé dans la continuité des développements portant sur
la modélisation de la croissance colonnaire |24, 61]. En conséquence, il y a des similarités entre
les deux modéles :

- La méthode utilisée pour développer les équations est la prise de moyenne volumique
[183, 132, 133, 134, 131], des équations de conservation microscopiques sur chaque phase |24, 61].

- Une hypothése de non équilibre chimique, qui distingue les concentrations moyennes in-
trinséques des concentrations d’équilibre a été posée pour la conservation des espéces [108, 18,
24, 61]. Des flux de masse interviennent a l'interface entre les deux phases, du coté liquide et
du coté solide, dans les équations (3.129), (3.130) et (3.133). Ces flux sont proportionnels au
déséquilibre chimique (Cf — (Ck)*) et a des coefficients d’échange d’espéces hyy,., coté liquide
et hy,, coté solide. En outre les changements de phase (équation (3.133)) sont contrdlés par ce
déséquilibre chimique.

- Pour ’équation de bilan d’énergie (3.161), une hypothése d’équilibre thermique, consistant
a supposer égales les températures moyennes de chaque phase a été prise, ce qui méne a une
unique équation différentielle [135, 24, 61].

- Des problémes de fermeture portant sur les fluctuations des champs ont été posés. Ces
problémes peuvent étre résolus sur des cellules périodiques représentatives et ils permettent de
fermer les équations macroscopiques |60, 24, 106, 61].

- Des termes non classiques et analogues aux termes en gradients de porosité quantifiant
les effets des hétérogénéités évolutives dans le modéle colonnaire [19, 59, 60|, sont apparus. Ces
termes qui interviennent dans les équations (3.28), (3.129), (3.61), (3.133) n’ont jusqu’a présent
jamais été considérés pour la solidification équiaxe.

Des apports ont été nécessaires pour arriver au modéle équiaxe :

- Pour intégrer le transport de phase solide, nous avons développé un modéle d’écoulements
diphasiques, constitué des équations (3.5), (3.28), (3.4), (3.61).

- Dans les équations de conservation de la quantité de mouvement solide (3.61), une série de
termes dépendant de la fluctuation de vitesse interviennent. Nous avons proposé une méthodo-
logie inspirée de la théorie cinétique des milieux granulaires |54, 91, 146, 73, 74, 72| pour fermer
ces équations. Cette méthode donne lieu a une équation de conservation de I’énergie cinétique
d’agitation (équation (3.87)). Les nouveaux termes sont modélisés en fonction de ce nouveau
champ.

- Une équation de conservation de la densité volumique de cristaux a été introduite (équation
(3.99)). Cette grandeur est un indicateur du caractére dispersé de phase solide colonnaire.

Nous rappelons dans le tableau 3.5 I’ensemble des équations constituant le modéle macro-
scopique sans les problémes de fermeture qui ont été vus dans les différentes parties de ce
chapitre.
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Tl VeV = 7 et 9z, + VeV =1 (3.162)

%}(ﬁ@)‘ + V. (cepe (V) (Va)") = —pe{Ve)or — eeV(PY + pecs T — 1V (V2)". Ve,

+9. (e v (V2)") — e (<V2>f—<VZ>c)+w.(70 /. MugdA) (V) = (7))

(3.163)

%ﬁf@)e + 9. (een (V) (C0)) = V-(peDeeeV (Co)') + b, (Ce* = (C0)*) = DV V(Ce)'
—peCiT + peue.V(Co)* — V.Pe(vzaﬁ (Ce* —(C) ) V. P€<vb€ Co)* + V.peDy(—Vey) (C‘f* - <C£>€)
(3.164)
((J’Pc‘fgiy)cy + V. (ccpeTo) (Vo)) = —e.¥ +wc( V)t = (V2)°) (3.165)
+pc€c? + /LgV(V\ Ve, ,0 vc Pehoe + P + szs)
8’06837@ + V <pcgc<%22>c<7c>62 =2 (Pk + Pchoc + Pdis) : V<vc>c (3166)
V@R + (6 = (T )+ pelT ) = 20T )
at C C C
5#8@# + V. (6Pl Co)Ve)?) = pebim, (CF = (Co)) + peCiT (3.168)
+V.Pch(—V5c) (C: - <Cc>c) + V'(pCDCV<CC>C) o pCDCVSC.V<Cc>C
0ContT) G (e Co (T (V) + V- (it LT + V. (e oo TYTY)
NEs (3.169)
- %V.(P@SKC}JCV(T» + VA, V(T) - PKLaa—t + peee(Qe)* + pege(Qe)°
pe(C = COT = pehim, (Ce™ = (Ce)°) + pelim,, (Ce* = (Co)*) + prue. V(Cy)* (3.170)

—pCDCVEC.V<OC>C — pngV&g.V(Ce)e

TAB. 3.5: Bilan des équations du modéle macroscopique complet de solidification équiaze
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3.14 Discrétisation et implémentation numérique d’un mo-
déle simplifié

3.14.1 Un modéle simplifié

Nous avons déja présenté dans la partie 3.7.2, un modéle simplifié d’écoulements dipha-
siques [116, 46]. Les simplifications qui ont été faites sont maintenues et nous allons rajouter
la résolution des équations de conservation de I’énergie, des espéces et de la densité volumique
de cristaux. Comme nous négligeons 'agitation cinétique des cristaux, cela simplifie dans les
équations (3.168) et (3.169), les termes relatifs a cette agitation.

Par ailleurs, nous négligeons les termes dépendants de gradients de la fraction volumique
liquide dans les équations (3.168) et (3.169). Nous manquons d’arguments pour justifier cette
simplification, car leur étude n’a jamais été réalisée pour des structures équiaxes. Nous avons
cependant vu dans la partie (2.3), qu’ils avaient peu d’influence sur plusieurs exemples de
solidification colonnaire.

Les équations finales du modéle macroscopique simplifié de solidification équiaxe sont listées
dans la table 3.6.

3.14.2 Discrétisation du modéle complet

La discrétisation des nouvelles équations est réalisée par la méthode des Volumes Finis, en
linéarisant les termes non linéaires (termes de convection...) [116, 46, 24]. Nous avons rappelé
dans la partie 3.7.2, les choix qui ont été fait pour la résolution du modéle d’écoulements
diphasiques. Ces choix (notamment pour les discrétisations spatiales et temporelles) ont été
repris pour les nouvelles équations.

Etant donnée la complexité du systéme complet, constitué par neufs équations fortement
couplées, nous avons décidé de réaliser une résolution itérative, en regroupant certaines équa-
tions. Ce travail de regroupement est inspiré du travail de Bousquet-Mélou [24] pour le modéle
colonnaire. Pour un pas de temps donné, une itération se déroule de la fagon suivante :

— Etape 1 : Les équations de conservation de la quantité de mouvement (3.172) et (3.174)
sont résolues avec 1’équation 3.93 pour obtenir des champs de vitesse moyenne des deux
phases et le champ de pression moyenne. La méthode SIMPLEC [116, 46| généralisée pour
les écoulements diphasiques et décrite & la partie 3.7.2 est utilisée.

— Etape 2 : L’équation de conservation de ’énergie (3.177) est résolue avec les champs de
vitesse calculés & I’Etape 1. Le taux de changement de phase qui intervient dans cette
équation est évalué sur les données de I'itération précédente.

— Etape 3 : L’é¢quation de conservation de la densité volumique de cristaux (3.175) est
résolue. Le taux de nucléation, qui dépend de la surfusion, est calculé avec le champ de
température calculé & 'Etape 3 et le champ de concentration liquide calculé a l’itération
précédente.
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— Etape 4 : Les équations de conservation des espéces (3.173) et (3.176) dans les deux
phases, et I’équation différentielle sur le taux de changement de phase (3.178) sont ré-
solues dans le méme systéme linéaire pour tenir compte du fort couplage entre ces trois
équations. Les valeurs des champs utilisés dans ce systéme sont celles calculées tout au
long des 4 premiéres étapes.

— Etape 5 : Si la norme de la différence entre deux itérations des champs est inférieure au
critére de convergence choisi, alors on considére que les champs sont convergés, et 1’on
passe au pas de temps suivant. Dans le cas contraire, la boucle itérative est reprise a
I’étape 1 (méthode de point fixe [145]).

La résolution des systémes linéaires s’effectue avec la méthode itérative de Gauss Seidel
[88, 89]. Seul le probléme linéaire concernant la résolution de la correction de pression est résolu
par une méthode de projection CGS avec préconditionnement LU [145]. Le code de calcul
a été réalisé en fortran 77, & partir du code de calcul développé durant la thése de Patrick
Bousquet-Mélou [24], et issu du module de thermohydraulique 2-D du code d’accident grave
ICARE-CATHARE de I'IRSN [47]. Les moyens de calculs utilisés sont ceux de la DPAM, avec
un calculateur SUN F4800 UltraSparc 3 a 750 MHz avec 16 Go de RAM a 150 MHz et un
Cluster de PC constitué d’un maitre (Intel PIV 4 1,9 GHz et 1 Go de RAM) et 32 esclaves
(Intel PIV & 3 GHz et 2 Go de RAM). Les moyens de calculs étant partagés avec ’ensemble
des personnes de deux services de la DPAM.
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3.15 Validation du modéle de solidification équiaxe

Un premier travail de validation a été réalisé a la partie 3.8, qui portait uniquement sur le
modeéle d’écoulements diphasiques. Dans cette partie, nous nous intéressons a des cas présentant
des changements de phases.

3.15.1 Expérience de Wang & Beckermann en N H,Cl — H,0

Beckermann & Wang 18] ont réalisé cette expérience, afin de valider le modéle triphasique
décrit dans [175]. Nous rappelons que ce modéle triphasique présente la particularité de dis-
tinguer une phase solide, une phase liquide interdendritique, et le liquide extra-dendritique. Le
meélange utilisé pour I’expérience est un sel binaire N H,Cl— H50 dont les propriétés sont listées
dans le tableau 3.7. Le schéma de I’expérience est présenté sur la figure 3.4. Le mélange conte-
nant 70% d’eau en masse est contenu dans une cavité carrée, refroidie par circulation d’eau.
Le dispositif est instrumenté de thermocouples (notés A, B, C, D et représentés sur la figure
3.15.2) situés a l'intérieur de la cavité et sur 'une des parois du volume expérimental. Ce der-
nier permet donc d’estimer la condition aux limites en température, ce qui présente un intérét
pour réaliser des calculs. Par ailleurs, ce mélange binaire étant transparent, des photographies
ont été réalisées durant I’expérience. Elles permettent de visualiser les cristaux dans le bain et
notamment, d’observer le lit de cristaux.

Heat exchanger | l | inlet Heat exchanger
channel
D
&
] /I 7.62¢m
\Thermocouple
/
Wall temperature:
306,45+24(e 2211}

B Twi=307K
| Cini=0,7
A P,=1078kgm"
I R =1527kg.m"
7.62cm:

Heat exchanger | l | outlet

F1G. 8.4: Principe de ’expérience de solidification équiaze de Wang & Beckermann.

3.15.2 Calcul de ’expérience de Wang & Beckermann

Nous avons utilisé le modéle simplifié de solidification équiaxe pour simuler I’expérience
de Wang en NH,Cl — H>O. Nous avons utilisé la loi de coefficient d’échange de quantité de
mouvement suivante :
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PROPRIETES PHYSIQUES

C, Tkg LK T | 3249
C,, Jkg LK1 | 1827
Y Wom LK1 0,463
Y W LK L[2,7
L Tkg ! 31380
05 Ps kg.m=3 1078
pe (terme de gravité) kg.m=3 1078(1 — 3,23.10~*(T = Tjps) — 3,65.10~*(Cy — Cini))
ps (terme de gravité) kg.m™3 1527
I kg.m t.st |0,0013
D, m?.s~! 4,8.107°
D, m?.s7! 10715
‘ CONDITIONS EXPERIMENTALES
Tini K 307
Tyt K 306, 45 + 24(e U — 1)
‘ DIAGRAMME DE PHASE
T K 629,403
Tou K 259, 2
Coont wi% 0,803
k 0,003
‘ MAILLAGES UTILISES
Nombre de mailles selon x (n;) 40
Type de maillage régulier
Nombre de mailles selon y (n,) 40
Type de maillage régulier

TAB. 3.7: Jeuxr de données pour l’expérience de Wang € Beckermann.
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_ oAy
by

Pec (3-179)

Une discussion sur les coefficients d’échange est proposée dans ’annexe C. Le choix qui a été
fait (tout comme dans la partie 3.8.2), vise & utiliser une loi valable pour toutes les tailles
de cristaux. Elle dépend de la viscosité liquide, de la densité d’aire interfaciale et de longueur
caractéristique de la couche visqueuse autour du solide. En supposant les cristaux sphériques,
il est possible d’exprimer A; en fonction de n. et ., pour obtenir :

1
Vee = Jie (48%250713) 8 (3.180)
Pour la viscosité solide, nous avons pris la loi suivante :
. 10
L = pg (2.5 +10% (—c> ) pour €. < €cpmaz, SINON L) = 00 (3.181)
cmax

Une discussion sur la loi de viscosité effective est proposée dans ’annexe D. Nous avons pris le
paramétre €.,,,, = 0,1, correspondant a la limite d’agglomération. La valeur de 0,1 est assez
faible, ce qui correspond a la formation de cristaux trés dendritiques. Ce choix a été fait, a
partir des résultats présentés par Beckermann & Wang [18] qui ont calculé une fraction solide
interne moyenne (le rapport entre la fraction solide et la fraction du volume constitué par la
phase solide et la phase liquide interdendritique) proche de 0,15. Etant donnée que la valeur
limite d’agglomération est de 0,64 pour la fraction volumique de la phase constituée de solide
et liquide interdendritique, nous obtenons une limite d’agglomération de 0,15 % 0,64 ~ 0, 1.

Concernant la loi de nucléation, nous supposons une loi continue : la densité de sites de
nucléation dépend du sous-refroidissement AT =T,, + mCy — T, avec :

. = 0 pour AT < 8, et 1. = 10'°.(AT — 8)? partout ailleurs (3.182)

Une discussion sur les lois de nucléation qui ont été utilisées dans d’autres études est réalisée
dans ’annexe G. Cette loi de nucléation se distingue de celle utilisée par Beckermann est Wang,
qui prennent une loi de nucléation instantanée avec ny = 10°m ™ sites de nucléation.

Concernant les coefficients d’échange d’espéces, nous avons pris la méme dépendance que
Beckermann et Wang [18] :

_ pngAk o= ,OchAk
Mpe — )y e T
I I,

puis, nous avons évalué la densité d’aire interfaciale en supposant les cristaux sphériques pour
aboutir a :

(3.183)

hin,, = peDe (48%25671?)% s hine = peDe (487r2€cn§)% (3.184)

La figure 3.5 présente le champ de fraction volumique de cristaux aprés 800s de solidification
ainsi que le champ de vitesse.

Les cristaux ayant nucléé prés des bords sédimentent ensuite pour former un lit de cristaux
en partie basse. L’ordre de grandeur de la vitesse de la phase liquide est en accord avec les
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F1G. 3.5: Gauche : Champ de fraction volumique de cristauzr et champ de vitesse
(Vmax = 1072m.s71) apres 800s pour ’expérience de Wang [18]. Droite : Evolution temporelle
de ’épaisseur du lit de cristaur sédimenté. La courbe est [’évolution calculée, les points sont
les mesures réalisées expérimentalement sur les photographies

calculs réalisés par Beckermann & Wang [18|. Par ailleurs I'ordre de grandeur de la fraction
volumique solide dans le lit est aussi en accord avec les calculs de Beckermann & Wang [18]. Nous
représentons sur la figure 3.5 I’évolution temporelle de I’épaisseur du lit en fonction du temps.
L’épaisseur calculée est représentée sur la courbe noire et peut-étre comparée aux mesures sur
les photographies réalisées durant ’expérience. Ces mesures sont représentées par les points.
Nous observons un bon accord avec les mesures expérimentales de la cinétique de déposition
du lit de cristaux.

Nous représentons sur la figure (3.6) la densité de cristaux qui sont localisés au bas de
la cavité. Nous observons que le maximum de densité volumique est observé au milieu du
lit de cristaux sédimentés et non au contact des parois froides. Ceci s’explique car prés de
la paroi froide, les cristaux grossissent vite et forment rapidement un milieu consolidé qui ne
peut accueillir de nouvelles particules. Il résulte une densité volumique relativement faible.
Au contraire, plus on s’éloigne de la paroi froide et plus le refroidissement est lent (car les
changements de phase ralentissent le refroidissement), ce qui implique que de nombreux cristaux
ont le temps de s’accumuler. Nous observons aussi un appauvrissement au centre du lit de
cristaux (formant un canal), & I’endroit ou passe le liquide enrichi par la solidification.

Sur la figure 3.7, nous présentons le champ de concentration totale obtenu par le calcul. Ce
champ présente un appauvrissement de la zone inférieure du domaine, ot se sont accumulés des
cristaux appauvris en soluté, et un enrichissement au sommet, en raison du rejet d’un liquide
enrichi. A notre connaissance, aucune mesure expérimentale de la composition du mélange n’a
été réalisée, mais nous pouvons comparer nos résultats a ceux du modéle de Wang & Beckermann
|18]. Nous obtenons une répartition qualitative du soluté en accord avec les caluls de Wang, et
les valeurs maximales et minimales de la concentration totale sont elles aussi en accord.

Concernant le champ de température, nous pouvons comparer le champ obtenu avec les
mesures expérimentales des différents thermocouples. Sur la figure 3.8, nous présentons 1’évo-
lution temporelle de la température pour les différents endroits de mesures. Le phénoméne de

108



Validation du modéle de solidification équiaxe

IRIRTI

ot

£.89.100C

7.78%.101C

6,67.10'

356,10

4451000

3331000

Lo

i

F1G. 8.6: Champ de densité de cristauz (m=2) aprés 800s pour lexpérience de Wang.
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F1G. 8.7: Champ de concentration totale aprés 800s pour [’expérience de Wang.
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recalescence, correspondant au brusque réchauffement du milieu, lorsque commence & appa-
raitre les premiers cristaux, est visible sur certaines courbes. Le sous refroidissement nécessaire
pour la nucléation des cristaux est alors trés rapidement compensé. Ce phénomeéne est claire-
ment apparent pour les thermocouples A (aprés 430s) et B (aprés 500s). Il n’est pas visible
pour les thermocouples C et D. En effet ces thermocouples sont situés hauts dans le volume
expérimental, et lorsque les cristaux nucléent, ils sédimentent instantanément, et ne modifient
pas le sous-refroidissement. Ces observations sont en accord avec les observations expérimen-
tales. A titre de comparaison entre nos calculs et les mesures expérimentales, nous représentons
sur la figure de gauche, 3.8 les évolutions temporelles calculées et mesurées aux positions des
thermocouples A et C.

308 f Temperature (K) 308 | Temperature (K)
- [

306 | 306 [

304 | 304

302 | 302 |

300 | 300 |

298 |

296 [ 206 [

Time (s)
4{J 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800

29 ! Time (s} 204 [

F1G. 3.8: Gauche : Evolution temporelle de la température a 5 endroits différents : courbe W :
température du mur; Thermocouple A ; Thermocouple B; Thermocouple C; Thermocouple D
pour l’expérience de Wang. Droite : Evolution temporelle de la température aux thermocouples
A et C; Comparaison entre les mesures expérimentales (Courbes A’ et C’) et le présent
modéle (A et C)

3.15.3 Expérience de Wang en Al(4%) — Cu

Ce cas-test ne correspond pas a une expérience réelle. Il s’agit de calculs de solidification
d’un alliage Al(4%) — Cu présenté dans un article de Wang & Beckermann [176] et réalisé avec
leur modele triphasique [175]. Ils ont réalisé des calculs avec le modéle complet de solidification
équiaxe, et ils ont testé la dépendance des résultats a la loi de nucléation. Ils utilisent une
loi instantannée et ils ont fait varier la densité de sites de nucléation (10°m ™2 puis 10''m™3).
Tous les sites de nucléation sont activés lorsque la température passe sous la valeur de la
température de nucléation (Prise égale a la température de liquidus pour cet exemple). Nous
avons déja décrit ce cas-test dans la partie 2.3.2, lors de la validation du modéle colonnaire. Les
propriétés physiques du mélange se trouvent dans le tableau 2.2.

3.15.4 Calcul de l’expérience en Al(4%) — Cu

Nous présentons dans cette partie une comparaison des résultats obtenus entre notre modéle
de solidification équiaxe et le modéle triphasique de Wang & Beckermann [176] lorsque le nombre
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de site de nucléation est pris égal & 109m=3.

Nous avons choisi une loi de nucléation continue (équation 3.182) similaire & celle utilisée
dans la partie 3.15.2 (diffrérentes approches pour la loi de nucléation sont proposées dans
Pannexe G). Afin de coller au maximum au modéle de nucléation de Wang & Beckermann,
nous rajoutons a notre modéle de nucléation, la contrainte 7, = 0 si n, > 10%m 3. Par ailleurs,
nous choisissons un seuil de nucléation nul, de facon & déclencher la germination rapidement
(AT = 0K), comme Wang & Beckermann [176].

Concernant le coefficient d’échange de quantité de mouvement la relations 3.180 utilisée
dans la partie 3.15.2 a été utilisée. Elle se distingue de celle utilisée par Wang & Beckermann
qui ont utilisé la relation C.21 rappelée dans ’annexe C.

La corrélation (3.181) a été utilisée pour le coefficient de viscosité effective de la phase solide.
Nous évaluons, au vu des résultats présentés par Wang & Beckermann [176], qu’en moyenne,
dans ce cas test, la fraction solide interne (rapport entre le volume solide et le volume délimité
par I’enveloppe des cristaux) est proche de 0, 6. Etant donné que la fraction volumique limite de
consolidation de particules sphériques est 0,64 (cela a été vu en annexe C et dans [176]), cela
donne une limite d’agglomération de .,,,, ~ 0,4, en terme de fraction solide. Nous utilisons
cette derniére valeur dans ’expression de la viscosité solide.

Les figures 3.9, 3.10 et 3.11 présentent le champ de fraction volumique solide et le champ
de vitesse liquide aprés respectivement 50, 150 et 350 s de solidification. Dans chaque cas,
nous représentons les champs calculés avec notre modéle et les champs publiés par Wang &
Beckermann [176]. Les cristaux qui ont nucléé prés de la paroi gauche se relocalisent vers le bas.
Au bout d’un certain temps, la limite d’agglomération est atteinte et le transport des cristaux
est arrété. Il se forme alors une zone figée, de moins en moins poreuse au pied du domaine.
Cette zone est difficile & solidifier car le liquide, enrichi par la solidification, au contact de la
paroi gauche, se retrouve dans la partie basse, dans un état sous-saturé.

F1G. 3.9: Champ de fraction volumique solide et champ de vitesse liquide aprés 50 s. La figure
de gauche est obtenue avec notre modéle de solidification (Vipez = 2,6.107?m.s71), la figure de
droite avec le modéle de Wang & Beckermann (Vypee = 3.1072m.s7!)

Les figures 3.12, 3.13 et 3.14 présentent des lignes d’isovaleurs de températures aprés 50, 150,
et 350 s. Dans les premiers instants, les profils sont ceux d'un profil convectif. Ils deviennent
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F1G. 3.10: Champ de fraction volumique solide et champ de vitesse liquide aprés 150 s. La
figure de gauche est obtenue avec notre modeéle de solidification (Viee = 3.1073m.s7!), la
figure de droite avec le modéle de Wang & Beckermann (Viee = 5.1073m.s71)

F1G. 3.11: Champ de fraction volumique solide et champ de vitesse liquide apres 50 s. La
figure de gauche est obtenue avec notre modeéle de solidification (Vipee = 2.107*m.s7!), la
figure de droite avec le modéle de Wang & Beckermann (Vier = 5.107*m.s71)
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par la suite diffusifs, lorsque ’agglomération a eu lieu. Par rapport aux résultats de Wang &
Beckermann, nous observons une ressemblance dans les formes de ces lignes d’isovaleurs et leur
ordre de grandeur.

018

i

F1G. 3.12: Lignes d’isovaleurs de température aprés 50 s de solidification. La figure de gauche
est obtenue avec notre modéle, la figure de droite avec le modéle de Wang & Beckermann

914

—
e e

F1G. 3.13: Lignes d’isovaleurs de température aprés 150 s de solidification. La figure de gauche
est obtenue avec notre modéle, la figure de droite avec le modéle de Wang & Beckermann.

Nous présentons dans les figures 3.15, 3.16 et 3.17 les champs de concentration. En début
de solidification, le solide appauvri se relocalise dans la partie basse, alors qu’un liquide riche
s’accumule en haut. Au contraire, en fin de solidification, nous observons un enrichissement
dans la partie basse du domaine. En effet, apres agglomération des cristaux, seul le mouvement
du liquide est possible. Ce dernier descend & proximité de la paroi froide, et se relocalise dans
les parties basses. Nous pouvons noter un bon accord entre la forme du champ de concentra-
tion pour les deux codes, ainsi qu'un bon accord sur l'ordre de grandeur des concentrations
maximales et minimales.
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|

szo

F1G. 8.14: Lignes d’isovaleurs de température aprés 350 s de solidification. La figure de gauche
est obtenue avec notre modéle. La figure de droite avecle modéle de Wang € Beckermann.

0,12

0,1

~0.04

F1G. 8.15: Champ de concentration obtenu aprés 50 s de solidification. La figure de gauche est
obtenue avec notre modeéle, la figure de droite avec le modeéle de Wang € Beckermann.
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0,12

e 0.12
0.1 ¢
N 0.1
0.08 1 0,03

0,06
0,06

0,04
0,04
0,02

0,02

FiG. 8.16: Champ de concentration obtenu aprés 150 s de solidification. La figure de gauche
est obtenue avec notre modéle, la figure de droite avec le modeéle de Wang € Beckermann.

FiG. 8.17: Champ de concentration obtenu apres 350 s de solidification. La figure de gauche
est obtenue avec notre modéle, la figure de droite avec le modeéle de Wang € Beckermann.

115



Validation du modéle de solidification équiaxe

116



Chapitre 4

Transition colonnaire-équiaxe

Nous avons montré dans l'introduction que de nombreux modéles ont été proposés pour
traiter un unique régime de solidification. Dans le chapitre 2, nous avons étudié la croissance
colonnaire et au chapitre 3, nous avons développé un modéle macroscopique de croissance
équiaxe.

Peu de travaux permettent de coupler dans un unique modéle les deux processus de crois-
sance [49, 174, 110, 103], pour prévoir la transition de I'un vers 'autre. La principale difficulté
réside dans le calcul de la surfusion dans le liquide en aval de la zone colonnaire, qui est a
Porigine de la nucléation des cristaux équiaxes. Nous avons noté (dans la partie 2.4) que notre
modéle de croissance colonnaire ne permettait pas de modéliser ce sous-refroidissement, car
le taux de changement de phase est proportionnel & ce dernier, ce qui revient a propager les
dendrites dans toutes les zones sous-refroidies. Nous allons proposer, dans ce chapitre, une mo-
dification, pour intégrer la cinétique des phénoménes. Il sera alors possible de coupler dans un
méme modéle les deux régimes. Nous réaliserons ensuite des calculs qui permettront de montrer
qualitativement les possibilités de notre approche.

4.1 Modéliser la surfusion avec le modéle colonnaire

4.1.1 Le probléme posé par le modéle colonnaire initial

Nous avons choisi une approche avec une hypothése de non-équilibre chimique [24, 61|. Cette
hypothése considére que la concentration intrinséque moyenne dans une phase est différente de
la concentration d’équilibre. Dans le chapitre 2 portant sur le rappel du modéle macrosco-
pique colonnaire, I’équation sur le taux de changement de phase (2.18) a été développée. Nous
rappelons ici cette équation, en négligeant les termes en gradients de porosité :

a&jsps 1 . , . ,
= e [03hm, (CF = (C5)*) + pehn,, (C — (C)")] (4.1)

S

Le taux de solidification dépend des flux d’espéces a 'interface entre les deux phases. Ces flux
interviennent du coté solide, Ay, (C: — (C,)%), et du coté liquide, hn,, (C; — (Cp)?), et font
intervenir les coefficients macroscopiques d’échange h,,,, et h,,, [107, 17]. Pour ces coefficients
d’échange d’espéces, pour les calculs réalisés dans la partie 2.3, nous avons utilisé la relation
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(2.21) qui les fait dépendre proportionnellement a la diffusion d’espéce Dy, a la densité d’aire
interfaciale Ay et a l'inverse d’une longueur caractéristique de diffusion d’espéces Ij [129, 17].
Nous avions pris la longueur de diffusion [, égale a ’espacement interdendritique secondaire
Ao [24, 61], et I'aire interfaciale était évaluée selon la relation (2.22) [149, 67]. Les corrélations
suivantes ont donc été utilisées :

DZ Ds
hm, =12—— et h,,, =12 4.2

Mys A2265 Mg )\2265 ( )
Nous remarquons que les corrélations (4.2), dépendent uniquement des fractions volumiques
locales des phases sans tenir compte aux aspects liés & la cinétique d’avancée du front. Ainsi,
la solidification est provoquée dés qu’un déséquilibre chimique apparait, sans possibilité de
modéliser la surfusion.

4.1.2 Proposition pour intégrer la cinétique de solidification

Les relations (4.2) découlent des équations (2.21) et (2.22). Cette derniére exprime la densité
d’aire interfaciale A; en fonction de la fraction volumique de phase. Il semble pertinent de
dissocier la dépendance des coefficients d’échange a la fraction volumique solide. Nous proposons
donc de considérer A; comme un champ physique du modéle, dont dépendent directement les
coefficients d’échange. Lorsque le front colonnaire n’aura pas atteint une maille donnée, la
densité d’aire interfaciale étant nulle, de méme seront les coefficients d’échange et le taux de
solidification. Cette approche va donc nécessiter le développement d’une équation différentielle
régissant ’évolution de ce nouveau champ physique.

De telles approches qui introduisent une densité d’aire interfaciales n’ont jamais été propo-
sées, & notre connaissance, dans le contexte de la solidification. Dans d’autres contextes, pré-
sentant des écoulements diphasiques macroscopiques de deux fluides, tels que les écoulements
de bulles [105, 92] ou des modéles de combustion [101, 29, 48] (entre gotites de combustible et
comburant gazeux), des approches semblables ont été proposées.

Remarquons pour notre application que certains auteurs ont mentionné qu’il n’est parfois
pas judicieux d’utiliser la densité d’aire interfaciale dans I’expression des coefficients d’échange,
lorsque la forme des cristaux est trés dendritique [140, 174, 18, 175, 176]. Ces différents auteurs
ont indiqué que la densité d’aire de I’enveloppe des cristaux était un meilleur indicateur. En
effet, le liquide interdendritique est en général trés homogéne, et les flux d’espéces interviennent
a l'extérieur de I’enveloppe des cristaux. Ceci est illustré a la figure 4.1, ou l'interface solide-
liquide et I’enveloppe des cristaux sont représentées sur une image du champ de concentration.
Nous allons donc considérer A, comme la densité d’aire de I’enveloppe des cristaux.

4.1.3 Modéliser I’évolution de la densité d’aire interfaciale
Equation d’évolution

Dans I’équation (4.2), si nous faisons apparaitre la densité d’aire interfaciale dans les coef-
ficients d’échange, nous pouvons interpréter le taux de changement de phase comme le produit
de la densité d’aire par une vitesse de déplacement de I'enveloppe des cristaux :
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— C Interface Solide-
Y Y \r"\ Liquide

Enveloppe des
Dendrites

F1G. 4.1: Champ de concentration pour des dendrites colonnaires : Interface solide-liquide et
enveloppe des cristauz.

=AY, 7 (4.3)

La vitesse de l'interface, en fait assimilable & la vitesse des pointes de dendrites, est donnée
par :

1 D peD
VR = g |5 (0~ (0 + B — (e (14
Nous allons utiliser I’expression (4.4) pour modéliser I’évolution de la densité d’aire interfaciale.

En observant des images de dendrites [154, 71, 75|, nous pouvons remarquer que leur enve-
loppe, a souvent une forme de paraboloide de révolution, telle que celle représentée sur la figure
4.2.

Pour simplifier, nous allons supposer que, localement (sur une maille), et dans le coeur de
la zone interdendritique, cette enveloppe est cylindrique. Ainsi I'’enveloppe des dendrites dans
la zone interdendritique peut étre représentée par un assemblage de cylindres dont la distance
interaxe est I’espacement primaire interdendritique. Cette représentation est schématisée dans
la figure 4.3.

Si R est le rayon local du cylindre, alors la densité volumique de surface est donnée par :

2R
A2
Connaissant la vitesse de déplacement de ’enveloppe, égale a la vitesse de pointe des dendrites,

donnée par I’équation (4.4), nous écrivons I’équation d’évolution de la densité d’aire interfaciale
suivante :

Ay =

(4.5)

BAk 27r OR 2«
© = V.. 4.
ot 20t Afvﬁﬁ (4.6)
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F1G. 4.2: Représentation de l’enveloppe des dendrites colonnaires; Gauche : Photos de

dendrites dans un mélange NH,C1(26%) — Hy0 issue de Huppert [75]; Droite : Schémas de
l’enveloppe des cristauz.

I

e

kY
| ¥ \
1 ] '
1 i H
1 ' 1
! : X
I ’
'
‘ >

! i
¢ 7

=

F1G. 4.3: Représentation de l’enveloppe des dendrites colonnaires; Gauche : L’enveloppe
compleéte des dendrites; Droite : Représentation locale par des cylindres.
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Nous remplagons dans 1’équation (4.6) expression de la vitesse de I'interface donnée par 1’équa-
tion (4.4), ce qui nous donne I’équation suivante :

04 _2m 1 [psDs
ot AN2CF—Cr L A

psDs
A2

* * Z
(C; = {Cs)) + (€7 —{Ca)") (4.7)
Notons que la densité de surface ne peut croitre indéfiniment puisque lorsque les cylindres
enveloppes deviennent tangents, leur surface ne peut plus se développer. Dans notre modéle,

cette densité d’aire interfaciale maximale Ay, atteinte lorsque R = 51, est :

™

Ao = —
kO )\1

(4.8)
A ce stade, nous proposons de distinguer deux parties dans la zone interdendritique : La “pointe
de zone interdendritique”, ou la densité d’aire interfaciale croit vers Agg, et oil les change-
ments de phase sont importants et que le liquide est dans un état de déséquilibre. Le “coeur de
la zone interdendritique” qui correspond & une zone pour laquelle la densité d’aire interfa-
ciale a déja atteint la valeur Agy. Cela implique que les enveloppes de dendrite sont tangentes.
Dans cette zone, les changements de phase sont de plus en plus lents, car un liquide enrichi,
tres proche de I’équilibre et difficile a solidifier est piégé. Une représentation de ces deux zones
est représentée a la figure 4.4.

2‘1 do Ay

Ago

Coeur de zone  Pointe de zone

i . Coeur Pointe
Interdendritique Interdendritique Zone interdendritique

o

F1G. 4.4: Schémas de l’enveloppe de dendrites colonnaires. Gauche : Le coeur et la pointe de la
zone interdendritique ; Droite : Profil de la dendité d’aire interfaciale dans l’axe des dendrites.

Les conséquences de l’introduction d’une équation d’évolution de la densité d’aire
interfaciale

En introduisant I’équation (4.7) dans le modéle, les changements de phase ne sont plus direc-
tement controlés par 1’équation (4.2). Lorsqu’une surfusion intervient, une condition nécessaire
pour que la solidification ait lieu, est que la densité d’aire interfaciale soit non nulle.
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L’évolution de ce champ dépend aussi de la surfusion locale. Nous avons représenté dans
la figure (4.5) les dépendances entre les principaux champs qui contrdlent les changements de
phases.

Surfusion
Suirfitsion / \
\ Diminution de| | | Développement Diminution de
/, la surfision dinterface Ay la surfiision
Taux de changement \ /
de phase Taux de changement
de phase

F1G. 4.5: Tableau symbolisant les effets des différents champs; Tableau de gauche : Ancienne
modélisation ; Tableau de droite : Nouvelle modélisation.

4.1.4 Intégrer ’aspect cinétique

La principale originalité de notre approche, par rapport aux travaux précédents [49, 174,
110, 103], réside dans I'introduction d’un champ de densité d’aire interfaciale et d’une équation
d’évolution de celui-ci. Cependant, rajouter 1’équation (4.7), dans le modéle de solidification
colonnaire n’est pas suffisant pour éviter de provoquer instantanément la création d’interface
et la solidification dans le liquide sursaturé. Nous devons prendre un critére qui conditionne la
résolution de I’équation (4.7) et qui tienne compte de la cinétique de la progression du front
dendritique. Le choix du critére est important, puisqu’il va influencer la cinétique de progression
du front colonnaire, et la transition colonnaire-équiaxe. Les méthodes de suivi de la pointe de
dendrites telle que [49, 174, 103] sont possibles, mais difficiles 4 mettre en oeuvre.

Nous avons choisi un critére plus simple, basé sur le gradient minimum de densité d’aire
interfaciale en pointe de zone dendritique. Celui-ci devra étre supérieur & une valeur limite
IV Agol| (représentée sur la figure 4.4). Dans la partie 4.1.3 et dans la figure 4.4 nous avons
montré que la zone de pointe de dendrites voyait sa densité d’aire interfaciale passer de Agg 4 0
sur une épaisseur dy. Il est donc pertinent d’exprimer ce gradient limite de la fagon suivante :

IV Agoll = —= (4.9)

Le paramétre dy qui est relatif & la morphologie de la zone dendritique, devient un paramétre
du modeéle. Pour les calculs que nous avons réalisés, nous avons pris une valeur constante tout
au long du calcul. En pratique, la morphologie de la pointe de dendrites dépend des conditions
de refroidissement : vitesse de l'interface, gradient de température, température de pointe de
dendrite. Des auteurs ont proposé des corrélations permettant de relier certaines longueurs
caractéristiques (comme le rayon de courbure de I'extrémité de la dendrite ou les espacements
interdendritiques) a ces conditions [86].
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Dans I’avenir, nous envisageons d’exprimer dy par ce genre de relation, qui nous permettra
donc d’estimer en temps réel son évolution.

4.1.5 Implémentation numérique

Pour introduire la résolution du paramétre A, dans la méthode numérique décrite dans la
partie 3.14, nous résolvons la nouvelle équation, aprés la résolution des équations de Navier-
Stokes (Etape 1) et de I’équation de conservation de ’énergie (Etape 2), et avant la résolution
des équations de conservation de la densité de cristaux (Etape 3), des espéces et de la fraction
volumique solide (Etape 4). Ainsi, ces derniéres sont résolues avec la nouvelle valeur de la
densité d’aire interfaciale. La vitesse de déplacement du front est exprimée explicitement, en
fonction des valeurs des champs de concentration et du champ de température. De la méme
facon que pour le modéle colonnaire, la résolution du systéme complet est résolue de maniére
itérative jusqu’a ce que la convergence de tous les champs soit vérifiée (méthode de point fixe
[145]).

4.2 Calculs réalisés

Nous avons repris le cas test du laboratoire EPM (Expérience C, décrite au chapitre 2 et
réalisée par Quillet [127]) pour tester le nouveau modéle. Nous rappelons que les propriétés
physiques du mélange et les conditions expérimentales sont listées dans le tableau 2.2.

4.2.1 Premiers calculs pour les régimes couplés

Pour les propriétés macroscopiques de transport telles que la perméabilité de la zone den-
dritique colonnaire, les tenseurs de diffusivité thermique et de diffusion massique, nous avons
repris les mémes corrélations que celles utilisées dans la partie 2.3 pour la validation du modele
colonnaire. Concernant ’épaisseur de la pointe de dendrites, ne disposant pas d’information
précise sur la morphologie des dendrites, nous avons pris dy = 5.1073m pour ces premiers cal-
culs. La valeur de la densité d’aire interfaciale maximale est déduite de la relation (4.8), et étant
donnée que A\; = 3.107*m (cela a été vu au tableau 2.2), nous obtenons Ay = 10466m .

Pour la loi de nucléation de cristaux équiaxes, nous avons fait un choix semblable a celui de
la partie 3.15 de prendre la loi de nucléation continue suivante, dépendant de la surfusion AT :

ne = 10"°(AT — 3)* si AT > 3, 0 sinon (4.10)

Nous avons pris la valeur 3K pour la surfusion minimale avant que les premiers cristaux ne
nucléent. Pour les transferts de quantité de mouvement avec les cristaux dispersés, nous avons
pris les mémes corrélations que celles utilisées & la partie 3.8. Pour les coefficients de trainée,
nous avons utilisé :

=

oS
e = 21 = (487? 2€cn§)

» (4.11)

Pour la viscosité solide, nous avons pris :
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10
e = He (2.5 +10%° (6—> ) POUr £¢ < Ecmag €6 f1; = 00 sinon (4.12)
5cma$

Nous avons pris €., = 0,52 qui est une valeur différente de celle que nous avions prise dans
la partie 3.15 (€¢maz = 0,1). En effet, ne disposant pas d’information sur la morphologie des
cristaux équiaxes qui apparaissent, nous ne connaissons pas la fraction volumique maximale
avant agglomération. La valeur que nous avons choisie est proche de celle correspondant a des
cristaux globulaires (voir annexe G).

Les premiers calculs ont été réalisés en une dimension et les résultats sont présentés sur
les figures 4.6 & 4.9. Afin de montrer la capacité du code a simuler les différentes étapes, nous
présentons des courbes a différents instants : ¢ = 660s, 720s, 780s sur les figures 4.6 et 4.7,
ou seule la solidification colonnaire intervient, puis ¢ = 840s, 960s, 1080s, sur les figures 4.8
et 4.9, ou la solidification équiaxe a commencé. L’évolution du profil de fraction volumique de
solide colonnaire est présentée sur la figure 4.6. Nous constatons que le profil posséde une forme
plus cohérente pour des structures de zones colonnaires que celles obtenues au chapitre 2.3 (par
exemple sur la figure 2.20) : Cette derniére a une extension limitée, et la décroissance de la
fraction solide s’accélére lorsque celle-ci tend vers 0.

Fraction volumique

0.8
de solide colonnaire
0.6
Courbe A: t=660s
0.4 Courbe B: =720s
I Courbe C: =780s

02 \’B-‘

Al
0 L A
4] 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

Position sur ['axe x (m)

F1G. 4.6: Calcul 1D de solidification colonnaire/équiaze ; Champ de fraction volumique de
solide colonnaire

Sur la figure 4.7, nous avons représenté les profils de surfusion et de densité d’aire interfaciale
en début de solidification. Concernant la premiére grandeur, nous constatons qu’elle est positive
mais qu’a aucun moment et a aucun endroit, la surfusion ne dépasse la valeur 3K . Cela justifie
le fait que la solidification équiaxe n’ait pas commencé, puisque nous avons choisi la germination
des premiers cristaux a partir de 3K (cf relation (4.10)). Concernant la seconde grandeur, nous
remarquons qu’elle prend des valeurs non nulles aux endroits ol la fraction solide est elle aussi
non nulle. Cette grandeur est croissante avec le temps, ce qui traduit I'augmentation de la
densité d’aire interfaciale, provoquée par la surfusion.

La seconde étape du processus de solidification concerne la nucléation et la croissance de
cristaux équiaxes. Sur la figure 4.8, les profils de fraction volumique de solide colonnaire et
fraction volumique de solide équiaxe sont présentés aprés une longue période de solidification.
Nous pouvons observer le début de la solidification équiaxe, a environ 8mm de la paroi froide.
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F1G. 4.7: Calcul 1D de solidification colonnaire/équiaze ; Gauche : Champ de
sous-refroidissement (K); Droite : Champ de densité de surface

La fraction volumique des cristaux équiaxe augmente progressivement, et ceux-ci occupent rapi-
dement une grande partie du volume. Dans le méme temps, les dendrites colonnaires continuent
de progresser, mais leur progression est influencée par la présence des cristaux qui consomment
une partie de la surfusion du liquide.
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F1G. 4.8: Calcul 1D de solidification colonnaire/équiaze ; Gauche : Champ de fraction
volumique de solide colonnaire; Droite : Champ de fraction volumique de solide équiaze

Nous présentons & la figure 4.9 ’évolution de la surfusion et de la densité volumique d’aire
interfaciale pendant la phase de solidification équiaxe. Nous remarquons que les profils de
surfusion culminent & 3K, valeur qui coincide avec la nucléation des cristaux. Cette valeur
n’est jamais dépassée, car les cristaux apparaissant, maintiennent le sous-refroidissement & une
valeur légérement inférieure. Le profil de densité d’aire interfaciale représenté sur la figure 4.9
est perturbé par ’apparition des cristaux.

Sur cet exemple simple de solidification, nous avons montré la capacité de cette modélisa-
tion simple a simuler la surfusion et & coupler les deux régimes de solidification. Nous allons
maintenant présenter des calculs similaires en deux dimensions, afin de tester le couplage du
modéle de solidification avec le modéle d’écoulement diphasique.
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F1G. 4.9: Calcul 1D de solidification colonnaire/équiaze ; Gauche : Champ de surfusion (K);
Droite : Champ de densité volumique de surface

4.2.2 Calculs en deux dimensions

Nous reprenons a nouveau le cas-test de I'expérience de Quillet [127]. Dans le terme de
gravité de I’équation de quantité de mouvement de la phase solide, la masse volumique solide
est fixée a : p. = py + 10kg.m 3. La valeur de la densité solide est supérieure & la valeur de py,
ce qui aura tendance a faire sédimenter les cristaux. Pour I'implémentation numérique, nous
prenons une hypotheése identique a celle de Boussinesq : La valeur de p. est uniquement utilisée
dans le terme de gravité. Dans les autres termes des équations de conservation macroscopiques,
ol p. intervient, nous utilisons p. = py, la masse volumique de référence. Afin de montrer
le déroulement du processus de solidification, nous présentons certaines variables a différents
moments clefs du processus. Sur la figure 4.10, nous présentons les champs de fraction volumique
de solide colonnaire et de sous refroidissement en début de solidification, alors que seule la
solidification colonnaire a commencé. La zone dendritique est moins étendue qu’avec la version
initiale du modéle (voir figure 2.20). La surfusion atteint un maximum de 2,55K, qui est
inférieur a la valeur limite de 3K pour laquelle les premiers cristaux nucléent.

F1G. 4.10: Calcul 2D de solidification colonnaire/équiaze aprés 720s de solidification ;
Gauche : Champ de fraction volumique de solide colonnaire ; Droite : Champ de
sous-refroidissement (K) (la valeur mazimale est de 2,55K)
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Lorsque la surfusion dépasse la valeur limite de 3K, le régime de croissance équiaxe est
amorcé. Sur la figure 4.11, les champs de fraction volumique de solide colonnaire et de solide
équiaxe sont représentés aprés la nucléation des premiers cristaux. La zone interdendritique
continue & progresser, mais sa progression est ralentie par les premiers cristaux qui germent. Les
cristaux nucléent & ’endroit ou la surfusion est maximale, c’est & dire dans le coeur de la phase
liquide et au voisinage de la zone interdendritique. Ils sont ensuite entrainés par I’écoulement,
n’ayant pas assez d’inertie pour flotter a cause de leur petite taille initiale. Lorsqu’ils deviennent
gros, ils sédimentent et s’accumulent au fond du volume.

0,365 0,29
0,292 0,23
0219 0,17
0,146 0,12
0,073 0,06
LE-6 T e 0

F1G. 4.11: Calcul 2D de solidification colonnaire/équiaze aprés 900s de solidification ;
Gauche : Champ de fraction volumique de solide colonnaire ; Droite : Champ de fraction
volumique de solide équiaze

Nous représentons sur la figure 4.12 les champs de surfusion et de densité de cristaux. La
surfusion maximale vaut 3K, ce qui correspond au critére de nucléation choisi. L’apparition des
cristaux entraine une diminution du déséquilibre local qui passe en dessous de 3K. La densité
de cristaux maximale est de ’ordre de 10°m ™2, et les plus fortes densités sont dans un premier
temps rencontrées aux endroits ol les cristaux nucléent, dans un deuxiéme temps aux endroits
ot ils se relocalisent (en bas du domaine).

5.10°

4.10°

3.109

2,109

109

R . ¢

F1G. 4.12: Calcul 2D de solidification colonnaire/équiaze aprés 900s de solidification ;
Gauche : Champ de surfusion; Droite : Champ de densité volumique de cristauz
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Lorsque la solidification est plus avancée, la fraction volumique des cristaux devient proche
de la valeur limite de consolidation. Nous représentons sur la figure 4.13 les champs de fraction
volumique de solide colonnaire et équiaxe. On peut constater que la zone dendritique colonnaire
a progressé malgré la nucléation des cristaux. Les cristaux accumulés en bas du domaine oc-
cupent une zone assez étendue. Leur fraction volumique maximale est de 0, 43, ce qui implique,
au vue de la loi de viscosité équivalente donnée a I’équation (4.12) et de la valeur e.,,4, = 0, 52
que le lit de cristaux est sur le point d’étre consolidé.

0,51 043
041 035
0.3 0,26
2 - 0,17

0,1

F1G. 4.13: Calcul 2D de solidification colonnaire/équiaze aprés 1200s de solidification ;
Gauche : Champ de fraction volumique de solide colonnaire; Droite : Champ de fraction
volumique de solide équiazxe

Les champs de surfusion et de densité de cristaux sont présentés sur la figure 4.14. La
surfusion maximale est encore de 3K, ce qui implique que la nucléation se poursuit. Dans la
zone dendritique et dans le lit de cristaux, la surfusion est trés faible, ce qui signifie que ces
zones sont proches de I'équilibre. La densité de cristaux maximale se maintient autour d’une
valeur maximale correspondant a la limite d’agglomération.

5.10°

107

3.10°

2.10°

109
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F1G. 4.14: Calcul 2D de solidification colonnaire/équiaze aprés 1200s de solidification ;
Gauche : Champ de surfusion; Droite : Champ de densité volumique de cristauz

Sur le cas-test de solidification étudié a ’'EPM, nous avons montré un calcul en deux di-
mensions de solidification couplée colonnaire-équiaxe. Les résultats paraissent physiquement
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cohérents et le modeéle semble capable de traiter la transition d’un régime vers l'autre. Une
validation plus précise est nécessaire. Il faudrait alors disposer d’une expérience ou les deux
processus ont été observés, et connaitre précisément les lois de comportement des matériaux
telles que les lois de nucléation et la morphologie des dendrites et cristaux formés.

4.2.3 Test de convergence au maillage

Afin de poursuivre I’étude du code, nous avons réalisé une étude de sensibilité au maillage.
Cette étude permet de vérifier que la modification de la cinétique de croissance de la zone
dendritique n’introduit pas de dépendance au maillage. De plus, il est important de vérifier
que les principales caractéristiques de la transition entre les deux régimes ne sont pas non
plus dépendantes du maillage. L’étude a été réalisée en 1D, ce qui permet en particulier de
tester des maillages trés fins. Cependant en 1D, la convection n’intervient pas, ce qui peut
restreindre la portée de cette étude de sensibilité. Nous avons repris le cas-test utilisé dans les
parties précédentes, et avons réalisé une série de calculs pour 3 maillages différents : 40, 80
et 160 mailles. Les résultats de ’étude sont reportés sur la figure 4.15 qui montre les champs
de fraction volumique solide. Les calculs sont présentés pour l'instant ¢ = 1200s, alors que la
solidification est bien avancée et que les deux processus de solidification sont intervenus. Nous
remarquons qu’avec 40 mailles, un écart dans les résultats s’observe par rapport aux autres
calculs. Au contraire, les calculs & 80 et 160 mailles sont trés proches. La cinétique d’avancée du
front ainsi que la transition d’un processus vers ’autre ne dépendent pas du maillage, a partir
de 80 mailles dans ce cas précis.

1 1
Fraction volumique ; ;
0.8 L Fraction volumique de
7+ de solide colonnaire 0.75
I solide colonnaire
0.6
0,5 :
e 40 mailles 40 mailles
0,4 80 maille 80 mailles
;Y mailles 160 mailles
/160 mailles 0.25 .
02 Position sur l'axe x (m) Position sur l'axe x (m)
0 0 S e
0 0.01 0,02 0,03 004 005 0 0,01 0,02 0,03 004 005

F1G. 4.15: Calculs 1D, convergence au maillage, aprés 1200s; Gauche : Champ de fraction
volumique de solide colonnaire; Droite : Champ de fraction volumique de solide équiaze

Les résultats de 1’étude de convergence sont présentés pour les champs de sous refroidisse-
ment et de densité d’aire interfaciale sur la figure 4.16. Dans les deux cas, nous remarquons la
bonne convergence des résultats pour des maillages comprenant plus de 80 mailles.

Il semble que la convergence des résultats soit liée au choix de la taille de la pointe des
dendrites. Plus ce paramétre est petit, plus il faut un maillage fin pour obtenir des résultats
convergés. Un nombre minimal de mailles (environ 8 mailles dans ce cas) dans la pointe des
dendrites semble nécessaire, pour assurer la convergence des résultats. Cela résulte du choix
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F1G. 4.16: Calcul 1D, convergence au maillage, aprés 1200s ; Gauche : Champ de
sous-refrotdissement ; Droite : Champ de densité volumzque de surface

d’un critére portant sur le gradient de dendité d’aire interfaciale. Cela impose d’avoir un nombre
suffisant de mailles dans la zone de pointe de dendrites pour bien évaluer ce gradient.

4.2.4 Sensibilité au parameétre d

Nous avons réalisé des calculs dans le but de tester I'influence du paramétre dy. Reprenant le
méme cas-test, nous avons testé deux valeurs de la taille de la pointe de dendrites : 5.10 ®m et
10.10 3m. Les calculs ont été réalisés en 1 D. Sur la figure 4.17, les profils de fraction volumique
de solide colonnaire et les profils de sous-refroidissement sont présentés.

I 4

| Fraction volumique de - Sous-refroidissement (K)
0.8 : ;

[ solide colonnaire 3
06|
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F1G. 4.17: Influence de la taille de la pointe des dendrites aprés 840s ; Image de gauche :
Profils de fraction volumique de solide colonnaire ; Image de droite : Profil de
sous-refroidissement

On peut d’abord observer que la vitesse d’avancée de la pointe des dendrites est d’autant
plus rapide que le paramétre dy est grand. Nous pouvons aussi observer que dy détermine la
largeur de la zone de pointe des dendrites.

Au contraire, prés de la paroi froide, les deux profils présentés sur la figure de gauche de
4.17 sont superposés. Le paramétre dy a donc un effet sur la structure de la pointe de la zone
dendritique, mais ne modifie pas le reste.
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Nous remarquons que le sous-refroidissement est faible dans les deux cas, dans le coeur de
la zone dendritique, et présente des profils différents en pointe de dendrites et dans le liquide.
Une faible valeur de dy limite ’avancée des dendrites, ce qui résulte en un sous-refroidissement
plus grand. Ce dernier point a une conséquence importante dans le contexte de la transition
colonnaire-équiaxe, puisque la probabilité d’observer la transition entre les deux régimes de
solidification sera d’autant plus élevée que d, sera faible.

4.2.5 Importance des critéres de convergence

Nous notons qu’il est important de choisir des critéres de convergence faibles pour obtenir
de bons résultats. Ces critéres décident pour une itération en temps, si la norme de I’écart entre
deux champs consécutifs de la méthode itérative est suffisamment faible, pour que I’on puisse
passer au pas de temps suivant. Les critéres de convergence correspondent donc a l'ordre de
grandeur de l'erreur tolérée a chaque pas de temps.

Dans le modéle, nous utilisons des lois présentant une grande sensibilité & certains champs,
comme la loi de nucléation (rappelée dans 1'équation (4.10)) qui dépend de la température
et la concentration moyenne dans le liquide. Une erreur sur I'un de ces deux champs peut
générer des écarts conséquents sur le taux de nucléation. Les résultats peuvent alors étre trés
différents (transition colonnaire équiaxe précoce par exemple) si la précision des champs de
température et concentration n’est pas assurée. Dans ce but, les critéres de convergence doivent
étre suffisamment rigoureux et doivent étre vérifiés. Nous avons observé dans nos calculs que
des critéres de convergence relatifs de 10~7 permettaient d’avoir de bons résultats.

4.3 Conclusion de I’étude de la transition colonnaire-équiaxe

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modification du modéle colonnaire décrit dans la
partie 2, permettant de modéliser la surfusion en aval de la zone dendritique et la germination
des cristaux équiaxes. La principale originalité de la méthode est d’introduire un nouveau
champ, la densité volumique d’aire interfaciale enveloppe, a partir de laquelle on peut estimer les
coefficients d’échange d’espéces. Nous avons proposé une équation d’évolution de cette grandeur
en modélisant localement 1’enveloppe des dendrites par des cylindres et en se basant sur la vitesse
d’avancée de la pointe des dendrites.

La seconde originalité, vise a tenir compte de la cinétique d’avancée du front colonnaire,
en posant un critére qui conditionne la résolution de I’équation d’évolution de la densité d’aire
interfaciale. Pour nos calculs, nous avons choisi un critére portant sur le gradient de densité
d’aire interfaciale en pointe de dendrites.

Nous avons réalisé des calculs en 1 et 2 dimensions de ’expérience de solidification de
I’EPM (Expérience C). Les résultats semblent physiquement acceptables, mais une validation
quantitative précise reste nécessaire. Elle n’est cependant pas possible, par manque d’un cas-test
précis.
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Chapitre 5

Vers la perspective de simulations
numériques directes de croissance de
cristaux

La méthode de prise de moyenne volumique, qui a été utilisée dans les chapitres 2, et
3, présente 'avantage d’intégrer a I’échelle macroscopique les effets des structures locales, a
travers les propriétés de transport macroscopiques. Ces coefficients de transfert sont déterminés
numériquement, par la résolution de problémes de fermeture portant sur les fluctuations des
champs, et résolus sur des cellules unitaires représentatives du milieu diphasique. Une des
difficultés de la méthode réside dans la détermination de ces structures représentatives. Goyeau
& al. [60], Bousquet-Mélou & al. [26], ou Neculae & al. [106] ont utilisé des images digitalisées
de dendrites obtenues expérimentalement. Malheureusement, de telles images sont difficiles a
obtenir pour la plupart des mélanges et une alternative est d’utiliser une méthode de simulation
numérique directe de croissance de cristaux.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un modéle de champ de phase visant & simuler la
solidification a 1’échelle des plus petites structures. Nous négligeons la convection pour simplifier
I’approche et nous n’allons pas intégrer les effets de I’anisotropie de la tension de surface. Ce
dernier mécanisme devra étre introduit afin de pouvoir simuler la croissance dendritique. Ce
travail représente donc une premiére étape en vue de disposer d’un outil permettant le calcul
des structures locales, qui pourront ensuite étre utilisées pour la résolution des problémes de
fermeture.

La plupart des méthodes de champ de phase présentées dans 'introduction (1.4) sont basées
sur le principe de minimisation de ’énergie libre totale du systéme [177, 82, 158, 3, 98, 151].
Elles nécessitent donc la construction d’une fonction, jouant le role de d’énergie libre. Evaluer
cette fonction, qui doit tenir compte des propriétés physico-chimiques du mélange, tout en
s’adaptant a la modélisation de I'interface diffuse est difficile. Nous avons décrit dans I’annexe
H le principe de ces méthodes. Beckermann & al. [13] et Boettinger & al. [23] ont proposé
une méthode pour laquelle I’équilibre des phases est représenté par le diagramme de phase.
Nous avons choisi d’utiliser cette modélisation, plus intuitive, et plus facile & mettre en oeuvre.
Nous allons présenter dans la partie suivante le développement de ce modéle, nous expliquerons
ensuite le travail d’implémentation numérique que nous avons réalisé, avant de présenter une

133



Modéle de champ de phase

validation et des applications.

5.1 Modéle de champ de phase

Pour la simulation numérique directe de la solidification de mélanges binaires, un modéle
doit résoudre les champs de température, de concentration dans le liquide et le solide et situer
I'interface entre les deux phases. Celle-ci constitue physiquement une surface infiniment fine
qui est difficile & localiser avec des méthodes numériques classiques. Les méthodes de champ de
phase [177, 82, 98, 151, 13| proposent I'introduction d’une variable champ de phase ¢, qui prend
la valeur 1 dans le solide, et 0 dans le liquide avec une transition continue sur une épaisseur
0, qui est un paramétre ajustable du modéle. Une équation différentielle est posée sur cette
nouvelle variable physique, et elle permet de suivre les déplacements de 'interface diffuse.

Remarquons que la variable ¢ peut étre interprétée comme une probabilité de présence de la
phase solide. En adoptant ce point de vue, nous pouvons proposer une démarche mathématique
pour construire le champ de phase. Pour un mélange solide / liquide réel, considérons la fonction
indicatrice de phase, (x), valant 1 dans le solide, 0 dans le liquide et discontinue a la traversée
de l'interface (voir figure 5.1). Le champ de phase au point )?0) peut s’interpréter comme la
moyenne sur le volume total de x :

- -

o(X0) = [ fo(X - Xopu(X)dX (5.1)
tot

La fonction fs qui apparait dans I'intégrale de (5.1) est une fonction de pondération pour le

calcul de la moyenne. Elle doit vérifier la propriété suivante / f¢(?)d)_() = 1. Dans le cas ou
Viot

. 1 R
cette fonction est constante égale a yr, sur une sphére de volume Vj, centrée en Xy, et nulle

a l'extérieur de cette sphére, cette moyenne est équivalente & une moyenne volumique. Nous
avons représenté cette derniére situation sur la figure 5.1, avec une sphére de diamétre d.

Liguide

Cr A=0
Folume Brgude
de prise ¢=0

de moyenne
'

Interface

Fi1G. 5.1: Interprétation de la méthode de champ de phase, en terme de moyenne volumique
sur un Volume de prise de moyenne sphérique.
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Avec cette hypothése, il est possible de définir une valeur moyenne, au sens de (5.1), pour
chaque champ et de développer des équations d’évolution en prenant la moyenne des équations
de conservation locales.

5.1.1 Equation de conservation des espéces

Dans un mélange solide / liquide réel, les champs Cy et Cy sont définis sur leurs phases
propres : C, est défini dans la phase solide et n’est pas défini dans la phase liquide et récipro-
quement pour Cy. Afin de pouvoir appliquer la définition de la prise de moyenne (5.1), nous
devons prolonger les champs de fagon a ce qu’ils soient définis sur tout le domaine. Nous pose-

rons donc Cy = kC, sur la phase £ et C; = —> sur la phase s ol k est le coefficient de partition

définissant 1’équilibre chimique des phases. Les champs moyens sur les concentrations vérifient
la condition suivante :

C, = kC, (5.2)

Il est aussi possible de définir un champ de concentration unique C' = xC; + (1 — x)Cy, valable
dans tout le domaine, et égal & C; dans le solide, et a C, dans le liquide. La moyenne de ce
champ donne

C =¢Cs + (1 —8)Cy (5.3)

Elle tend vers C; dans le solide et vers Cp dans le liquide, avec une transition progressive a
la traversée de l'interface diffuse. Par ailleurs, en combinant les relations (5.2) et (5.3), nous
pouvons exprimer les concentrations intrinséques de chaque phase en fonction de C' et ¢ :

C kC
Ci=—"""—=eet ()= ——F"— (5.4)
— ok+(1-9¢) T ¢k+(1-9)
Etant donné que le champ C suffit pour caractériser les compositions des deux phases, nous
nous limitons comme Beckermann & al. [13] ou Boettinger & al [23] & développer une unique
équation sur la concentration. Nous moyennons les équations de conservation microscopiques des
espéces sur chaque phase avant de les sommer et obtenir une unique équation de conservation

des espéces, valable dans tout le domaine :
oc

5=V [6D,VC, + (1 — ¢)DVCy| (5.5)

En injectant I’expression 5.4 dans ’équation 5.5, nous aboutissons & une équation dépendant
uniquement de C [13, 23] :

0C (1-k)C
57 =V.D lvg+ T ww} (5.6)

Dans I'équation (5.6), le coefficient D est donné par [13, 23] :
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. 1—¢

D =D+ (D, - Ds)m (5.7)

5.1.2 Equation de conservation de 1’énergie

Pour obtenir ’équation de conservation de I’énergie, nous procédons de la méme fagon que
pour les espéces. Nous moyennons les équations microscopiques de conservation de I’énergie sur
chaque phase et nous les sommons [13, 23] :

OH, _ OH, _
% VA VT et 5 = VAV, (5.8)
En rappelant que :
Hy = Cp,(Ts — Tewt) et Hy = Cp, (T — Tewt) + L (5.9)

Nous avons supposé les capacités thermiques de chaque phases et les conductivités thermiques
égales & C), et )\ et nous prenons par ailleurs Ty = T; = T. Les équations moyennées sont
sommeées pour aboutir & I’équation de conservation suivante.

01 9 0¢
= = | - 5.10
pCy 5 AVT + 5t ( )

5.1.3 Equation sur le champ de phase

Nous décrivons dans cette partie, la méthode de Beckermann & al. [13] et Boettinger & al.
[23] pour développer une équation différentielle sur le champ de phase. Ces auteurs ont montré
I’équivalence de leur méthode avec I'approche par minimisation de 1’énergie libre pour le cas
des corps purs [23].

Les deux forces qui pilotent la cinétique d’une interface sont la surfusion a l'interface et la
force de tension de surface, représentées sur la figure 5.2.

L’hypothése de départ est de supposer la proportionnalité entre la vitesse d’interface et la
somme des forces de déplacement :

Vi =y (Tsol +meCy— T — %) (5.11)

Le coefficient de proportionnalité p4 est appelé mobilité. C’est un paramétre de modéle qui
apparait également dans les modéles de minimisation de 1’énergie libre.

Afin d’obtenir une équation d’évolution du champ de phase, nous pouvons exprimer la
vitesse de déplacement par sa définition :

_ 0¢/0t
7= (s) 12
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Solide Ligiade
o4

T G

Rayon de .

Courbure R

7
inferface
F=—(IT/p)7

Force de
Force de desequilibre
courbitre

F=(Tyor-my Ci-T 7
F1G. 5.2: Cinétique d’une interface : Les forces agissant sur l'interface

Par ailleurs, pour exprimer le rayon de courbure d’une interface, nous pouvons utiliser la relation

Vo

classique : — = V.77, ainsi que @ = ———. Elle donne :
TR, ¥ Vel
1 1
= = -t |V = (VoV)|[ Ve (5.13)
R |Vl | |

Les équations (5.12) et (5.13) ne peuvent pas étre implémentées sous cette forme dans un code
de calcul, a cause des termes faisant intervenir ||V¢||. Une fermeture doit étre proposée pour
ces termes, afin d’obtenir une équation dépendant uniquement de ¢. La technique proposée par
Beckermann, est d’imposer le profil de ¢ a travers I'interface (ce qui revient a choisir la fonction
de pondération f de la prise de moyenne 5.1). La fonction suivante est proposée :

o(n) = % (1 — tanh (%)) - (5.14)

% +1
Le paramétre n, est la coordonnée sur l'axe qui traverse 'interface orthogonalement. Cette
fonction posséde la propriété de tendre vers 1 en —oco et vers 0 en 4+o00. Par ailleurs, ’'interface

(que nous définissons comme la zone de passage entre les valeurs 0,95 et 0,05) a une épaisseur
de ¢. Le gradient est donné par la dérivée par rapport a n, de la fonction (5.14) :

Vo = g—ﬁﬁ = —Mﬁ (5.15)

De méme, pour estimer le dernier terme de (5.13), nous pouvons calculer la dérivée seconde de
o :
(Vo) Vel _ 96 369(1— ¢)(1— 2¢)
V4] On? 62

En regroupant dans I’équation (5.11) les résultats (5.12), (5.13), (5.15) et (5.17), nous obtenons
I’équation d’évolution de ¢ :

(5.16)
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_ 366(1— 9)(1 — 20)
52

6¢(1 — ¢)

 — T IVv?
pel" | V70 5

ot

+ Nd)(Tsol —T+ mgCg) (517)

5.1.4 Analyse de I’équation sur le champ de phase
Profil d’interface

Dans I'équation (5.17), le membre de droite est composé de deux termes, le premier quan-
tifiant les effets de tension de surface, et le deuxiéme quantifiant ’effet du déséquilibre ther-
mosolutal. Remarquons qu’a I’équilibre (le dernier terme de droite est nul), et pour un régime
stationnaire (le terme de dérivée temporelle est nul), ’équation dégénére en une équation dif-
férentielle, dont la forme, en une dimension, est :

¢ _ 366(1 - ¢)(1 - 29)
on? 0?2
Une solution de cette équation différentielle est précisément la fonction ¢(n), choisie a I’équation
(5.14). Ainsi I’équation (5.17) controle la cinétique de solidification et d’avancée de 'interface,
mais permet aussi d’établir un profil du champ de phase proche du profil d’équilibre.

(5.18)

Choix de I’épaisseur d’interface

Remarquons qu’en supposant & priori un profil du champ de phase a la traversée de I'inter-
face, il est nécessaire de vérifier que lors de la réalisation des calculs, celui-ci prend effectivement
la forme voulue. Dans le cas contraire, une erreur est faite lors de 1’évaluation du gradient du
champ de phase (5.15) dans I’équation (5.17).

Cela revient a s’assurer que le temps caractéristique de retour vers le profil d’équilibre est
inférieur au temps caractéristique de déplacement de l'interface sous l'effet du déséquilibre
thermochimique. Ce retour s’effectue grace au terme de diffusion du champ ¢ dans I’équation
(5.17), sur une distance d, avec pour diffusivité : p4I', ce qui donne un temps caractéristique

52
de : 36T

Le temps caractéristique de déplacement de I'interface dépend de I’écart & 'équilibre AT
dans 'équation (5.17). A un endroit donné, le champ de phase passe de 0 a 1, avec un temps

caractéristique de

. Pour garantir que le profil d’interface est bien celui choisi,
61y AT (1 — o)

il faut vérifier la condition :

52 )
< 5.19
36upl’ 6 ATH(1 — ¢) (5:19)
6"
5.20
§< AT (5.20)
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La relation (5.20), donne un critére assez contraignant sur le choix du paramétre 4, qui ne
pourra étre choisi aussi grand que ’on souhaite. Les calculs seront imprécis et peu fiables si le
critére n’est pas vérifié.

Choix de la mobilité

La mobilité py a été introduite comme un parametre du modele, dans I’équation 5.11 qui
relie la cinétique d’avancée de U'interface (donc les changements de phase) au déséquilibre ther-
mosolutal et aux forces de tension de surface. Si pg4 est faible, la cinétique de solidification est
ralentie, et de forts écarts a I’équilibre sont nécessaires pour déplacer l'interface. Au contraire,
si ce coeflicient est grand, la cinétique est rapide, ’écart a ’équilibre reste faible. Au dela d’une
certaine valeur seuil, le déséquilibre thermodynamique est si faible, que les changements de
phase sont pilotés par les transferts d’espéces et d’énergie et ne dépendent plus de la valeur de
e Cette condition est atteinte lorsque les transferts du champ de phase sont plus rapides que
les transferts d’espéces et d’énergie. C’est pourquoi il faut choisir le coefficient de diffusion du
champ de phase supérieur a ceux des espéces et d’énergie :

pgl' > et pyl" > Dy (5.21)

5.2 Implémentation numérique

5.2.1 Discrétisation en Volumes Finis

La méthode de discrétisation en Volumes Finis avec des maillages fixes en treillis a été
choisie. Ce type de maillage est couramment utilisé dans ce contexte [13, 14| avec, parfois, des
méthodes de raffinement local de maillages [81, 87|

La question de I'influence du choix du maillage sur les résultats a été posée par Beckermann
& al. [13]. En effet, on peut se demander si le choix de maillage en treillis est sans effet sur
les directions privilégiées de croissance. Dans ce cas, les méthodes d’éléments finis avec des
maillages non structurés peuvent sembler plus pertinentes. A notre connaissance, ces méthodes
n’ont pas été particuliérement privilégiées.

Le modéle est constitué de 3 équations aux dérivées partielles portant sur les 3 inconnues
du probléme : ¢, T et C. Elles sont couplées, puisque C et T apparaissent dans 1’équation
différentielle sur ¢, et que ¢ intervient dans les deux autres équations. De plus, toutes ces
équations sont non-linéaires.

5.2.2 Résolution du systéme

Nous résolvons les 3 équations (5.6), (5.10) et (5.17) simultanément. Aprés avoir linéarisé
tous les termes, le systéme obtenu est résolu par la méthode itérative GMRES (89, 145]. L’opé-
ration est répétée jusqu’a ce que la convergence de tous les champs soit réalisée, avant de passer
au pas de temps suivant (méthode de point fixe [145]).
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5.2.3 Implémentation

La méthode numérique a été implémentée avec la plate forme PELICANS (Plateforme Evo-
lutive de Llbrairie de Composant pour 1’Analyse Numérique et Statistique [119, 120]), outil
d’aide & la résolution de systémes d’équations aux dérivées partielles développé a la DPAM,
au Service d’Etude et Modélisation de 1'Incendie, du Corium et du Confinement (SEMIC), au
Laboratoire de Mathématique et de Physique du Corium (LMPC). Cette plateforme, réalisée
en C++, permet de disposer d’un ensemble d’applications programmeées, facilitant la résolution
des systémes d’équations aux dérivées partielles. Certaines étapes comme la construction de
maillages, ’assemblage des matrices, ou les méthodes de résolution de systémes linéaires sont
réalisées par la création d’objets associés a des classes de PELICANS. Le travail de program-
mation est d’autant facilité [119, 120].

5.2.4 Introduction d’une perturbation

Lors de I'avancée d’une interface solide-liquide dans un mélange en cours de solidification,
la croissance d’une instabilité est provoquée par une déstabilisation initiale du front suscep-
tible de s’amplifier. Numériquement, si la résolution des équations était exacte, il n’y aurait
aucune source de perturbation. En pratique, les erreurs d’arrondi de la machine et les critéres
de convergence choisis créent des hétérogénéités qui ne sont pas maitrisées et ménent a leur
apparition. Afin de les provoquer volontairement, nous avons procédé comme Boettinger & al.
[23], en introduisant un terme aléatoire dont ’amplitude est choisie, et introduit a chaque maille
dans I’équation différentielle sur le champ de phase. Nous lui avons donné la méme forme que
Boettinger & al. :

Crandpbgl’ <M) rand() (5.22)

La fonction rand() est une fonction générant des valeurs réelles aléatoires comprises entre 0 et 1.
On ajoute alors un terme source dans ’équation de ¢. Le coefficient C,,,4 quantifie 'amplitude
de la perturbation et nous avons utilisé une valeur de 0, 001.

5.3 Premiéres applications

5.3.1 Calculs en 1 dimension pour un corps pur

Nous présentons ici une premiére série de tests en 1 dimension, pour lequels il est possible de
réaliser un grand nombre de calculs avec des maillages tres fins. Comme les effets de tension de
surface n’interviennent pas pour ce genre de calcul, le choix du paramétre I' est libre. L’intérét
de cette étude préliminaire est de s’assurer du bon fonctionnement du code et vérifier les critéres
analytiques donnés dans la partie 5.1. Le principe des calculs & une dimension est présenté dans
la figure 5.3. La température initiale est choisie de facon a ce que le liquide soit dans un état
de surfusion.

Les paramétres utilisés pour les calculs sont donnés dans le tableau 5.1.
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Fi1G. 5.3: Principe des calculs a une dimension et parametres physiques du modéle.

Lp
Solide Liguide Tou Cha /
A &3 — \ ]
adiabatique  dx . o adiabatigie
interface

r 10~%m.K | Dimension Lp | 5.10~%m a|1,9107"m2.s7!
T, | 273,15K | C, 4185J. K tkg7' | L | 3,34.10°J.kg~!
Tini | 253, 15K || pg Im.s LK1 5 [3.107™m

TAB. 5.1: Données des calculs a une dimension

Choix du parameétre ¢

Nous avons réalisé une série de calculs permettant de vérifier le critére (5.20), démontré a
la partie 5.1.4, portant sur le paramétre §. Ce critére donne une valeur maximale acceptable
de I’épaisseur de l'interface pour assurer un bon profil d’équilibre de I'interface. Pour le cas-
test décrit dans le tableau 5.1, la valeur limite est 3.10~"m. Les calculs ont été réalisés pour
les valeurs suivantes du paramétre ¢ : 6.107%m / 3.107"m et 6.10~"m. Pour chaque calcul, le
maillage est choisi régulier, avec 6 mailles dans I'interface.

Nous reportons sur la figure 5.4 les résultats des calculs portant sur les profils des champs de
phase et de température. Si le critére n’est pas vérifié, nous constatons que le profil du champ de
phase (sur la figure de gauche) n’a pas la forme attendue, puisque nous voyons une singularité
en amont de l'interface qui rend la solution inexacte. Cette singularité se retrouve sur le profil
du champ de température (sur la figure de droite), puisque nous observons une température
liquide supérieure & ce qu’elle devrait étre. Lorsque le critére est respecté, le profil du champ
de phase a bien la forme voulue ce qui montre la nécessité de respecter 'inégalité (5.20).

| A: 5=6.10%m
b B §=3.10"m
H] C: §=6.10"m

e

280
LK)

0.8

/‘g 275
A e
f 270

265

|
0,6 e
| |
| 1
} \ Az §=6.10%m

0.4 { B: 8=3.10-"m
| |
|
|

C: 5=6.10"m
\ 1

0 106 2100 3006 4.100 5.10% 0

260

(m})

106 2106 3106 4.10¢ 5.10%

F1G. 5.4: Calculs 1D : Dépendance des résultats a l’épaisseur de l'interface : Gauche : Profil du
champ de phase aprés t = 6.1075s ; Droite : Profil du champ de température aprés t = 6.107°s
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Choix du paramétre y,,

La mobilité est un autre paramétre du modéle qui doit étre choisi suffisamment grand, pour
que la solidification ne soit pilotée que par les phénoménes de transfert d’énergie et d’espéces.
Nous avons proposé le critére (5.21), et nous proposons de tester sa validité. Nous avons réalisé
une série de calculs en reprenant les propriétés physiques décrites dans le tableau 5.1. Pour
chaque calcul, les maillages sont constuits de fagon & avoir 6 mailles dans l'interface. Au vu
du critére (5.21), la valeur minimale de la mobilité qui doit étre choisie est 0,19m.s71.K 1.
Nous avons fait varier la mobilité en prenant les valeurs suivantes : py = 107 ?m.s7L. K™ /
10 'm.s LK et Ims LKL

Nous avons représenté sur la figure (5.5), les résultats obtenus pour le champ de phase, et
la température au méme instant. Lorsque la mobilité ne vérifie pas le critére (5.21) (lorsque
pe = 107?m.s7'. K~ pour nos calculs), la cinétique d’évolution de Dinterface est trop lente,
comme on peut le voir, sur I'image de gauche, pour la courbe A qui est en retard devant les deux
autres. Il résulte que la température est sous estimée, comme on peut le voir pour la courbe A
sur I'image de droite. Dans le solide, la température de changement de phase (273, 15K sur cet
exemple) n’est pas atteinte.

Au contrainte pour les deux autres valeurs du parameétre p,, qui sont proches de la valeur
donnée par le critére (5.21) nous obtenons des courbes qui se superposent, ce qui montre la
nécessité de respecter 'inégalité (5.21).

1 280
(k)
0'8_ A He=10-2m.5 L K-
B: pe=10-"'m.s LK!
C: g=Ims1LK-
0.6/ -
s
263 A Pe=102m 51 K-
0.4 B: pg=10-1m.s1.K-1
260 C: pe=1m.sLK-!
%2 255
I'. (m) (m)
pb . . .8 PP S Pl BP0~ 250 L e e .
0 106 2,106 3106 4,106 5106 0 106 2100 3.10% 4.10% 510%

F1G. 5.5: Calculs 1D : Dépendance des résultats au coefficient de mobilité : Gauche : Profil du
champ de phase aprés t = 6.1075s ; Droite : Profil du champ de température aprés t = 6.107°s

Influence du nombre de mailles dans ’interface

Pour s’assurer que le profil de ¢, soit le plus proche possible de la fonction analytique (5.14),
il est important d’avoir un nombre suffisant de mailles dans I'interface. Nous avons réalisé des
calculs en faisant varier la taille des mailles. Le cas test correspondant au jeu de données du
tableau 5.1 a été utilisé avec 3 maillages différents correspondant a 3 / 6 et 12 mailles dans
I'interface. Nous avons tracé sur les mémes graphes, sur la figure 5.6, les profils de champ de
phase et de température pour les 3 types de maillages.

Sur 'image de gauche, nous avons tracé les profils du champ de phase, et nous constatons
que les trois courbes sont superposées. Au contraire, sur la figure de droite, correspondant au
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1 280
\,{ (K)
A 275
0.8 S S
Courbe A: 3 mailles ) s %"‘:ﬁ::h :
Courbe B: 6 mailles 270 i - O
0.6 | Courbe C: 12 mailles
265
Courbe A: 3 mailles
0.4 | Courbe B: 6 mailles
| 260 Courbe C: 12 mailles
I
0z 155
m) (m)
[} - } o] i ) MU O S U VR (3 P PR
106 2,006 3106 410 5104 0 10 2006 3100 4106 5106

F1G. 5.6: Calculs a une dimension : Dépendance des résultats au nombre de mailles dans
Uinterface : Gauche : Profil du champ de phase aprés t = 6.107%s ; Droite : Profil du champ de
température aprés t = 6.107°s

profil de température, nous remarquons que la courbe correspondant a 3 mailles dans I’'interface,
se démarque des deux autres.

Des calculs complémentaires avec 4 et 5 mailles dans I'interface ont été réalisés (ces calculs
n’ont pas été représentés sur la figure 5.6, par soucis de clarté). Dans le premier cas, la courbe de
température obtenue présente un écart avec le calcul de référence (correspondant a 12 mailles
dans l'interface), mais cet écart est inférieur a celui observé sur I'image de droite de la figure
5.6. Dans le second cas, nous n’avons pas observé d’écart, pour les profils de champ de phase
et de température.

Au vu de ces résultats, il semble nécessaire d’avoir des maillages suffisamment fins (5 ou 6
dans 'interface) pour correctement représenter les phénoménes dans 'interface.

5.3.2 Premiers calculs en 2 dimensions

On s’intéresse maintenant a des tests en 2D, pour lesquels les effets de tension de surface
interviennent.

Calculs de germination

Nous allons montrer, a I'aide de calculs 2D, que le modéle est capable de prédire le rayon
critique de nucléation des cristaux. La théorie de la nucléation homogéne (voir annexe G),
rappelle qu'un germe, immergé dans un liquide sous-refroidi, ne peut nucléer que s’il atteint
une taille critique supérieure a ry, donnée par le rapport suivant [86] :

T
AT
Nous avons réalisé des calculs 2 D de croissance d’un germe sphérique dans un corps pur en
surfusion. Dans un premier cas, le germe a une taille initiale inférieure au rayon critique et,
dans un deuxiéme cas, sa taille est supérieure. L’ensemble des données des calculs sont listées
dans la table 5.2, et les résultats de calculs sont présentés sur les figures 5.7 et 5.8.

To

(5.23)
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r 1073m.K || Dimensions Lp x Lp (10_4m)2 Nb. mailles | 200x200
AT | 60K Cas 1 : 1y 10~°m 0 3.107%m
ro |1,5.107° || Cas 2 : iy 2.107°m

TAB. 5.2: Données du calcul de croissance d’un germe sphérique autour du rayon critique

0.8
0,6

0.4

. b 0

F1G. 5.7: Evolution d’un germe dans un corps pur en surfusion : Champ de phase; Cas 1, le
rayon du germe est inférieur au rayon critique; Gauche : instant initial ; Droite : aprés
quelques instants

5 :

F1G. 5.8: FEvolution d’un germe dans un corps pur en surfusion : Champ de phase; Cas 2, le
rayon du germe est supérieur au rayon critique; Gauche : instant initial ; Droite : aprés
quelques instants
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Nous voyons sur ces deux figures, que le modéle prédit la régression du germe dans le premier
cas et sa croissance dans le deuxiéme cas, conformément a la théorie.

Un cas-test de solidification d’un corps pur

Pour tester encore le modéle et son implémentation numérique, nous avons sélectionné un
cas de solidification proposé par Beckermann & al. [13]. Ces auteurs ont présenté des simulations
numériques en deux dimensions de solidification d’un corps pur, & partir d’'un modéle similaire
au notre. Les résultats sont présentés sur la figure 5.9 pour le champ de phase et sur la figure 5.10
pour les isovaleurs de température. Nous résumons dans le tableau 5.3 les propriétés physiques
du corps et les conditions expérimentales.

0.8

0.6

0.4

Fi1G. 5.9: Calcul de la solidification d’un corps pur : champ de phase aprés 3,5.107"s ;
Gauche : Nos calculs ; Droite : Calculs de Beckermann € al : Isovaleur 0,5

F1G. 5.10: Calcul de la solidification d’un corps pur : Isovaleurs de température aprés
3,5.107"s ; Gauche : Nos calculs ; Droite : Calcul de Beckermann & al.

I' |2,41.10 “m.K | Domaine LxL | (54.10 "m)’ 5 |10 %m
L | 383838Jkg ! o 2,44.108m2.s 1 || AT | 233K
Lo | 0,202m.s71. K~ || Nb. mailles 200x200 dt | 107s
p | 2475kg.m=3 C, 1042J. Kt kg™t

TAB. 5.3: Données du cas-test de solidification d’un corps pur
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Nous remarquons que la cinétique de croissance des instabilités, ainsi que leur forme et
les lignes d’isovaleurs de température, calculées avec notre modéle sont en bon accord avec
les calculs réalisés par Beckermann & al. Nous remarquons que, dans notre cas, les branches
partent en direction diagonale alors que Beckermann & al. obtiennent des branches verticales
et horizontales. Cela vient du fait qu’ils imposent une anisotropie sur certaines propriétés, qui
forcent les branches & croitre dans les directions horizontales et verticales. Dans notre cas,
aucune direction n’est privilégiée et les branches croissent dans les directions qui présentent les
plus forts gradients de températures, imposés par les conditions aux limites.

5.4 Limitation du modéle et alternative proposée

5.4.1 Limitation des possibilités de simulation

Sur des exemples de calculs en une dimension, puis des exemples simples & deux dimensions,
nous avons montré la capacité du code a simuler la cinétique de la solidification avec les forces
de tension de surface. Nous avons identifié des critéres portant sur les paramétres du modéle et
avons réalisé des calculs permettant de vérifier leur pertinence. Cependant, ces critéres s’avérent
trés contraignants et imposent des limitations quant a 'utilisation du modéle.

Nous avons relié dans 1'équation (5.20), le choix de I’épaisseur d’interface au coefficient de
Gibbs-Thompson et a la surfusion. En considérant les ordres de grandeurs typiques du coefficient
de Gibbs-Thompson pour les alliages métalliques (entre 1077 et 107°m.K) et en prenant un
ordre de grandeur pour la surfusion de 10K, nous obtenons des épaisseurs d’interface de 6.1078
4 6.10~"m. Par ailleurs, nous avons montré la nécessité d’avoir un nombre minimal de mailles
dans 'interface (les calculs 1D de la partie 5.3.1 semblent montrer qu’il faut au moins 6 mailles
dans D'interface). Ces contraintes rendent les calculs cofiteux, et nous ne pourrons simuler de
grandes échelles, a I'image du calcul réalisé a la partie 5.3.2, sur une échelle spatiale de 1um,
et une échelle de temps de 107 %s.

5.4.2 Une alternative pour calculer & de plus grandes échelles

Le probléme posé dans la partie précédente provient de 'ordre de grandeur du paramétre I'.
Nous avons montré dans la partie 5.1.4 que ce paramétre intervient dans la force de tension de
surface qui est un phénoméne physique et dans la cinétique de retour vers le profil d’équilibre
qui est une modélisation. Il est possible d’apporter une amélioration au modéle consistant a
découpler ces deux effets, afin de conserver la valeur physique de I' pour la tension de surface,
et d’introduire un nouveau paramétre I'* destiné & piloter le retour vers le profil d’équilibre de
I’interface.

Nous allons calculer explicitement la courbure & partir du champ de phase, a 'aide de la
formule classique :

1
=V 7ol = —— 5.24
R on ZI (5.24)

L’équation d’évolution modifiée du champ de phase s’écrit alors sous la forme suivante :

146



Calculs 2D

o (" -T)6¢(1—9)
ot MR, 5

+pg (Lo — T + myCy)

360(1 — ¢)(1 — 2¢)
02 (5.25)

+ ppl* | V2 —

6¢(1 — ¢)
5

Les effets de tension de surface correspondent a une partie du premier terme de droite de (5.25) :

6¢(1 — ¢)

Le retour vers le profil d’équilibre de I'interface est contraint par un terme qui fait intervenir le
nouveau paramétre de modéle I'*, qui peut étre choisi librement.

(0601 =9) 366(1 — 6)(1 - 26)
Hol ™R 52

+ pel* | V2 — (5.27)

5.5 Calculs 2D

[’équation du champ de phase modifiée est utilisée pour calculer la croissance de germes
immergés dans un liquide sous-refroidi et la solidification dirigée. A titre d’exemple, nous mon-
trons un premier calcul de croissance d’'un germe sphérique réalisé avec le nouveau modéle. Les
données utilisées pour ce calcul sont listées dans la table 5.4. Les résultats pour le champ de
phase et la température sont présentés sur la figure 5.11, et les résultats pour les concentrations
dans le liquide et le solide sont présentés sur la figure 5.12.

1 250,1
0,8 2497
0,6 249,2

0,4 248,8
0,2 2483
0 247,9

F1G. 5.11: Solidification d’un germe sphérique aprés Tms ; Gauche : Champ de phase; Droite :
Température (K)

En choisissant un coefficient I'* 100 fois supérieur au coefficient I', il devient possible de
choisir une épaisseur d’interface de 6.10~%m, et simuler la croissance sur une échelle spatiale de
100pm. Avec la version initiale de modéle, le critére (5.20) imposait de choisir § < 6.10~"m.
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0,154

0,143

0,132

0,121

0,111

0,1

0,1
0,09

0,079
0,069
0,059

0,048

F1G. 5.12: Solidification d’un germe sphérique apres Tms; Gauche : Champ de concentration
dans le liquide ; Droite : Champ de concentration dans le solide

r [10%nm.K Domaine LxL | (10~%m)* | & | 1,9.10 "m2.s7!
r* [ 107*m.K Nb. mailles 100 L |3,34.10° kg™t
Tini | 233,16 K ) 6.10 %m Cp 4185J. K tkg !
T, | 273, 5K e T162K || Dy | 1,8.10 °m2.s "
Cini | 0,1 k 0,36 D, 1.10713m?.s71
pe | 1072m.K~ts™h | dt 1075

TAB. 5.4: Jeu de données du cas-test de solidification d’un germe sphérique
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Calculs 2D

5.5.1 Influence de I’épaisseur de l’interface

Dans l'optique d’une validation du code de calcul, il est nécessaire de mener une étude de
I’influence de I’épaisseur de l'interface sur les résultats. Dans ce but, nous avons repris le cas
test décrit dans la table 5.4, en faisant varier le paramétre J (et le maillage en conséquence),
et en simulant uniquement un quart du domaine. Nous avons utilisé les valeurs de 1’épaisseur
d’interface listées sur la premiére ligne du tableau 5.5. Nous avons mesuré, dans chaque cas
certains parameétres caractéristiques de la structure cristalline, qui sont représentées sur la
figure 5.13 : La dimension du cristal, & un instant précis, I’épaisseur de la branche principale,
et I’espacement des branches secondaires. Ces mesures sont rassemblées dans le tableau 5.5.
Nous représentons sur la figure 5.13 deux images du champ de phase (les deux images ne
correspondent pas au méme instant) obtenus pour deux valeurs différentes de .

Espacement des 0.8
branches secondaires

0,6

Epaisseur de la
branche primaire 0,4

0,2

F1G. 5.13: Influence de ’épaisseur d’interface sur la forme des cristaux; Image du champ de
phase; Gauche : § = 3.10 %m aprés 4ms ; Droite : 6 = 6.10 m aprés 10ms

0 1,2.107%m | 2,4.107%m | 3.107%m | 4,2.107%m | 6.1075m
Taille du cristal || 26, 5um 26, 5um 25,5um | 25um 25, 4pum
Espacement

branches 2, 9um 8,82um 9,6pum | 11,76pum | 14, 7um
secondaires : Ay

Epaisseur

branches Y] dum 5, 1lum | 5, 1um 5, 1um
primaires

Ao — 20 3,5um 4,02um 3,6um | 3,36um 2, 7um

TAB. 5.5: Résultat des différentes simulations; Les mesures sont effectuées a l’instant 2ms
pour tous les cas tests.

Dans les premiére et derniére lignes du tableau 5.5, nous observons que la taille du cristal
et I’épaisseur de la branche primaire ont peu varié lorsque ¢ a été modifié. Cela nous permet
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de dire que ces parameétres géométriques de la microstructure ne dépendent pas du choix de
I’épaisseur d’interface. En revanche dans la deuxiéme ligne du tableau, nous remarquons que
I’espacement des branches secondaires a significativement varié. Les mesures montrent que plus
0 est grand, et plus I’espacement des instabilités secondaires est grand.

Pour expliquer cette dépendance, nous faisons figurer sur la derniére ligne du tableau 5.5, la
différence entre ’espacement secondaire mesuré et le double de la valeur . Nous trouvons une
valeur assez stable qui est probablement la valeur physique réelle de \y. Nous représentons sur
la figure 5.14, les profils types de concentration, dans un plan traversant plusieurs instabilités
secondaires, qui montrent pourquoi I’épaisseur de I’'interface s’ajoute a I’espacement entre deux
branches.

Plan de Coupe du B
profil de C C1
53 *
% réel "z apparent '

Interface fine Interface diffuse

F1G. 5.14: Profil de concentration, dans un plan coupant les instabilités secondaires,
paralléelement a l’aze primaire. Sur l'image de gauche, l'interface est supposée infiniment fine.
Sur l'image de droite, elle a une épaisseur 0 : Ao_gpparent = Ao—ret + 20

En conclusion de I’étude sur I'influence du paramétre 6 nous avons montré que la forme
des instabilités dépendait peu de ce paramétre. La seule influence qui a été trouvée porte sur
I’espacement des branches secondaires. Les mesures réalisées sur nos résultats de calculs semble
montrer que celui-ci est surestimé de 20.

5.5.2 Calcul de solidification dirigée

Afin de poursuivre I’étude du modéle de champ de phase, nous avons entrepris la simulation
de la déstabilisation d'un front plan lors de la solidification dirigée. Ce régime se caractérise
par l'existence d’un gradient de température allant de la phase solide vers la phase liquide [86].
Pour cette raison, le champ de température a un effet stabilisant sur l'interface, alors que les
concentrations ont un effet déstabilisant. Pour réaliser ces simulations, une condition de flux
thermique est imposée sur 'une des parois du volume “expérimental”. Le champ de phase est
initialisé par un front solide du co6té de la paroi froide. Nous représentons dans le tableau 5.6,
I’ensemble des propriétés physiques et des conditions aux limites retenues pour les simulations.

Les résultats des simulations sont présentés a trois instants, pour suivre 1’évolution de la
croissance du solide. Nous remarquons que les tailles caractéristiques des structures (de I'ordre
du mm) sont supérieures a celles des structures lors de la croissance d’un germe (de Iordre
de la centaine de um). Les temps caractéristiques de solidification sont aussi supérieurs pour
ce processus (le temps caractéristique est de 'ordre de la s au lieu de la ms). Sur la figure
5.15, le champ de phase est représenté & trois instants successifs. Nous observons, dans les
premiers instants, la déstabilisation du front avec deux instabilités, quasiment symétriques. Ces
derniéres progressent et le champ de phase devient dissymétrique, avec l'instabilité supérieure
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r 1075m.K Domaine 750um x 250um || o | 1,9.107"m?.s7!
r* | 107*m.K Nb. mailles | 75 x 25 L |3,34.10°J kg
F 5000W.m=2 | ¢ 3.107%m Cp 4185J. K '.kg™!
T, [273.15K | my —162K Dy | 1,810 °m%.s
Tewt | 200K k 0,36 D, | 1.107Bm?2.s7!
dt |107°s Lo 1072m. K151

TAB. 5.6: Jeu de donné correspondant au calcul de solidification dirigée.

plus longue que celle du dessous. En fin de processus, la branche supérieure s’est développée
devant la branche inférieure, bloquant sa progression.

0,8

0,6

0,4

0,2

F1G. 5.15: Calcul de solidification dirigée : Champ de phase aux instants t = 15s, t = 22,5s et
t = 30s (de haut en bas)

Le champ de concentration est représenté pour ces mémes instants sur la figure 5.16. Confor-
mément & ce qui est attendu, un liquide enrichi en soluté se trouve dans la zone diphasique.
L’ordre de grandeur du rapport entre les concentrations de chaque phase est proche du coeffi-
cient de partition du diagramme de phase.

Il est intéressant de visualiser le champ de surfusion dans ces structures car il représente le
moteur de la solidification. Ce champ est présenté sur la figure 5.17. Nous remarquons que la
surfusion est nulle dans la zone diphasique, ce qui justifie le fait que le liquide piégé ne puisse
pas solidifier. Au contraire, dans le liquide pur, I'écart a I’équilibre est positif, et d’autant plus
fort que 'on s’éloigne du front solide. Il est important de noter que 1’écart a 1’équilibre atteint
des valeurs de 'ordre de 10K, ce qui est assez important. La surfusion dans le liquide est la
grandeur provoquant la nucléation et la croissance de cristaux. On note sur ces simulations que,
contrairement a ce que 1’on peut croire intuitivement, les zones propices a la nucléation sont
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0,07

0,04

F1G. 5.16: Calcul de solidification dirigée : Champ de concentration aux instants t = 15s,
t =22,5s et t = 30s (de haut en bas)

situées relativement loin de la pointe de la zone diphasique.

5.6 Conclusion de I’étude

Le modéle de champ de phase présente la particularité de ne pas étre basé sur le principe
de minimisation de 1’énergie libre totale du systéme [13, 23|. Cela rend le modéle plus intuitif,
et ne nécessite pas de construire une fonction analytique, difficile & construire, qui joue le role
d’énergie libre volumique [177, 82, 158, 3, 98, 151]. En contrepartie, des hypothéses fortes sont
faites, comme l'introduction d’un paramétre de mobilité ou le choix d’un profil du champ de
phase a la traversée de Iinterface [13, 23|. Ces choix, décrits dans la partie 5.1 induisent des
critéres contraignants sur I’épaisseur de l'interface ¢ (critére 5.20) et la mobilité p, (critére 5.21)
pour assurer la validité des résultats. L’importance de ces paramétres a été mise en évidence
sur quelques calculs en une dimension dans la partie 5.3. Le respect de ces critéres limite les
calculs a simuler la croissance de petits cristaux sur de courtes échelles de temps.

Nous avons proposé dans la partie 5.4.2 une modification en introduisant un terme dépendant
d’un nouveau paramétre I'* qui pilote la cinétique de retour du champ de phase vers le profil
d’équilibre de l'interface. Ce nouveau terme permet de s’affranchir de la contrainte (5.20) et
donne une plus grande liberté de choix des paramétres.

Les résultats en 2D que nous avons obtenus ont été présentés dans la partie 5.5. Nous avons
calculé la croissance de d’un germe sphérique dans un liquide en surfusion, et nous avons pu
observer la déstabilisation d’un front lors de la solidification dirigée.

L’influence sur les résultats de certains paramétres du modéle a été étudiée dans la partie
5.5.1. Une dépendance & § a été observée, mais nous avons pu montrer qu’elle porte sur un
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(=]

N W = Y N e D

F1G. 5.17: Calcul de solidification dirigée : Champ de surfusion auz instants t = 15s,
t =22,5s et t = 30s (de haut en bas)

nombre limité de paramétres morphologiques et qu’elle diminue avec §. Une interprétation des
résultats du modéle est donc possible.

L’influence du paramétre I'* n’a pas été réalisée, et elle doit étre faite pour confirmer ces
premiers résultats et passer a une validation quantitative sur un cas-test réel.
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Chapitre 6

Conclusion

Le phénomeéne de solidification des mélanges binaires est d’une grande complexité, et a donné
lieu & de nombreux travaux de modélisation pour améliorer sa compréhension. La difficulté pour
le modélisateur est de tenir compte : du couplage entre les phénomeénes, des différentes échelles
caractéristiques entrant en jeux et de l’existence des régimes de solidification colonnaire et
équiaxe. Lors de cette thése des approches ont été proposées pour contribuer & ’amélioration
des modéles numériques. La particularité de notre démarche, réside dans une approche a deux
échelles différentes : une locale, qui correspond & la croissance d’un cristal dendritique colonnaire
ou équiaxe et une approche macroscopique, qui s’intéresse aux phénomeénes a large échelle qui
incluent une grande population de cristaux. Les résultats obtenus par la premiére approche sont
utilisés dans les modéles globaux grace a une méthode de changement d’échelle : la prise de
moyenne volumique. Les améliorations que nous avons proposées portent sur plusieurs points :

Lors de cette thése, le travail de Bousquet-Mélou [24] a été poursuivi. Alors que les premiers
modéles, basés sur des approches empiriques, manquaient de rigueur dans les développements,
il a apporté une amélioration pour la modélisation de la solidification colonnaire, en appliquant
la méthode de prise de moyenne volumique des équations de conservation locales. Celui-ci a pu
montrer I'existence de termes jusqu’alors ignorés et quantifiant les effets des variations continues
de propriétés macroscopiques (hétérogénéités évolutives). Par ailleurs, il a proposé des problémes
de fermeture qui se résolvent sur des cellules périodiques de zones interdendritiques. Ces derniers
ont été résolus sur des structures réelles digitalisées, par Goyeau & al. [60] pour exprimer la
perméabilité, par Neculae & al. [106] pour la dispersion passive, et Bousquet-Mélou & al. [26]
pour la dispersion active.

Nous avons validé ce modele en réalisant des calculs sur de nombreux cas-tests trouvés dans
la bibliographie et présentés au chapitre 2.3 :
— 2 expériences de mélanges Plomb-Etain (I'un contenant 48% en masse de Plomb, I'autre
5% en masse d’étain).

— Une expérience avec un mélange Etain-Bismuth (contenant 10% en masse d’étain).

— Un cas-test purement numérique [169|, avec un sel binaire N H4;ClH,0 contenant 10% en
masse de sel.
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— Un second cas-test numérique [176] consistant en ’étude de la solidification d’un alliage
Al — Cu contenant 4% en masse de cuivre.
Pour tous ces cas, nous avons obtenu de bons résultats qualitatifs, et un bon accord avec
les publications auxquelles nous nous sommes comparés.

Ces cas-tests ont été utilisés pour évaluer I'influence des termes non intuitifs dont Bousquet-
Mélou a montré 'existence. Leur ordre de grandeur a été calculé sur la base des résultats nu-
mériques, sans les implémenter dans le code de calcul. Nous avons montré qu’ils avaient la plus
grande importance en pointe de dendrite, dans les endroits présentant les plus fortes hétérogé-
néités évolutives. Nous n’avons pas trouvé de cas pour lequel les termes présentent une influence
significative sur les résultats. C’est pourquoi il n’a pas été entrepris de les implémenter dans le
code de calcul, mais il n’est pas exclu que sur d’autres cas, leur importance soit prépondérante.

Dans un deuxiéme temps, au chapitre 3, nous avons développé un modéle macroscopique
de solidification équiaxe de mélanges binaires avec la méthode de prise de moyenne volumique.
Nous avons rigoureusement appliqué les théorémes de prise de moyenne volumique pour le cas
des phases solides dispersées. La difficulté réside dans le fait que les cristaux peuvent avoir
une agitation cinétique, ce qui complique ’application de la technique classique de fermeture.
Nous avons proposé une méthode, inspirée de la théorie cinétique des milieux granulaires,
pour s’affranchir de la difficulté : Nous définissons un champ qui quantifie I’énergie cinétique
d’agitation des cristaux et nous en développons une équation de conservation. Ce champ est
utilisé pour fermer les termes non intuitifs qui dépendent de la fluctuation des vitesses des
cristaux. Les autres termes sont fermés en posant des problémes de fermeture, qui sont résolus
en supposant ’agitation des cristaux nulle.

Nous avons dans un premier temps testé le modéle d’écoulements diphasiques en calculant
un cas-test de sédimentation. Nous avons pu retrouver de bons résultats qualitatifs en terme de
vitesse de sédimentation, et de forme des isovaleurs de fraction volumique solide. Le modéle a
ensuite été utilisé pour simuler deux cas-tests de solidification équiaxe, et a donné des résultats
satisfaisants :

— Une expérience de solidification d’un sel binaire N H,CIH50O.

— Un cas-test purement numeérique, correspondant a la solidification d’un alliage Al(4%) —

Cu.

Nous n’avons pas réalisé de calcul prenant en compte 1’agitation cinétique des cristaux. Il
serait intéressant de faire cela afin de quantifier I'importance de ce type de transport, pour les
structures équiaxes.

Coupler les deux régimes de solidification, et prévoir la transition de I'un vers 'autre est un
sujet de recherche majeur avec de gros enjeux industriels. Cet aspect a été rarement abordé,
car il est difficile de simuler la croissance colonnaire, tout en modélisant la surfusion (res-
ponsable de la transition) en aval de la zone inter-dendritique. Le modéle colonnaire, dans sa
version initiale ne permettait pas cela et nous avons proposé au chapitre 4 une modification :
Un champ quantifiant la densité d’aire interfaciale est introduit, et les coefficients d’échange
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d’espéce en dépendent proportionnellement. Une équation d’évolution de ce nouveau champ est
écrite, en tenant compte de la cinétique d’avancée du front dendritique. Le modéle a montré
de bons résultats qualitatifs, pour simuler la surfusion, et le couplage entre les deux processus
de solidification. Nous manquons a ce jour d’'un vrai cas-test qui permettent une comparaison
quantitative, et montre que le choix des paramétres utilisés pour représenter la cinétique de
croissance des dendrites est judicieux.

Pour la résolution des problémes de fermeture sur des cellules périodiques représentatives
de zones interdendritiques, il est intéressant de disposer d’un outil de simulation des plus pe-
tites structures. Nous avons utilisé un modéle de croissance de cristaux dendritiques, avec une
méthode de champ de phase [13, 23]. Nous avons montré sa capacité a simuler les phénoménes
physiques intervenant dans le processus de croissance de dendrites. Ainsi, nous avons pu simu-
ler au chapitre 5 la croissance de telles structures, pour les processus de croissance colonnaire
et équiaxe. Les formes des cristaux obtenus sont trés cohérentes par rapport aux images de
dendrites qui peuvent étre observées. Par une étude numérique de I'influence des paramétres
de modéle, nous avons pu observer que le modéle présentait une dépendance assez sensible au
paramétre § quantifiant I’épaisseur d’interface. Des modifications de ce paramétre ne modifient
pas la vitesse de croissance des cristaux ni I’épaisseur de la branche primaire, mais nous avons
observé une influence sur ’espacement des branches secondaires. Ces calculs ont montré que
I’erreur était proportionnelle & d, ce qui pousse a choisir ce paramétre petit devant les tailles
caractéristiques des structures. Un autre paramétre du modéle, quantifiant la cinétique de re-
tour vers le profil d’équilibre de l'interface a été introduit, et une étude de I'influence de ce
coefficient sur les résultats est nécessaire, mais n’a pas été encore réalisée. Enfin, une validation
quantitative visant a se confronter a un cas-test précis est nécessaire pour montrer sa capacité
a simuler des structures réelles.

Pour conclure, nous avons développé une approche compléte, permettant de modéliser la so-
lidification des mélanges binaires. En travaillant avec deux modéles, nous pouvons tenir compte
de toutes les échelles caractéristiques. Grace a ’algorithme de résolution, nous pouvons intégrer
au mieux le couplage entre les phénoménes de transferts. Enfin, nous avons proposé une tech-
nique pour coupler les deux processus de croissance et prévoir la transition de I'un vers ’autre.
En I'état actuel des choses, des premiéres études peuvent étre réalisées, pour des applications
au corium en fond de cuve. L’annexe I montre une application du modéle de solidification
colonnaire pour une expérience du projet Rasplav.

A Tavenir, pour améliorer la représentation du corium en fond de cuve, certains points
devront étre améliorés :

- Il sera nécessaire d’étendre les modéles aux cas des mélanges ternaires et multiconstituants.
Ce travail sera réalisé a partir d’octobre 2005 dans le cadre d’une nouvelle thése financée par
I’IRSN.

- Les régimes d’écoulements dans les bains de corium présentent des nombres de Rayleigh trés
importants, et nécessitent 1’utilisation de modéles de turbulence. A notre connaissance, aucune
étude sur la solidification des mélanges n’a tenu compte de 1’éventuelle présence d’écoulements
turbulents. L’approche que nous avons adoptée pour la modélisation de la phase équiaxe, avec
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I’introduction d’une agitation cinétique des cristaux sera propice au couplage avec un modeéle
de turbulence.

- La réalisation de calculs fiables nécessite la connaissance des propriétés physiques et des
diagrammes d’équilibre des matériaux, qui sont a ce jour peu connus.

Le modéle final sera alors suffisamment fin pour simuler des situations représentatives de
corium en fond de cuve. Il sera possible de I'utiliser comme un modéle indépendant pour trou-
ver des corrélations de transferts de chaleur sur la cuve, utilisables dans les codes de calculs
intégraux. Il pourra éventuellement étre directement implémenté dans les codes de calculs, si
son colit en temps n’est pas trop pénalisant.
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Annexe A

Techniques de changement d’échelle dans
les milieux diphasiques

A.1 De nombreuses techniques de changement d’échelle

A.1.1 Meéthodes d’homogénéisation

L’homogénéisation périodique suppose que le milieu poreux présente une périodicité spa-
tiale [35]. Un paramétre adimensioné, e, rapport de la taille caractéristique du pore sur la taille
macroscopique du domaine est introduit. Les équations locales sont vérifiées et résolues sur une
cellule unitaire périodique avec des conditions de périodicité. Le probléme macroscopique, et
les paramétres macroscopiques de transport, sont obtenus en faisant tendre € vers 0 70, 7]. La
méthode a été utilisée pour les écoulements mono et diphasiques, notamment pour obtenir des
lois de Darcy, ainsi que pour des milieux poreux avec deux niveaux de porosité.

L’homogénéisation stochastique suppose que le milieu n’est pas périodique spatialement,
mais statistiquement (la probabilité d’avoir une certaine structure est la méme partout). C’est
une méthode statistique de dérivation des équations macroscopiques, qui sont obtenues en pre-
nant une moyenne d’ensemble dans le milieu poreux. Les équations de conservation représentent
donc une moyenne des équations locales sur un espace de probabilité [166]. Des problémes de
fermeture, portant sur les propriétés de transport macroscopiques, sont introduits, et résolus,
de la méme facon que pour ’homogénéisation périodique.

A.1.2 Autres méthodes statistiques

La Méthode des moments [35, 27| fait intervenir une densité de présence des particules
P(X(t),t,Xo) : Probabilité de rencontrer en X a 'instant t, une particule se trouvant en X,
initialement. Une équation de transport sur cette densité de probabilité de présence doit étre
écrite et résolue.

Les méthodes d’intégrales spectrales consistent & écrire une équation de transport sur
les transformées de Fourrier ou Green (par exemple) des champs dans les milieux présentant
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La méthode de prise de moyenne volumique

une périodicité statistique. Ces méthodes [35] ont été appliquées en premier dans le contexte
de la modélisation de la turbulence [93, 122]| puis de 1’hydrologie [53].

A.2 La méthode de prise de moyenne volumique

Nous parlons de la prise de moyenne volumique, avec des problémes de fermeture résolus
sur des cellules représentatives [65, 31, 132, 133, 134, 128, 183]. Le principe de la méthode est
présenté sur la figure A.1.

Agris=Aje+ Ace Het =- Hye Mee =— Hee

F1G. A.1: La prise de moyenne volumique sur un Volume Elémentaire Représentatif (Vi) ;
Principales notations

A.2.1 Hypothéses

Le milieu poreux est supposé périodique et nous définissons un Volume Elémentaire Repré-
sentatif (VER), que nous noterons V; pour le reste du document (voir figure A.1). Considérons
une grandeur physique X, définie dans les phases /¢ et ¢, de sorte que :

| X, dans la phase ¢
X = { X, dans la phase ¢ (A1)

Nous pouvons moyenner la grandeur X sur V| dans chacune des phases. Deux types de moyennes
peuvent étre considérées, les moyennes intrinséques de phases [132, 133, 183] :

1 1
XedV (Xo)o =17 | XedV (A.2)
Ve Jvi

(Xo)* = v
et la moyenne volumique de phase [132, 133, 183] :

1
(X,) = / XedV (Xo) = g7 [ XedV (A.3)
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Les deux types de moyennes définies par les équations (A.2) et (A.4) sont reliés par la fraction
volumique de phase :
(Xe) = e(Xp)" (Xo) = 5(Xe)? (A.4)

Par ailleurs, la moyenne intrinséque étant différente de la valeur locale du champ, nous pouvons
définir la fluctuation d’un champ, comme la différence entre sa valeur locale et sa moyenne
intrinséque :

Xo = xo(X)) + X X = x(Xo)* + X, (A.5)

On appelle décomposition de Gray [65], le fait de décomposer un champ en sa partie moyenne
et sa partie fluctuante (A.5).

A.2.2 Théorémes

Dans l'optique du développement d’un modéle de transport macroscopique dans un milieu
poreux, les théorémes de permutation de prise de moyenne avec les dérivées temporelle et
spatiale sont les suivants [102, 183] :

80X, A(X) 1

_ B s A.
o) = " 7 /A XA (A.6)
80X, AX) 1

_ L[ A.
)= os +V0/AIC("‘C ) XedA (A7)

A.2.3 Contraintes d’échelle

Dans un milieu diphasique, la séparation des échelles de longueurs impose que la taille Lp
du milieu soit trés supérieure a la taille des plus petites structures [, :

l. < Lp (A.8)

La prise de moyenne, sur un Volume Elémentaire Représentatif 1}, est possible si sa dimension
Ry vérifie :

l. < Ro < Lp (A.9)

Si la contrainte (A.9) est vérifiée Quintard & Whitaker [133] et Goyeau & al. [59, 60] ont montré
la validité des approximations suivantes :

1
= [ V(XA = ~Ve V(X!
Yo e (A-10)

1
7 /A ) TE(X ) A = —Ve( X,

Les relations (A.10) sont vérifiées dans les milieux poreux homogénes [31]. Dans le cas des
milieux poreux présentant des variations continues de porosité (hétérogénéités évolutives), il
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semble [19] que les approximations (A.10) restent vraies pourvu que les variations soient mo-
dérées et la contrainte [, < Ry < Lp vérifice. Benihaddadene [19] a montré que cette derniére
contrainte restait vraie dans le cas de zones dendritiques.

Dans le cas de fortes hétérogénéités évolutives, nous n’avons pas la garantie que les relations
(A.10) soient exactes. Une alternative est de construire un modeéle & deux domaines [112, 113,
114], pour traiter les zones a forts gradients de porosité. Dans une telle approche, les équations
macroscopiques sont écrites sur deux domaines différents, et des relations de saut relient les
deux domaines.

A.2.4 Transport convectif

La prise de moyenne des équations de conservation microscopiques fait apparaitre dans les
phases liquide et solide des termes prenant la forme :

eV X)) et eV X,)e (A.11)

Carbonell & Whitaker [31] ont montré dans le contexte des écoulements en milieux poreux, que
dans la phase liquide, le terme (A.11) se décompose de la fagon suivante :

ee(VeXe)! = eo(VaYU X0 + (VX! (A12)

Dans le cadre de la contrainte :

Ro\?> .

( LD) < (A.13)
Le deuxiéme terme du membre de droite de (A.12), représente le transport des fluctuations
de X, par I’écoulement microscopique, ou transport par dispersion. La contrainte (A.13) est
vérifiée dans le cas des milieux poreux homogeénes [31], et Benihaddadene [19] a montré dans
le cas de zones dendritiques colonnaires que I’approximation (A.12), reste valable dans le cadre
de la contrainte :

Ro\* L
— <— A.14
(Z) <1 (a14)
La contrainte (A.14), que 'on peut aussi écrire L—O < R—E, donne une borne inférieure limite
D 0

des tailles caractéristiques des plus petites structures.
Dans le cas de la solidification équiaxe, nous aurons un écoulement diphasique présentant
une phase solide dispersée. La taille des grains varie de 10~8m lors de la germination & des
tailles de 'ordre de 10~*m en fin de solidification. Les densités volumiques de cristaux sont de
l’ordre de 10%m =3, correspondant & Ry = 10_3m.( Si %()33 bains de taille 10™'m sont considérés,
10~

= 10~°m et la contrainte (A.14) est

la dimension minimale des structures est [, >

rarement vérifiée.
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A.2.5 Transport convectif dans la phase solide

Nous allons proposer une modification de la relation (A.12) pour modéliser les situations o
la relation (A.14) n’est pas vérifiée dans la phase solide. Introduisons la décomposition de Gray
(A.5) dans le terme (A.11) :

cVXG = el (T + T2) (X055 + X)) (A15)

Dans l'équation (A.15), la moyenne est réalisée en 7§, alors que 7/ désigne l'ensemble des
positions a 'intérieur de V. Nous proposons de prendre un développement limité a ’ordre 1 de
(VZ); et (X.); pour d’améliorer la précision de la relation (A.12) :

(Xo)% = (Xo)o + (VX (T - T0) (A.16)

En intégrant les relations (A.16) dans I’équation (A.15), et en ne conservant que les termes du
premier ordre :

ee(VeXo)ey = el Voo (X + 2l VZX

Yo ?/0 AT
+e.V ﬁ)c 7 ?) >Z—O>+5c <VZ —yo ( )

Nous retrouvons dans la relation (A.17), les termes de l’equatlon (A.12) : Le transport convectif

moyen <VZ>CEI_0><XC>Z_0> et le terme de dispersion { %ZXC %. Deux nouveaux termes interviennent :

V() AT - B)X) (A.18)

Xy - V(T ~ W) (A.19)

Dans le terme (A.18), on réalise une moyenne du produit de deux termes §ui ont chacun une
moyenne nulle. Etant donnée que ¥ et X, ne sont corrélés que si X, =V,

(car les positions
des cristaux dépendent de VE) Nous avons :

(T~ W) Kol =08 Xe £ T (4.20)

Dans le cas X, = VZ, le terme (A.18) est égal a (A.19).
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Annexe B

Prise de moyenne temporelle et
combinaison des opérateurs de moyenne

Les phénoménes présentant d’'importantes fluctuations aléatoires sur de courtes échelles de
temps ¢, sont intégrés dans les modéles macroscopiques par une prise de moyenne temporelle.
Des exemples d’applications peuvent étre rencontrés dans I’étude des écoulements multipha-
siques [37, 32] ou I'étude de la turbulence [36, 93, 122].

B.1 Principe

Considérons un milieu diphasique dont I'une de ses phases est notée ¢ (’autre phase est
notée £), avec X, une grandeur physique sur cette phase (X, n’est pas définie sur la phase ¢).
Pendant un intervalle de temps [T'] d’amplitude 7', notons [7;], ’ensemble des sous-intervalles
durant lesquels la phase c est présente et T, la durée cumulée de présence. Nous pouvons définir
la moyenne temporelle de la grandeur X, [37, 32| :

_ 1
Xe(t) = 7 1 et (B.1)

De méme que pour la prise de moyenne volumique, une moyenne intrinséque peut-étre définie
[37, 32] :

(1) = Ti X,dt (B.2)

Te = = (B.3)

La grandeur (B.3) est le coefficient de proportionnalité entre les opérateurs de prise de moyenne
[37, 32] :

X, = z2.X, (B.4)

Le principe de la méthode est représenté sur les figures B.1 et B.2.
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Principe

ieu de prise
de moyenne

F1G. B.1: La moyenne temporelle dans un milieu diphasique

f:; échelle temporelle X,
macroscopique

' |
¢chelle ‘ ‘
temporelle t ‘

rdl || W

t(s) T & ‘ N t(s)

I~

Fi1G. B.2: La prise de moyenne temporelle sur un segment [T| d’un signal X.; Les différentes
échelles de temps
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Des conditions de séparation des échelles temporelles sont requises pour que la méthode soit
applicable [37, 32].

- L’amplitude de I'intervalle temporel de prise de moyenne 7' doit étre trés supérieure devant
la durée caractéristique ¢ des oscillations du signal : < T.

- L’échelle temporelle des phénoménes macroscopiques est trés supérieure a la valeur de 7',
afin de pouvoir suivre les évolutions macroscopiques.

B.2 Théorémes de permutation

Pour la prise de moyenne temporelle des équations de conservation, on est amené a permuter
la prise de moyenne avec les opérateurs de dérivation. Ces opérations présentent des analogies
avec la prise de moyenne volumique |37, 32].

Le théoréme de Leibniz permet la permutation de la prise de moyenne avec la dérivée
temporelle :

0X 0
“dt = —/ Xdt — 3 (X (T — X (T7) B.5
/[T] ot ot Jir %( (") ) (B.5)
Nous avons noté 7" la borne supérieure d’un intervalle T, et 7, la borne inférieure. Ces instants
marquent le passage de 'interface sur le lieu de prise de moyenne.

Le théoréme de Gauss permet la permutation de la prise de moyenne avec la dérivée
spatiale :

0X, ) (na. )X (T, )
= X ¢ B.
/[T] Stdt=— /[T] dt+ 3 T (B.6)

[Te]

La notation 7.~ désigne ’ensemble des instants de passage de Iinterface sur le lieu de prise de
moyenne.

B.3 Combinaison des deux opérateurs de moyenne

La permutation des opérateurs de moyenne temporelle et spatiale est possible car les
intégrations s’effectuent sur des intervalles de temps, et des volumes de dimensions finies. Etant
donnée que les champs physiques qui interviennent dans le probléme que nous étudions, sont
bornés et continus par morceau, la permutation des intégrales est possible [37, 32, 93, 36, 122] :

e(X )¢ = (2.X,) (B.7)

Lorsque l'intégration sur un domaine temporel est réalisée en second, les théorémes (B.5) (B.6)
se simplifient, puisque l'intégration est réalisée sur la totalité de 'intervalle [T] : Les sommes
sur les bornes des intervales de temps [7;] disparaissent. Ce qui permet d’écrire en utilisant les
théorémes (A.6) et (A.7) |37, 32] :
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X, Xy 17
_ _ = WX, dA B.
T T 7 /Alc et (B.8)

0%, Xy 1
e /. () XedA (B.9)

B.4 Les implications pour notre travail de modélisation

B.4.1 Modéle colonnaire

Les phénomeénes de transferts en milieux poreux [132, 131, 128] sont caractérisés par des
champs présentant d’importantes fluctuations spatiales (les hétérogénéités sont a I’échelle du
pore). En revanche, les évolutions temporelles présentent des évolutions sur des échelles de
temps macroscopiques sans fluctuation a courtes échelles (sous réserve que les écoulements soient
laminaires). Il résulte que réaliser une moyenne temporelle suite 4 une moyenne volumique est
sans effet, et ne modifie pas le résultat [132, 131, 128|.

B.4.2 Modéle équiaxe

Des phénoménes transitoires trés brefs, tels que des chocs, entre particules solides dispersées
peuvent étre observés. Ces phénoménes ont une importance sur les transferts macroscopiques,
car les échanges de quantité de mouvement sont intenses pendant les phénoménes transitoires.
On observe donc des variations temporelles rapides (quelques ms) des champs de vitesses et
des tenseurs des efforts solides. La moyenne temporelle est nécessaire pour intégrer les effets

des fluctuations de 7c et o, [37, 32]. Nous allons maintenant appliquer la prise de moyenne aux

termes du modéle macroscopique qui dépendent de VZ et o,.

B.4.3 Transport convectif dans la phase solide
Dans I'annexe A, 1’équation (A.17) présente un développement des termes de convection
pour la phase solide dans les situations ou la contrainte d’échelle (A.14) n’est pas vérifiée. Le

terme (A.20) qui apparait dépend de VZ et nous pensons que la moyenne temporelle est bien
adaptée pour modéliser ce terme :

e V(X (Va(T — ) = V(K)o VeT)e (B.10)

Dans (B.10), le terme (ﬁz?) n’est pas nul car {/:Z et 7 sont corrélés (7 représente la localisation
des cristaux qui se déplacent a la vitesse ﬁz) La corrélation entre ces deux grandeurs existe

durant un intervalle de temps [to, to + Tenoc| entre deux chocs consécutifs. Nous proposons donc

de moyenner temporellement (%?) sur cet intervalle de temps.
= =2 t—1o

Posons VZ =1/ (VZ Y (avec W vecteur unitaire), il vient 7 (t) — 7 (¢o) = 7
choc

/\pﬂ), et :
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Vo) = ¢

Tchoc Tchoc

b <?ZQ>CAPW}>=<[ Va0 =T B

La relation (B.11) permet de modéliser le terme (B.10) par un terme de diffusion, dont le

2
coefficient de diffusion est |/ (%Z )Cgcé\p .

Ce résultat est conforme a la théorie cinétique des gaz parfaits ou des milieux granulaires
trés dilués [54].
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Annexe C

Echange de quantité de mouvement a
I’'interface solide liquide

Un fluide en écoulement autour d’un grain solide de diameétre d exerce une force F sur celui-
ci. Celle-ci résulte tout d’abord de la viscosité du liquide : aucun glissement n’étant possible
a l'interface, la vitesse solide y égale la vitesse liquide et le gradient de vitesse & l'interface
crée des contraintes visqueuses. Par ailleurs un gradient de pression entre ’amont et 1’aval du
cristal contribue aux efforts entre les deux phases. Que le solide soit fixe ou mobile, ’échange
de quantité de mouvement dépend fortement de la différence de vitesses entre les deux phases.
Ainsi le nombre de Reynolds de I’écoulement liquide autour d’un grain est introduit :

d|V, -V,
Re= Ve Vel (C.1)
He
Dans les modéles macroscopiques, 1’échange de quantité de mouvement entre les deux phases

s’écrit :

M} =-R(V, - V) (C2)

Toute la difficulté réside dans ’évaluation du coefficient de transfert de quantité de mouvement
R dans I'équation (C.2).

C.1 Modélisation de la perméabilité

Lorsque le solide est immobile et constitue un milieu poreux, on définit un coefficient de
perméabilité K. Le coefficient d’échange de quantité de mouvement est relié a la perméabilité
par la relation suivante :

2
_ Eplle
R = a (C.3)

Celle-ci dépend de la structure locale du milieu poreux. Lorque celui-ci est représenté par un
réseau de cylindres, la relation de Kozeny-Carman est utilisée [10].
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8[3

K=Ky———
0(1—65)2

(C.4)

2
La constante K, = ﬁ, dépend d’une longueur caractéristique d,,, du milieu poreux (I’espace-

ment entre deux cylindres). La validation est trés bonne pour les milieux présentant une forte
fraction solide (¢5; > 0, 3). Elle est cependant moins précise pour les faibles fractions solides.

Cette modélisation est intéressante dans le contexte de la modélisation d’une zone inter-
dendritique. En effet celles-ci peuvent étre représentées par un assemblage de cylindres centrés
parallélement aux axes primaires ou secondaires des dendrites. Le choix de la longueur caracté-
ristique du milieu se porte donc généralement sur ’espacement interdendritique primaire (noté
A1) ou lespacement secondaire (noté Ay).

Par ailleurs,, notons le caractére anisotrope de la perméabilité d’une zone interdendritique
qui dépend de 'orientation de 1’écoulement liquide : suivant I’axe des dendrites ou orthogonal
a cet axe. Des travaux ont proposé des relations qui en tiennent compte : Une expression
anisotrope de la perméabilité a été obtenue expérimentalement par Poirier [121]. Les méthodes
expérimentales sont limitées par les faibles plages de fraction solide qu’il est possible d’explorer
(a ce jour : [0, 34;0,81]). Les travaux numériques permettent d’explorer des plages plus larges,
Ganesan & al. [51] et Goyeau & al. [60] ont obtenu, en résolvant des problémes de fermeture sur
des images digitalisée de dendrites, d’autres expressions. Enfin, Schneider & Beckermann [148]
ont construit un modéle anisotrope qui s’inspire des travaux expérimentaux de Poirier [121],
pour les fractions solides supérieures & 0,3 et de travaux numériques pour les fractions solides
inférieures a 0, 3.

C.2 Modélisation de la trainée

Lorsque le solide peut se déplacer (par exemple lors de la solidification équiaxe), on parle
d’efforts de trainée. Etant donnée la forme des grains (proche de la forme sphérique), il n’est
pas judicieux d’utiliser les corrélations décrites a la partie précédente.

Considérons la force de trainée F' sur une particule isolée. Nous définissons alors le coefficient
de trainée de la facon suivante :

4|F|
Cp = C.5
U rdlp |V T, |2 (©3)

La contribution & la variation de la vitesse du grain est donc :

(C.6)

Considérons maintenant une phase solide constituée de particules dispersées et identiques, de
diamétre d, et présentant une fraction volumique solide de ¢.. Ecrivons la conservation de la
quantité de mouvement sur la phase solide :

pee—t =M+ ..=—R(V, = Vo) +... (C.7)
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En supposant que chaque grain se comporte de la méme facon, et subit la méme force de trainée,
remplacons dans (C.7) les expressions (C.6) (C.5). Nous obtenons une expression du coefficient
d’échange macroscopique, en fonction du coefficient de trainée qui avait été défini pour une
particule :

SgcpECD ‘ 7c - vﬁ ‘

R = 4d

(C.8)

C.2.1 Coefficients de trainée sur une sphére

Les premiers travaux expérimentaux ont été réalisés par Newton en 1710, qui mesura la
force exercée sur une sphére de diamétre d dans un écoulement rapide de liquide & la vitesse
v (cette relation semble valide pour des nombres de Reynolds compris entre 700 et 2.10°). Il
obtint :

F=0275% p|V> v, 12 (C.9)

Cette force en | 70 - VZ; |2 correspond & des forces inertielles, dues a la pression dynamique
exercée par I'écoulement fluide. En utilisant la définition du coefficient de trainée (C.5), il
obtint un coefficient de trainée de 0, 44.

Stokes en 1850 suggéra que pour les écoulements a faible vitesse (cette relation est valable
pour des nombres de Reynolds inférieurs a 1), les effets d’inertie pouvaient étre négligés et la
force de frottement s’écrit :

d
F=6mpues | Vo — Vi | (C.10)
Cela donne un coefficient de trainée

=TT (C.11)

Les expressions C.10 et C.11 permettent de quantifier le coefficient de trainée pour une sphére
dans des écoulements respectivement a faible et fort nombre de Reynolds. De nombreux autres
travaux ont permis de compléter les connaissances sur la force de trainée entre une sphére et
un liquide environnant infiniment étendu pour les nombres de Reynolds intermédiaires. Une
synthése est présentée par Soo [155].

C.2.2 Modélisations utilisées dans des modéles macroscopiques di-
phasiques

Le phénoméne de sédimentation est un cas typique d’écoulement diphasique avec une phase
solide dispersée. Naturellement de nombreux travaux dans ce contexte ont porté sur la déter-
mination de coefficients de trainée.

La méthode “Multiphase particule in cell” (MP-PIC) consiste & déterminer ’écoulement
d’une phase granulaire, en suivant par une méthode lagrangienne une particule donnée. Cette
méthode est particuliérement avantageuse pour traiter le cas de milieux dispersés présentant
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une large gamme de tailles caractéristiques. Il est en effet possible de distinguer le comportement
de différentes familles de particules classées selon leur taille.

Andrew & O’Rourke [4], Patankar & Joseph [117] et Snider & al. [153] ont utilisé dans ce
type d’approche, le coefficient suivant :

24
Cp=—
D™ Re

Bergantz & Ni [22] utilisent un modéle d’écoulement diphasique macroscopique et utilisent la
définition suivante pour le coefficient de trainée :

200, | 7
c :< c _) C.13
b R&Sg * 5 ( )

Latsa & al. [90] ont utilisé une définition du nombre de Reynolds utilisant le coefficient de

—2,5¢cmaz . .
viscosité de mélange : p,, = py (1 - = ) , (corrélation de Ishii & Zuber [77]). Le
coefficient de trainée dépend de la fagon suivante du nombre de Reynolds :

1
(e, 2% + 6R6%5[1’78) (C.12)

Ec

_ 24 0,75
Cp =5 (1+40,1Re"™) (C.14)

Enfin Gidaspow [54] a développé une expression de la trainée qui distingue les fortes fractions
solides des faibles. Cette corrélation a notamment été appliquée par Laux & Ytrehus [91] dans
le contexte de la modélisation de la sédimentation et Gamwo & al. [50], Limtrakul & al. [96],
Balzer [8] et Huilin & al. [73, 74] dans le contexte des lits fluidisés : Pour les fractions solides
supérieures a 0,2 cette corrélation est la loi de Ergun [54] :

7 200e

Cp=-+—5—

b3 Reey

Pour les fractions solides inférieures a 0,2, la corrélation est basée sur les travaux de Wen &

Yu [179]. La force de friction dépend d’une fonction f(g). Laux & Ytrehus [91] et Gamwo &
2

(C.15)

Sec
al. [50] ont utilisé la fonction f(g,) = ° re . Limtrakul & al. [96] ont utilisé la fonction
1+¢é
flee) =€,
Le coefficient d’échange de quantité de mouvement devient :
R = WEC§CDR6 ot (C.16)
d? "4 f(Eg)

2 [1 +0 15(5¢Re)0’687] g¢Re < 1000
Cp =1 e/Re ’ - (C.17)

0,44 geRe > 1000

Enfin, Huanpeng & al. [72], utilisent une combinaison linéaire de la corrélation de Ergun (C.15)
et de celle de Wen & Yu (C.17), dépendant du paramétre ¢ = arctan (w) +0,5

™

R = ¢RE7'gun + (1 - ¢)RW&Yu (018)
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C.2.3 Modélisations utilisées dans le cadre de la solidification équiaxe

Les premiers modéles de solidification équiaxe traitant le transport de solide sont des modéles
de mélanges. Le transport convectif de la matiére est modélisé par le transport du mélange solide
/ liquide, avec une unique vitesse (pm‘7m) = pecVet+peeeVe, avec py, = peec+peer) Ni & Incropera
[109] et Vreeman & Incropera [171, 170] ont modélisé les échanges par un terme de la forme :

M =RV - V) = =T - T = 0, | M-V (=T (1)

IIs utilisérent la loi de Stokes (C.10) pour le coefficient de trainée, avec un nombre de Reynolds

V.-V, |d . . . . €
Re=" [ Ve — Ve ®, défini en fonction de la viscosité de mélange : i, = (1 — —=)%»yy,.
Hm Esp
Les autres modéles de solidification équiaxe avec transport de phase solide traitent les

deux phases séparément. Une équation de conservation est écrite pour chacune des phases,
qui contient un terme commun d’échange, proportionnel & la différence entre la vitesse liquide
et la vitesse solide. Ni & Beckermann [107, 108] et Beckermann & Viskanta [16] ont développé
un modéle permettant de retrouver la loi de Darcy pour les faibles écoulements dans un milieu
poreux.

24
Cp= -
b 2Re,Crnés
5 £<0,5 (C.20)
Cn=1< 1 &8 [1+4,7e,
m - ) > O 5
21— ¢, [1—1,83551 ="

Wang & Beckermann [175, 176] ont utilisé un modéle développé par Wang & al. [172] et qui
permet de traiter les cas a forte fraction solide (milieu compact) et les cas a faible fraction
solide (régime d’écoulement libre) :

Ba

e+ (3]

M¢ = ew?%ee(@ — V) on =

3v/5S,

By = (%65 avec 5, =+, 5, = (36m)3n3 (1 — &,)% et n = 0, 176logBa + 0,275
— E5i)2Pee 2
5 91— o) (2+5(1 — 20)°) 263 (1 — tanhsa)
' 2= 3(1—e0) +3(1—e)® = 2(1 — €0)° 27 + 3 (1 — Lonhiu)

(C.21)
Dans I'équation (C.21), @, est le coefficient de sphéricité de 1’enveloppe.
Gu & Beckermann [68] ont utilisé la corrélation suivante pour le coefficient de trainée :

24
CD:R

(&

(1+0,15Re™™7) (C.22)

Enfin, notons les travaux Wu & al. [186, 100| qui utilisent une relation indépendante de ’écou-
lement local et du nombre de Reynolds. La loi résultante distingue le régime d’écoulement libre
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(€¢ < €cmaz) avec une loi de Kozeny-Carman, du régime aggloméré o une loi de Blake-Kozeny
est choisie.

0e.C €
R= 188?“ dCQ D avec Cp = 105_§ pour &, < Eema
W ® (C.23)
R= 85? avec K = K()? POUr €¢ > €cmax

c
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Annexe D

Echanges de quantité de mouvement au
sein d’une phase dispersée

Les échanges de quantité de mouvement d’un grain vers un autre interviennent lors des
contacts entre les grains : Les chocs et les frottements locaux induisent a 1’échelle macrosco-
pique des transferts de quantité de mouvement. Ces transferts de quantité de mouvement sont
introduits dans les modéles d’écoulements de milieux granulaires par un terme de diffusion :
Ty VQVZ. La difficulté réside dans ’expression du coefficient de diffusion z,.

Nous pouvons distinguer plusieurs régimes de transferts de quantité de mouvement en fonc-
tion de la structure du milieu granulaire.

— Le premier régime intervient lorsque la phase solide est trés dispersée (si la taille des
cristaux est trés inférieure a la distance entre deux d’entre eux), les chocs sont le principal
mode de transfert de quantité de mouvement. Ceux-ci sont d’autant plus fréquents que
les cristaux sont gros, nombreux, et que ceux-ci possédent une dispersion des vitesses
importante.

— Le second régime débute lorsque la distance entre deux proches cristaux devient du méme
ordre de grandeur que leur taille caractéristique, les contacts deviennent permanents, et les
transferts de quantité de mouvement sont diis aux frottements entre deux grains proches.

— Un dernier régime résulte de 'agglomération des grains, qui ne peuvent plus se déplacer
les uns par rapport aux autres. La fraction solide limite, pour laquelle I’agglomération
est observable, dépend de la forme des cristaux. Dans le cas ou les cristaux ont une
forme sphérique, la limite est atteinte lorsqu’ils forment I’empilement le plus compact
(les sphéres occupent les centres de tétraédres réguliers de coté 2d,). La fraction solide
correspondante est :e.,,.. = 0,64. Dans la pratique, comme les cristaux ont une forme
trés chaotique, ceux-ci s’agglomérent avant la fraction limite €.,,,, [175, 176, 18].

Une méthode pour tenir compte de ’agglomération des cristaux sans connaitre a priori la
limite d’agglomération est le modéle de Wang & Beckermann [175, 176, 18]. Ils expriment la
condition d’agglomération, non pas en fonction de la fraction solide, mais en fonction de la
fraction volumique du mélange solide / liquide interdendritique (notation ¢,). Cela quantifie la
fraction volumique délimitée par I’enveloppe des cristaux, qui a une forme approximativement
sphérique. Il suffit alors de vérifier la condition £, > 0, 64, pour avoir la condition d’aggloméra-
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Corrélations utilisées dans la modélisation de la solidification équiaxe

tion. Lorsque les cristaux sont globulaires, €. est proche de ¢4, et I’agglomération est atteinte
POUI E¢pqe- Au contraire, lorsque les cristaux sont dendritiques, €. est trés inférieur a 4, et
I’agglomération intervient plus tot.

D.1 Corrélations utilisées dans la modélisation de la soli-
dification équiaxe

Les modéles utilisés dans le contexte de la solidification équiaxe sont tous trés similaires.
Ishii & Zuber |77] ont proposé une corrélation pour la viscosité de mélange solide / liquide :

fm = pe(1 —€5)7° (D.1)

O le paramétre @ est un coefficient positif (~ 2, 5).

Ni & Beckermann [107] ont réalisé un modéle avec transport des deux phases et ont introduit
un coefficient de viscosité pour la phase solide. Par analogie avec la relation de Ishii & Zuber
[77], ils ont proposé la corrélation suivante :

Me = N'c(gc = O) (1 S ) (D2)

5cmam

Ol €4,,4, €5t 1a fraction volumique de cristaux, a partir de laquelle, 'agglomération est observée.

Beckermann & Viskanta [16] ont utilisé la méme corrélation D.1, en prenant le coefficient
a = 2,5. Ils ont utilisé le fait que p,, = €.ptc + €¢ptg, pour obtenir une expression de p.. Cela
donne :

Ec

lu'm_geue _ (1_Ecmam
gc EC

)_21556maa: 1 + £
- c

He = He (D3)

La corrélation D.3 a été reprise par Ni & Incropera [109] pour un modéle a deux phases, ainsi
que WU & al. [186, 100]. Enfin, Wang & Beckermann [175, 176, 18], ont utilisé une corrélation
similaire, avec la particularité de remplacer €. par une fraction volumique €4, qui représente la
fraction volumique du mélange solide / liquide interdendritique.

D.2 Modéles utilisés dans d’autres contextes

Dans le contexte de la sédimentation, beaucoup de modéles ne tiennent pas compte de
ce mécanisme de transport de quantité de mouvement. La raison est que la sédimentation
s’effectue souvent a des vitesses assez faibles, et avec une phase liquide immobile, ce qui réduit
la dispersion des vitesses des grains, et limite les transferts de quantité de mouvements entre
grains [153, 38]. De ce fait, le transport de quantité de mouvement par diffusion est faible.

Cependant, la sédimentation peut avoir lieu en présence de convection naturelle dans le
liquide, ce qui augmente la probabilité de chocs et contacts entre particules solides, et augmente
d’autant les transferts de quantité de mouvement. Latsa & al. ont utilisé la viscosité de mélange
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de Ishii et Zuber [77] (équation D.1). Bergantz & Ni ,[22], ont utilisé la relation de Ishii & Zuber
pour déduire une relation identique a (D.3) sur la viscosité solide.

Le cas des écoulements de milieux granulaires avec une forte densité de grains (tel I’écou-
lement de sable sur une pente) est un peu particulier. Les grains sont toujours en contact,
et les transferts s’effectuent par frottement d’une particule a une autre. De tels écoulements
présentent de forts transferts diffusifs, et des lois de rhéologie du milieu sont nécessaires. Des
modélisations sont proposées pour de tels écoulements [146, 115].
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Annexe E

Théorie cinétique des milieux granulaires

E.1 Problématique

La technique de prise de moyenne volumique des équations de conservation locales dans la
phase solide a été réalisée dans la partie 3.4. Elle a fait apparaitre de nombreux termes (dans
les équations (3.165), (3.168), (3.169) qui dépendent de la fluctuation de la vitesse solide. Nous
sommes confrontés au difficile probléme de leur modélisation. La technique habituellement
utilisée dans la méthode de prise de moyenne volumique (des problémes de fermeture sont
résolus sur des cellules unitaires représentatives), n’est pas applicable, car la phase solide est
mobile.

Pour modéliser les écoulements diphasiques comprenant une phase solide dispersée, des
méthodes statistiques, comme la théorie cinétique des milieux granulaires ont été développées
[91, 146, 73, 74, 72|, par exemple dans le contexte des lits fluidisés. Elle consiste a introduire
un champ quantifiant ’agitation cinétique des cristaux, et 4 modéliser les termes non classiques
grace a ce champ.

Nous proposons dans cette annexe, de décrire dans un premier temps cette méthode de
changement d’échelle en rappelant les développements réalisés par Gidaspow [54] Dans un
deuxiéme temps, nous décrirons les résultats pour les équations de conservation de la masse, de
la quantité de mouvement et de 1’énergie cinétique d’agitation. Ces résultats sont d’'une grande
utilité pour vérifier ’accord avec les résultats du chapitre 3.

E.2 Théorie cinétique des milieux granulaires

E.2.1 Quelques relations fondamentales

Considérons un milieu diphasique présentant une phase fluide et une phase solide composée
de grains dispersés. Supposons par ailleurs que tous les grains ont le méme diamétre dp. La
méthode consiste & utiliser une fonction de distribution des vitesses f(t, 7, ?c), dépendant du
temps t, de la position 7 et de la vitesse instantanée 70 La vitesse moyenne de la phase solide
a I'instant ¢, est obtenue grace a une moyenne sur ’espace des vitesses possibles :
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Théorie cinétique des milieux granulaires

)= [V, 7, V)V (1)

ou n. est la densité volumique de particule donnée par :

Remarquons que le paramétre n,. est proportionnel & la fraction volumique solide dans notre

1
modéle macroscopique (En effet e, = n.~md,*). De méme, la notation ()¢ est analogue a la

moyenne volumique intrinséque. Une distributuion statistique possible des vitesses est donnée
par une fonction de Gauss [54] :

.ﬁmv;>::V@%aﬁexp(-991i43@23—) (E£3)

Ou V, désigne la composante selon 'axe x de la vitesse, et 6 représente ’écart type de la
distribution statistique des vitesses. f, étant la fonction de distribution des vitesses sur ’axe
z. Cette fonction présente les particularités suivantes [54] :

/ﬁWMV=1
[ VelalVa)av, = (V) (E4)
/w<>>m>W—e

Il apparait donc explicitement dans la fonction de Gauss, la valeur moyenne de la vitesse et la
dispersion de la distribution statistique. Notons que dans les équations (E.3) et (E.4), nous avons
exprimé la fonction pour une seule composante de la vitesse. Si nous souhaitons exprimer la
fonction pour le vecteur vitesse, et si nous supposons que la distribution est égale au produit des
distributions de Gauss des trois composantes, nous obtenons une distribution dite de Maxwell

[54] :

(E.5)

2
Nous avons alors <(?c - (?C)C) )¢ = 36.

Une autre propriété démontrée par Gidaspow [54] concerne (avec une distribution de Max-
well (E.10)) le calcul de la moyenne de la norme de fluctuation des vitesses :

(7= @y N = (7 — (e e =¥ (E6)

3T T

Il est possible de calculer a partir de la fonction de distribution de Maxwell, le nombre de
collisions par unité de temps, pour une particule [54].

N12 = 4’flcdp290 V i (E?)
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Théorie cinétique des milieux granulaires

-1
. €
ol gy est une fonction qui fait intervenir la limite d’agglomération (€¢m4e) : go(€c) = [1 — < - >] :
E'\CTT'LG..’,E
Le libre parcours moyen (\,) entre deux chocs, qui est égal au produit du temps caracté-

ristique entre deux collisions (N—) avec la moyenne de la norme de la vitesse (relation (F.6))
12
donne :

1 d,

Y=o (E.8)

E.2.2 Développements des équations d’évolution

Le principe de la méthode statistique est d’écrire une équation d’évolution de la fonction
de distribution. Gidaspow [54]| a appliqué le théoréme de transport de Reynolds, pour obtenir
I'équation de Boltzmann suivante [54] :

of of of, (0f
ap+7a 7?) ??i (a_tp>w” (E.9)

Dans I’équation (E.9), 7 représente les forces volumiques exercées sur le milieu solide. Le second
membre de I’équation (E.9) représente la contribution des chocs entre particules sur la variation

. 0
de la fonction de distribution. La formule détaillée pour le terme <Q> est donnée dans
coll

[54].

On multiplie chaque coté de I'égalité (E.9) par la grandeur physique X dont on veut obtenir
une équation d’évolution, et on réalise la moyenne statistique de chaque membre de 1’égalité.
On obtient I’équation de Maxwell de transport pour X [54] :

/X (af” voh R af”) AV, = /X (af”> v (E.10)

__>
a coll

L’application de théorémes mathématiques classiques [54] de transformations d’intégrales per-
met d’écrire I’équation (E.10) sous la forme suivante [54] :

one(X)¢ 0 0X 0X af,
XTI —ne |(C)e + (V. 250 + /X YD) 47, (B11
ot + or ne(XVe) e |f ot )+ Ve 6?> coll ( )
La formule (E.11), appliquée aux champs physiques : p,, p. (VZ - (VZ)C), %pC(VZ - (76)0)2, méne
respectivement aux équations macroscopiques de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement, et de ’énergie cinétique d’agitation.
L’équation de conservation de la masse, aprés simplification, prend une forme classique [54] :

Ogcpe
ot

+V.(ecpe(Ve)¥) = 0 (E.12)
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E.3 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement, deux termes non classiques
interviennent [54] : un tenseur de dispersion : Py, = Wc(?ﬁ)ﬁ, ol VZ = VC — (Q}c, et un

terme de collision, au second membre de E.11.

pciagcéfzy + V(e VY (Vo)) + V.(Pais + Ponoc) = pesc F (E-13)

ouF quantifie les forces volumiques sur le solide.

E.3.1 Fermeture du terme de dispersion

Gidaspow [54| a montré que lorsqu’on suppose une distribution de Maxwell des vitesses (Il
précise que cette hypothése est vérifiée, lorsque le milieu granulaire est dispersé), la matrice
Py;s est diagonale :

Pdis = ‘Scpce (E14)

E.3.2 Fermeture du terme de collision

Ce terme apparait au second membre de ’équation de Maxwell (E.10). Il est prépondérant
lorsque le milieu granulaire présente une grande densité de particules et qu’il y a de nombreux
chocs. La fermeture de ce terme a été proposée par Gidaspow [54]. La encore, si une distribution
de Maxwell des vitesses de particules est supposée, une contribution sous forme de pression de
collision est obtenue, avec

Penoe’ = 2(1 + K)gopee20 (E.15)

La résolution rigoureuse de I’équation de Boltzmann (E.9) aboutit & une correction de la dis-
tribution de Maxwell : f = f, + f, + ... (Voir Ding & Gidaspow [39] et Jenkins & Savage
[80]).

Si I’on considére la contribution de la correction f! au tenseur P.,. il apparait un nouveau
terme qui s’écrit [54] :

Prnoe' = =260, V{V2)° — e.£(V.(Vo)?).I (E.16)

ot les coefficients p., et £ sont donnés par |54, 73, 74]

1
2

4 0
Mecs = 5€c,0cdcgo(1 + K“) (;)
(B.17)

2

4 0
§= ggcpcdc.QO(l + k) (;)
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E.3.3 Equation de conservation de I’énergie cinétique turbulente

L’équation de conservation de 1’énergie cinétique turbulente est obtenue en écrivant 1’équa-
1
tion de conservation de Maxwell (E.11) pour le champ §pc\VZ|Q [54]. On soustrait alors a ’équa-

tion obtenue, I’équation de conservation de I'énergie cinétique moyenne, obtenue en prenant le
produit scalaire de ’équation (E.13) de conservation de la quantité de mouvement avec la vitesse
moyenne.

L’équation de conservation de 1’énergie cinétique turbulente suivante est obtenue [54] :

3 | Oecpct
2 ot

+ V-5000<v0>00 = (Pais+ Penoc) : v-<70>c_v-(Qk +qc) +Ne (%?j) —3pecf (E.18)

Dans cette équation, Py, (équations (E.14)) et P (équations (E.17)) sont des tenseurs de
contraintes qui apparaissent dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement.

La fermeture du terme ¢y = 3 pc(|VZ|27c>c fait intervenir une dissipation d’énergie cinétique

turbulente : g, = —kgV0 [54]. Si une fonction de distribution de Maxwell des vitesses est
choisie, aucune dissipation d’énergie n’est constatée [54]. Au contraire si nous considérons une
correction fl} a la fonction de distribution, nous obtenons un terme de transport diffusif dont
le coefficient diffusif est |73, 74, 72, 54] :

15 )
K =~ Hes AVEC flg = g—fpcd,ﬂ% (E.19)

La fermeture du terme de choc de ’équation de transport de Maxwell (équation E.11), introduit
un autre terme de dissipation d’énergie cinétique turbulente [54]. Il est lui méme la somme de
deux termes : ¢. = @e1 + G2 = ket VO + k2 VO. Le premier est nul pour une distribution de
Maxwell des vitesses [54]. Pour une correction de la fonction de distribution fz}, il apparait un
terme de dissipation d’énergie ayant le coefficient de diffusion [73, 74, 72, 54] :

2 6 6
w=—— [2eq0 1+ 2e,00(1 .. E.20
Ko = oy (32001 +0)] |14 Zeean(1+ ) (E.20)
2 2%
Keo = 2pce.dp(1 + K)go - (E.21)

Enfin, le terme N, correspond a une dissipation d’énergie par des collisions inélastiques [54].

[54]
4 (0\7
m=—=2\ 2 2 A c

N (B7) =3 (s 1) 2puget [ 7 (2) v ] (£.22)
Dans ’équation E.18, nous retrouvons des termes classiques tels que les termes de gauche de
I’équation, et les termes de dissipation d’énergie. Par ailleurs, le premier terme de droite est un
terme de production d’énergie cinétique d’agitation, alors que les deux derniers termes sont des
termes de dissipation d’énergie, notamment dus aux frottements avec le fluide.
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Annexe F

Modélisation des chocs

Le but de cette partie est de présenter une modélisation des chocs, qui nous permettra de
fermer les équations de la quantité de mouvement de la phase solide, et I’énergie cinétique
turbulente.

F.1 Libre parcours moyen et nombre de chocs

Soit un systéme de cristaux caractérisé par n. (nombre de cristaux par unité de volume), &,
(fraction volumique de solide cristallin), baignés par un liquide s’écoulant a la vitesse VQ Les
cristaux ont un diametre d, moyen :

1 6e
“rdy*n. = e, donc d, = { —

F.1
6 TN, (F-1)

—~2 ~2
L’ordre de grandeur de la fluctuation de vitesse est (70 y¢. Nous rappelons que (70 )¢ est la
variable obtenue par résolution de ’équation de conservation de 1’énergie cinétique d’agitation.
Dans le cas d’une phase solide trés dispersée, le libre parcours moyen peut se retrouver de la
facon suivante : dans le repére se déplacant a la vitesse moyenne des cristaux, le volume de

collision moyen balayé par un cristal (& cause de son agitation) pendant dt¢ est un cylindre dont
~2
la base a un rayon d, et dont la hauteur est (70 yedt

Vi = nd, 2\ (7 )edt (F.2)
1

Lorsque les cristaux ont balayé un volume égal a V., = —, on a choc, et la particule s’est
n

c
—~2

déplacée d’une longueur (VZ )¢dt égale au libre parcours moyen \,,.

d= Pyt =L = G (F.3)

nc7ral1,,2 6‘sc7rdp2 6,

Ce qui correspond & une fréquence de choc pour un cristal de :
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Ny = TZ ’ wned, 2\ (V2 )e (F.4)

2
L’expression (F.4) est proche de celle obtenue par la méthode statistique (E.7).

F.2 Variation de vitesse lors d’un choc

Appelons k le coefficient de restitution du choc, qui prend des valeurs comprises entre 0 et
1 (0 pour un choc mou et 1 pour un choc élasti ue).guand deux cristaux (m, 71) et (mq, 3)

se choquent, ils se séparent avec des vitesses V" et V,. Notons k le vecteur unitaire partant
du centre de la premiére particule, et orienté vers la deuxiéme particule. Une premiére relation
est donnée par la conservation de quantité de mouvement lors du choc [54] :

On a pOSG M = mi + mo et ‘_/) m17+m2v
Une deuxiéme relation traduit I’ efﬁcamte du choc [54] :

(Vi -V) =k . (M -W) (F.6)

La relation (F.6) implique que les composantes des vitesses orthogonales a k sont conservées
au cours du choc, alors que les composantes selon k sont modifiées.
En utilisant la relation (F.5) nous pouvons écrire les quatres relations suivantes :

VoV (-7
n_v-tm_p)
W=V 2 (W -1)

—va(—ka)

2

(F.7)

L’utilisation des relations (F.6) et (F.7), permet d’exprimer les expressions des vitesses aprés
le choc en fonction des vitesses avant le choc.

W=V-"0+r(R.V-0)F F
‘?=@+ﬁl(l+n)(?-(‘7{_v§))? o

Si, par ailleurs, nous considérons le choc de deux particules de masse égale, alors :

ﬁzv_l(lm(?.(v;_vg))?
?+% 1+5) (R.(M-W)F
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F.3 Energie perdue lors d’un choc

Ecrivons maintenant le bilan du choc en terme d’énergie cinétique des deux particules avant
et apreés le choc :

ot o) < (2 )
% (ml‘Tfk2 +m2‘72;2> = 1M (Vﬂ m1m2 (_’\: ‘7’\:) )

En faisant la différence entre les deux équations de F.10, nous obtenons la quantité d’énergie
dissipée lors du choc :

(F.10)

AR = T2 (v2 1) (? (V{ _ @))2 (F.11)

M

De I’équation (F.11), nous pouvons déduire une valeur moyenne des pertes d’énergie cinétique

lors d’une collision entre deux particules dans un milieu granulaire uniforme (les particules
~2

ont toute la méme masse m) présentant une énergie cinétique d’agitation de (76 )¢. Notons

—~2 —~2
71 =1 <VZ YU et 72 = (70 YT, avec W et U les vecteurs unitaires dans les directions de

71 et V3. La relation (F.11) devient :

AE = mj&”? (k2 = 1) ( (V)¢ (cos(a) — cos(8))’ (F.12)

- - . . , .
Ot cos(a) = k.7 et cos(B) = k.7, vérifient la condition cos(c) — cos(B) > 0, nécessaire aux
chocs. Trouver la valeurs moyenne de la perte d’énergie cinétique lors d’une collision revient a
moyenner sur les valeurs possibles de « et 3, la relation (F.12) et donne :
~2

N % (Fd? _ 1) <%c2>c(005(a) - cos(ﬁ))ﬂﬁ =5 (”2 - 1) Ve )

2
- F.13
5 3 (F.13)
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Annexe G

Modélisation de la nucléation de cristaux

Des changements dans les variables thermodynamiques peuvent modifier I’état d’équilibre
de la matiére et provoquent les changements de phases tels que la solidification. Cependant, il
est possible de trouver des phases liquides dans un état métastable (le systéme reste liquide,
alors que 1'état d’équilibre est solide). Ce retard a la solidification s’explique, car au niveau
moléculaire, il faut un certain délai, avant que les molécules ne s’ordonnent pour former un
réseau cristallin.

On appelle nucléation, le phénoméne aléatoire d’apparition de cristaux dans le coeur du bain
liquide sous-refroidi. Des observations expérimentales ont permis de montrer que la fréquence
d’apparition des cristaux est d’autant plus forte que le déséquilibre est important [86].

Lorsqu’un germe solide se forme dans un bain liquide, deux effets s’opposent [86] :

— La création de phase solide tend & rapprocher le systéme de son état d’équilibre.

— La création d’interface entre le solide et le liquide est contraire & I’évolution naturelle et

tend & faire disparaitre les germes.
Notons que plus les germes sont petits, et plus les effets de surface sont prépondérants devant
les effets volumiques. Ce dernier mécanisme explique le retard au changement de phase : Pour
que des cristaux croissent, il faut former des germes dont la taille est suffisamment grande afin
que les effets volumiques soient prépondérants devant les effets surfaciques.

Dans cette annexe, nous décrivons la théorie classique de la nucléation, qui permet de trouver
analytiquement le taux de nucléation dans un liquide métastable. Nous abordons ensuite des
évolutions a cette théorie. Nous nous intéressons enfin aux approches qui ont été utilisées dans
les modéles macroscopiques de solidification équiaxe.

G.1 La théorie Classique de la nucléation

Le second principe de la thermodynamique nous permet d’écrire qu’un systéme a pression et
température constante (c’est le cas pour les changements de phase) évolue de fagon a décroitre
son enthalpie libre. Cette fonction d’état dépend des conditions thermodynamiques. Notons
g¢(T, P) Denthalpie libre volumique dans la phase liquide et ¢5(7, P) dans la phase solide.
Le saut de d’enthalpie libre lors du changement de phase est égal & Ag = g; — go. Lorsque
cette grandeur est positive, I’état d’équilibre est 1’état liquide, dans le cas contraire, c’est I'état
solide. Par ailleurs, la création d’interface solide-liquide crée une enthalpie libre de surface
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proportionnelle a o,.

G.1.1 Nucléation homogéne

Supposons qu’'un germe sphérique de rayon r se forme dans le liquide. La situation est celle
de la figure G.1.

Wl
Whot=4s Y] o,T.F)
g,(T.F)
Uz
Etat 1: G1 Etat 2: G2

Fi1G. G.1: Bilan de germination en systéme fermé.

L’enthalpie libre totale & I’état final du systéme est donc : Go = Vg, + Vpg, + Gys, alors
qu’initialement elle était de : G1 = (Vs+V,)ge- L’enthalpie libre de surface Gy, est proportionnelle
a la tension de surface : Gy, = 4mr20,. La variation qui résulte de la formation de ce germe est
donc :

4
AG =Gy — Gy =V,Ag + Gys = §7TT3Ag +4nr?o, (G.1)

Nous remarquons que si Ag est positif, quelle que soit la valeur de r, '’enthalpie libre du systéme
croit avec le rayon du germe. Sous ces conditions (la phase liquide est la phase d’équilibre) le
germe ne peut se développer et disparait. Si Ag est négatif, le polynome de degré 3 (G.1) passe
Ag
qu'un germe de rayon r > r* peut se développer puisqu’une augmentation de sa dimension
résulte en une diminution de son enthalpie libre. La valeur maximale de la variation d’enthalpie
. . . . .. 16703
libre, est atteinte pour r = r*, c’est la barriére de potentiel de germination : AG* = 3T;
g

A tout instant, des germes de toute taille se forment aléatoirement, avec un certain taux
de formation par unité de temps et de volume [165, 86]. Ceux dont la dimension est inférieure
au rayon critique, disparaissent instantanément, alors que ceux dont la taille dépasse le rayon
critique croissent. La physique statistique nous donne la probabilité d’apparition de ces germes
en fonction de la barriére d’énergie a franchir. Cette fréquence peut étre donnée par la relation
suivante [86, 165] :

par une valeur maximale pour la valeur r* = avant de décroitre vers —oo. Cela implique

—AG*)
kT

F = Fiexp( (G.2)
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Ou F} est le nombre total d’atomes présents par unité de volume.

G.1.2 Le cas particulier de la nucléation hétérogéne

La nucléation homogéne est ’apparition d’un germe dans le coeur d’un bain métastable.
La formation de tels cristaux peut étre provoquée par la présence d’inclusions dans le liquide
qui servent de catalyseur. Ce processus de germination sur substrat est appelé nucléation hé-
térogéne. Dans ce cas il n’est plus nécessaire de former un germe sphérique, car une calotte
sphérique suffit pour obtenir les conditions de croissance. Appelons «,, ’angle de mouillage de
la phase solide sur le substrat (figure G.2).

- = Substrat

Fi1G. G.2: Nucléation sur substrat.

Sur cette figure, les tensions de surface du substrat avec le liquide (04y), du solide avec
le liquide (o), et de I'interface solide-substrat (o.) sont représentées. La relation d’équilibre
reliant les trois tensions de surface a la pointe de la calotte est :

O4 + 05CO08Qy, = Ogyp

Si nous appelons g I’énergie libre d’adhésion sur le support, une nouvelle relation permet de
relier les différents paramétres :

O« :O's_}_o'sub_ﬁ
Nous en déduisons que o4(1 + cosa,,) = B, ainsi que 0, — 0z = —0scosq,, La variation

d’enthalpie libre du systéme, par la création d’une calotte de rayon r, avec un angle de mouillage
Q. €St :

AG = ‘/sAg + Asub * (U* - 08) + ASOS
7r3(1 — cosay,)?(2 + cosay,)Ag + mrisinap, (o, — 05) + 27r%(1 — cosay,)os  (G.3)
73 (1 — c080,)? (2 + cosay, ) A — Trisin?a,,o,c080, + 2772 (1 — cosay,)o,

1
3

- _1
3
Si nous calculons les valeurs de r pour lesquelles la dérivée de AG s’annule, nous obtenons
* _20-3 ~ .l , .

=, Nous retrouvons la méme valeur du rayon critique que pour le cas de la nucléation

homogéne. Elle ne dépend pas de la valeur de 1’angle de mouillage. Par contre, I’enthalpie
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libre d’activation se trouve diminuée d’un facteur f(om,) = 7(1 — cosau,)?(2 + cosan,), ce qui

explique qu’il est plus facile de faire germer des cristaux sur support. La fréquence de nucléation
hétérogéne des cristaux sur un support avec un angle de mouillage de «,, est donc [86, 30] :

—AE* f(am)

F = Flexp( T

) (G.4)

G.2 Les évolutions de la théorie classique

Depuis I’établissement de la théorie classique de la nucléation, de nombreux travaux ont
tenté de l'affiner. Des modéles a I’échelle moléculaire permettent de simuler la cinétique de
formation des germes [94, 79]. Des travaux ont porté sur la généralisation au cas de mélanges
multiconstituants [83]. Dans ce cas, le taux de nucléation dépend de la composition de la phase
solide. Des études portent sur la possibilité de faire nucléer des phases solides métastables (ces
phases ont une structure moléculaire différente de la structure normale) [76]. Enfin d’autres
méthodes permettent d’améliorer la corrélation de la théorie classique. L’amélioration est pos-
sible en cherchant une expression précise de la tension de surface et du saut d’enthalpie libre.
Ces grandeurs dépendent de la température, de la concentration, et en remplacant dans 1’ex-
pression du taux de nucléation, une corrélation plus précise est possible. Le travail consiste
alors a trouver une expression détaillée de ces paramétres thermodynamiques. Des méthodes
d’interface diffuses |62, 6, 63, 178, 9|, ont permis d’obtenir des corrélations plus précises en cas
de fort écart a I’équilibre.

.3 Modélisations utilisées dans les modéles de solidifica-
tion

Dans le contexte de la modélisation macroscopique de la solidification équiaxe, différentes
approches ont été utilisées pour traiter le phénomeéne de nucléation. La modélisation la plus
simple (dite nucléation “instantanée”) consiste a supposer que l'on a une densité uniforme de
sites de nucléation. Lorsqu’un certain sous-refroidissement est atteint, ces sites sont activés
instantanément [139, 175, 18, 66|. La densité de cristaux est alors égale a la densité de sites.
Cette approche semble pertinente lorsque la nucléation est hétérogéne, et que des particules
sont introduites en quantité connue par avance. Cependant, si tous les germes ne s’activent pas,
ou s’ils s’activent & des instants différents, nous pouvons douter de la pertinence d’une telle
modélisation.

Un moyen d’affiner le modéle précédent, est de supposer I'existence d’une population de
sites dont la probabilité d’activation dépend du sous refroidissement.

dn,
dAT
Pour un sous-refroidissement donné, la densité totale est égale a I'intégrale de cette distribution.

= f(AT) (G.5)

ne = /0 P H(AT) AT (G.6)
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Au cours d’'une expérience, la densité de sites actifs est donnée par le maximum de sous-
refroidissement atteint. Cette approche se distingue de ’approche précédente, car la densité
finale de cristaux n’est pas connue par avance, et dépend de I’historique de la solidification.
Elle semble plus cohérente que la précédente, mais elle ne fait pas intervenir la cinétique du

refroidissement. Stefanescu & al. [157] ont utilisé la fonction n. = us AT?. La distribution
dn Nma —(AT—ATpy)?

¢ 2 "y , e (rs
= exp 2ATes)® g été testée par différents auteurs [110, 100,
dAT = onaT, P |

suivante de sites :

186].
Le modeéle qui se rapproche le plus de la physique du phénoméne, est la méthode de nucléa-
tion continue pour laquelle le taux de nucléation dépend de la température :

dn,

dt
La densité finale de cristaux dépend de I'historique des phénoménes, ainsi que de la vitesse de
refroidissement. En fin de solidification, la densité finale de cristaux est donnée par I'intégrale
au cours du temps du taux de nucléation.

= h(AT) (G.7)

t ina
Ne = / " (AT dt (G.8)
0

Stefanescu & al. [157] ont utilisé des corrélations identiques a celles de la théorie classique :

Fie = noyexp” i (G.9)
La nucléation hétérogéne peut étre traitée en multipliant le saut d’enthalpie libre par un coef-
ficient dépendant de I’angle de mouillage du cristal sur son substrat. Stefanescu a prouvé, par
un raisonnement analytique que la densité de cristaux est reliée a la vitesse de refroidissement :

dT
Ne = K, + K2(E)2 (GlO)
La derniére relation (G.10) a été utilisée dans plusieurs modéles [45, 108].

La méthode de nucléation continue semble donc la plus pertinente. Le taux de nucléation
peut-étre exprimé en utilisant la théorie classique. La difficulté pour cette derniére méthode

réside dans I'obtention de coefficients qui contrélent le taux de nucléation (AG*, ;).
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Annexe H

Méthode de champ de phase

H.1 Principe

Pour la modélisation des changements d’états solide-liquide & ’échelle locale (Simulations
Numériques Directes), la difficulté réside dans la modélisation numérique de l'interface entre les
deux phases. En pratique, 1’épaisseur de cette derniére est équivalente a la taille des molécules
du mélange (quelques nm), puisque les molécules du bain touchent celles du réseau cristallin
solide. Les méthodes de champ de phase supposent que 1’on passe continiiement d’une phase a
Pautre sur une distance 0, supérieure a la taille réelle d’une interface (voir image de gauche de
la figure H.1). Pour localiser les phases, il est nécessaire de disposer d’un champ présentant une
discontinuité entre les phases [82, 177] : Ce champ peut étre I'un de ceux du probléme physique,
mais il est aussi possible de rajouter une variable ¢ (dite champ de phase), qui prend des valeurs
propres a chaque état (0 dans le liquide, 1 dans le solide). Elle varie contintiment a la traversée
de l'interface, qui est ainsi localisée. Une équation de transport sur le champ permet de suivre
les changements de phases [177, 158, 3, 98|.

H.2 L’énergie libre : une fonction d’état pour représenter
les états d’équilibre

Les méthodes se distinguent par la fagon dont I’équation différentielle d’évolution du champ
de phase est écrite. La plus classique est basée sur le second principe de la thermodynamique :
Tout systéme fermé tend & augmenter son entropie. Pour les transformations a volume et tem-
pérature constants (c’est une hypothése réaliste lors de changements de phases solide liquide), la
variable thermodynamique adaptée est ’énergie libre de Helmholtz f = e —T's. Le systéme
évolue de fagcon & minimiser cette fonction d’état.

Dans un meélange binaire A — B, I'expression de ’énergie libre volumique (ou potentiel
chimique), du composé A, dans la phase k, est donnée par I'expression :

fra(Ca, T) = f24(T) + RTIn(C4) (H.1)
L’énergie libre volumique totale de la phase k (k = £ ou s), est :
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L’énergie libre : une fonction d’état pour représenter les états d’équilibre

fe(Ca,T) = CafPs(T) + (1 — Ca) f25(T) + CARTIN(C4) + (1 — CA)RTIn(1 — Cx) (H.2)

Nous représentons a la figure de droite de H.1, un profil de potentiel chimique typique d’un
mélange binaire, en fonction de la concentration en composé A, pour une température donnée.

Fi1G. H.1: Gauche : Principe des méthodes de champ de phase; Droite : Profil caractéristique
d’un potentiel chimique de mélange binaire, en fonction de la concentration, pour une
température donnée

L’énergie libre volumique du systéme, est combinaison des énergies libres volumiques de
chaque phase, et d’un terme d’interface qui permet d’introduire les effets de surface comme la
tension superficielle : W g(¢). Cette fonction prend des minimums en 0 et 1, (figure de gauche de
H.2) et un maximum W représentant une barriére de potentiel a franchir lors du changement de
phase. Ce dernier terme tend a faire diminuer I’épaisseur de I'interface, pour minimiser I’énergie
libre totale.

f(9,Cr, Co, T) = p(8) fo(Cr, T) + (1 = p(0)) fs(Cs, T) + Wy (9) (H.3)

La fonction p(¢) dans I’équation H.3 est une fonction de pondération qui intervient pour la
combinaison linaire des énergies volumiques de phase.

g(9) ¢

0.06WT

0 7

3 : interface n

F1G. H.2: Gauche : Profil de la fonction d’interface g(¢) ; Droite : Profil du champ de phase a
la traversée de l’interface.
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Equation de transport du champ de phase

H.3 Equation de transport du champ de phase

L’énergie libre totale du systéme est obtenue comme l'intégrale de cette fonction et d’un
terme dépendant du gradient du champ de phase :

2
P6.0.1) = [ 16,000, T) + 590l | v (1.9

Le terme en gradient du champ de phase a pour effet d’étaler 'interface, car pour minimiser
I’énergie libre, il faut réduire || V¢||*. Ce dernier terme est en opposition avec le terme d’interface
de 'équation (H.3), et il s’établit un profil d’équilibre, dont ’épaisseur ¢ dépend des paramétres
W et g4 (voir figure de droite de (H.2)).

Les grandeurs évoluant de facon a décroitre I’énergie libre totale du systéme, nous pouvons
écrire I’équation locale d’évolution suivante du champ de phase :

% = — i lg—f; - €¢2V2¢1 (H.5)
Le terme de droite entre crochet correspond a la dérivée partielle par rapport a la variable ¢
de I'expression de 'intégrale du membre de droite de (H.4). Il quantifie le déséquilibre local et
pilote I’évolution de ¢ a travers le coefficient de mobilité 4. L’équation (H.5), qui porte sur un
champ non conservatif, est dite une équation de Allen-Cahn.

Si le champ de phase est une variable conservative (concentration, masse volumique...),

I’équation prend la forme d’une équation de Cahn-Hilliard :

oC of
— =V. 1—O\V—= —ec*V3C H.6
=Y. |1eC - Q)Y 5L — eV (H.6)
De tels modéles basés sur le principe de minimisation de 1’énergie libre ont été développés par
Warren & Boettinger [177], Loginova & al. [98] ou Ramirez & al. [137, 136].

En injectant les relations (H.3) dans (H.4), puis dans (H.5), il est possible d’obtenir une

équation de conservation sur le champ de phase.
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Annexe 1

Une application au contexte de la siireté
des réacteurs : Calcul des essais Rasplav

I.1 Le programme expérimental Rasplav

Le programme expérimental Rasplav, financé par '’OCDE, a été réalisé a I'institut Kurchatov
a Moscou. L’objectif du programme était de caractériser le comportement d’un mélange (UOs,
ZrQOy, Zr) proche de la composition d’un corium [5]. En paralléle a ces essais, des travaux
utilisant des mélanges plus simples & manipuler et expérimenter, tels que des sels fondus, ont été
réalisés pour comprendre la physique des phénoménes. La septiéme série d’essai nous intéresse
particuliérement, dans le contexte de notre étude, car elle porte sur I’étude expérimentale de
la solidification d’un mélange de sel binaire, dans un récipient présentant la forme d’une cuve
de réacteur [5, 161, 152]. L’interét de cette expérience est qu’elle se rapproche fortement de
la configuration du corium en cuve, non seulement par la géométrie du volume expérimental,
mais aussi car le mélange est continuellement chauffé par circulation d’'un courant électrique.
Dans cette annexe, aprés une description de I’expérience choisie, nous présenterons des calculs
réalisés avec le modéle colonnaire simplifié de la section 2.

I[.2 La Septiéme série d’essais

I1.2.1 Principe de 'expérience

Le principe de l'expérience est représenté dans la figure I.1. La solidification du mélange
expérimental a été réalisée dans un demi cylindre horizontal pour s’approcher de la géométrie
sphérique d’une cuve de réacteur [5, 161, 152]. Le rayon du volume expérimental est de 20cm
ce qui correspond & 1/10™¢ de la géométrie d’une cuve réelle. Un mélange binaire, dont nous
présenterons les propriétés dans la partie suivante est utilisé [5]. Le mélange est refroidi par
la paroi circulaire par circulation d’eau thermostatée. L’eau circulant peut-étre froide, afin de
refroidir le mélange et le solidifier, ou chaude, afin de le chauffer, voire méme de le liquéfier. Par
ailleurs, un dispositif électrique, permet de générer un courant électrique dans le coeur du bain,
ce qui permet de générer une puissance volumique qui chauffe le volume et simule la présence
des produits de fission dans le corium [5, 161, 152|. Le volume expérimental a été instrumenté
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La Septiéme série d’essais

par un grand nombre de thermocouples, placés dans le coeur du mélange, mais aussi sur les
parois du volume, pour controler les flux de chaleur. Une sonde permet de localiser en cours
de solidification la position du front solide-liquide [160]. Enfin, la croiite est analysée en fin de
solidification pour déterminer sa composition chimique [159].

Pressunzed air ng

Spectal |
vent fine L

Speoial
dramaga lina

FiG. I.1: Principe de l’expérience de la septieme série du projet Rasplav; Issue de Surenkov &
al. [161].

1.2.2 Meélange expérimental

Les expérimentateurs ont choisi de réaliser les expériences avec un mélange en sel binaire
NaBF,(wt89%)— NaF [5]. Le diagramme de phase du mélange est présenté sur la figure 1.2, oit
la concentration sur I'axe des abscisses est exprimée en fraction molaire (Le mélange utilisé dans
I'expérience Rasplav a une concentration molaire en NaBF, de 75%). Nous pouvons noter la
forte variation de la température liquidus. Celle ci évolue de 657K pour le mélange & composition
eutectique a 1268K pour le mélange pur en NaF'.

Ce type de mélanges a été treés peu utilisé dans la littérature et les expérimentateurs ont
réalisé des séries de tests pour caractériser les propriétés physiques de ce mélange. Elles sont
listées dans le tableau I.1.

I1.2.3 Les données sur la septiéme série d’essais

La septiéme série d’essais, a consisté a cing régimes d’essais, alternant la solidification et la
fusion du mélange. Pour chaque régime, la température de paroi et la puissance générée par
la circulation de courant électrique est imposée. La simulation est réalisée jusqu’a ce qu’un
régime permanent est atteint |5, 161, 152|. Nous représentons dans la figure 1.3 ’évolution
temporelle de la puissance volumique dégagée par la circulation du courant électrique ainsi
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1000 r=
o0 Wﬁ-ﬁ = Liguidus
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200 L—— NaF+NaBF_(lowtemperatuafornl |
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F1G. 1.2: Diagramme de phase du sel binaire NaBF,(75%) — NaF' (image issue de Asmolov &

al. [5]).

CoiiCy. [ Jhg T T [1500 [ A [ Wan LK 70,44
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Ao wm 300 L kgm t.s7! | 1,5.1073

TAB. 1.1: Propriétés du sel NaBFy, — NalF

que I’évolution temporelle de la température de la paroi. Les régimes sont délimités sur ces
courbes par leurs discontinuités. Lors du premier régime, qui s’étend jusqu’a l'instant 175000s
une faible puissance (4550W) est appliquée au mélange alors que la température de paroi est
chaude (950K). Ce régime vise donc & complétement liquéfier les matériaux et atteindre un état
stationnaire. Lors du second régime qui se termine a ’instant 190000s, la puissance volumique
est augmentée & 5500W alors que la température est progressivement abaissée de 950 a 650K. Ce
régime voit la formation d’une croiite solide au contact de la paroi, et permet d’atteindre un état
stationnaire contenant a la fois du solide et du liquide. Dans le troisiéme régime, la température
est conservée a une faible valeur et la puissance générée est abaissée, ce qui permet de continuer
la solidification. Le quatriéme régime est caractérisé par une augmentation de la température
de paroi qui entraine une liquéfaction. Enfin, la température du mur est diminuée fortement
lors du dernier régime, ce qui entraine une solidification rapide du mélange [5, 161, 152].

Nous présentons sur la figure 1.4 les mesures qui ont été réalisées par la sonde pour la mesure
de la taille de la crotite. Les mesures ont été réalisées a 30° de ’axe vertical. Le graphique 1.4
présente I’évolution temporelle de ’épaisseur de croiite [160, 159]. Celle-ci correspond bien aux
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Calculs réalisés avec le modéle colonnaire simplifié

Temperature (C°) Power/5 (W)
1200 -+ - 1200
Ji Input Power
800 -+ -+ 800
400 + T 400
Temperature
R| Ry R{ Ry | R
0 + ! + ; ; ; : 0
100000 200000 300000 400000 500000

Time (s)

F1G. 1.3: Pofil de ’évolution temporelle de la température sur la paroi circulaire, et profil de la
puissance apportée au mélange pour les b régimes expérimentaur de la septiéme série.

différents cycles qui ont été réalisés lors de I’expérience.

I.3 Calculs réalisés avec le modéle colonnaire simplifié

Nous avons utilisé le modéle colonnaire simplifié décrit dans le chapitre 2, en adaptant la
discrétisation a la géométrie hémicylindrique de I'expérience. Nous avons utilis¢é un maillage
hémicylindrique (30 mailles dans la direction radiale, et 20 dans la direction orthoradiale), avec
un raffinement au voisinage de la paroi circulaire, afin de bien modéliser les phénoménes qui ont
lieu dans la couche limite au contact de cette paroi. Le principe du calcul, avec les conditions
initiales et aux limites est donné sur la figure 1.5. Le champ de fraction volumique liquide en
fin d’expérience est représenté sur 'image de droite de la figure [.5. On y voit une couche trés
poreuse en bas du domaine se former. Il est difficile de comparer quantitativement I’épaisseur de
notre croiite avec celle mesurée expérimentalement et donnée sur la figure 1.5, mais l'isovaleur
0,93 donne un bon accord. Nous avons représenté les champs de température et concentration
sur la figure 1.6. Ces champs présentent une forme stratifiée qui résulte de I’enrichissement en
soluté du liquide interdendritique, qui augmente sa masse volumique et le maintient en bas du
domaine.

Enfin, nous avons utilisé le champ de température, pour calculer le flux thermique transmis
vers ’extérieur, et nous avons tracé son évolution en fonction de la position angulaire sur la
figure 1.7. Comme nous I'attendions, le flux maximal est obtenu au sommet du bain (angle 0°),
et le minimum est atteint dans la direction verticale. Ce genre de profil est intéressant dans le
contexte de la sireté nucléaire, dans 'optique de prévoir le flux thermique transmis & la cuve
par le corium.
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Crust Thickness (m) At location 30°

0,020+

0,015—“

0,010—“

0,005 — ﬂ

0,000 | t } t t ' ; =

100000 200000 300000 400000 500000
Time ()

FiaG. 14: Evolution de l’épaisseur de croite au contact de la paroi circulaire ; L’épaisseur est
mesurée a 30° par rapport a [’axe horizontal.

l1

0Q-233Wkg! 10,978
Tini=950K 0,967
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Fi1G. L5: Ezxpérience de solidification avec le mélange en sel binaire : Gauche : Principe de la
stmulation, avec conditions initiales et conditions auz limites; Droite : Champ de fraction
volumique liquide calculé par le modéle lorsqu’un état d’équilibre est atteint.
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Calculs réalisés avec le modéle colonnaire simplifié

I 932 I0,9513
10,9394

887
842 0,9275
797 0.9156

752 0,9037

707

0.8918

F1G. 1.6: Ezpérience de solidification avec le mélange en sel binaire : Gauche : Champ de
température calculé par le modéle ; Droite : Champ de concentration liquide obtenu par le
modeéle lorqu’un état d’équilibre est atteint.

LIES Heat flux (W.m?)

1,2E5

~

9ES \

654 \
3E4 \

—
Angle (Rad)
0 e 4 3d Wl

=

Fi1G. L. 7: Flux de chaleur calculé par le modéle, sur la paroi circulaire ; La localisation est
exprimée en fonction de l’angle en radian.
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Résumé :

Cette thése a pour théme la modélisation de la solidification dendritique dans les mélanges bi-
naires. La modélisation & grande échelle est faite par prise de moyenne volumique des équations
de conservation microscopiques. L’intérét de la méthode est d’obtenir rigoureusement les équa-
tions de conservation vérifiées par les champs moyens et de poser des problémes de fermetures
portant sur les fluctuations des champs. Ces derniéres équations peuvent ensuite étre résolues
sur des cellules périodiques représentatives de structures dendritiques et fournir une évalua-
tion précise des coefficients de transfert macroscopiques (coefficients de trainée, coefficients
d’échanges, tenseurs de diffusion-dispersion...). Un modéle de croissance de zones dendritiques
colonnaires avait déja été développé et ce travail a permis de ’étendre aux situations ou la
phase solide est également mobile. Les écoulements diphasiques sont modélisés par une ap-
proche eulérienne-eulérienne dont la particularité est de pouvoir tenir compte de l'agitation
cinétique des cristaux et de ses effets sur les transferts. Le couplage entre les deux modéles pour
prévoir la transition colonnaire-équiaxe est proposé grace a une modification originale du mo-
déle colonnaire pour calculer la surfusion : un champ de densité d’aire interfaciale solide-liquide
est introduit et intervient dans les échanges entre le solide et le liquide. Enfin, pour appréhender
les phénoménes locaux, un modéle de simulation numérique directe de croissance de dendrites,
avec une méthode a interface diffuse est proposé.

Mots clés : Solidification, Mélanges binaires, Transition colonnaire-équiaxe, Ecoulements di-
phasiques, Prise de moyenne volumique, Modéle macroscopique, Simulation numérique directe,
Méthode a interface diffuse, Transferts de chaleur et de masse.

Abstract :

This work deals with the modelling of dendritic solidification in binary mixtures. Large scale
phenomena are represented by volume averaging of the local conservation equations. This me-
thod allows to rigorously derive the partial differential equations of averaged fields and the
closure problems associated to the deviations. Such problems can be resolved numerically on
periodic cells, representative of dendritic structures, in order to give a precise evaluation of
macroscopic transfer coefficients (Drag coefficients, exchange coefficients, diffusion-dispersion
tensors...). The method had already been applied for a model of columnar dendritic mushy
zone and it is extended to the case of equiaxed dendritic solidification, where solid grains can
move. The two-phase flow is modelled with an Eulerian-Eulerian approach and the novelty is
to account for the dispersion of solid velocity through the kinetic agitation of the particles. A
coupling of the two models is proposed thanks to an original adaptation of the columnar model,
allowing for undercooling calculation : a solid-liquid interfacial area density is introduced and
calculated. At last, direct numerical simulations of crystal growth are proposed with a diffuse
interface method for a representation of local phenomena.

Key words : Solidification, Binary Mixtures, Columnar to equiaxed transition, Two-phase
flows, Volume averaging, Macroscopic model, Direct Numerical simulations, Diffuse interface
methods, Heat and mass transfer.



