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Résumé

Le système zirconium-hydrogène est très étudié dans le cadre de la sûreté nucléaire car la
précipitation d'hydrures entraîne la fragilisation des gainages, à base d'alliage de zirconium. Il
s'agit de la première barrière de con�nement des produits radioactifs : son intégrité doit être
maintenue tout au long de la vie des assemblages combustible, en centrale y compris en cas
d'accident et post-centrale (transport et entreposage). De nombreuses incertitudes demeurent
quant aux cinétiques de précipitation des hydrures et à l'impact des contraintes sur leur pré-
cipitation. La modélisation à l'échelle atomique de ce système permettrait d'apporter des clar-
i�cations sur les mécanismes en jeu. Les méthodes traditionnelles de modélisation atomistique
sont basées sur des approches thermostatistiques, dont la précision et la �abilité dépendent du
potentiel interatomique qui les alimente. Or il n'existe pas de potentiel rendant possible une
étude rigoureuse du système Zr-H. Cette thèse a permis de développer cet outil manquant en
utilisant l'approximation des liaisons fortes. Au-delà de ce nouveau potentiel, ce travail donne
un guide détaillé des nombreuses étapes d'une dérivation de tels potentiels avec la prise en
compte de l'hybridation s�✁, ajustés ici sur des calculs DFT. Ce guide est établi tant pour
un métal de transition pur que dans la perspective d'un couplage métal-covalent (carbures,
nitrures et siliciures métalliques).

Mots-clefs : Liaisons Fortes, Zirconium, Hydrures, Structure électronique, Potentiel inter-
atomique, Diagramme de phases.

Atomistic modeling of zirconium hydride precipitation: methodology

for deriving a tight-binding potential

Abstract

The zirconium-hydrogen system is of nuclear safety interest, as the hydride precipitation
leads to the cladding embrittlement, which is made of zirconium-based alloys. The cladding is
the �rst safety barrier con�ning the radioactive products: its integrity shall be kept during the
entire fuel-assemblies life, in reactor, including accidental situation, and post-operation (trans-
port and storage). Many uncertainties remain regarding the hydrides precipitation kinectics
and the local stress impact on their precipitation. The atomic scale modeling of this system
would bring clari�cations on the relevant mechanisms. The usual atomistic modeling meth-
ods are based on thermostatistic approaches, whose precision and reliability depend on the
interatomic potential used. However, there was no potential allowing a rigorous study of the
Zr-H system. The present work has indeed addressed this issue: a new tight-binding potential
for zirconium hydrides modeling is now available. Moreover, this thesis provides a detailed
manual for deriving such potentials accounting for s�✁ hybridization, and �tted here on DFT
results. This guidebook has be written in light of modeling a pure transition metal followed
by a metal-covalent coupling (metallic carbides, nitrides and silicides).

Keywords : Tight-Binding, Zirconium, Hydrides, Electronic structure, Interatomic potential,
Phase diagram.
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1 Importance des hydrures métalliques dans le stock-

age d'énergie

Ce travail de thèse a été initié par l'IRSN (Institut de Radioprotection et de Sûreté
Nucléaire). Il s'inscrit dans le cadre du développement continu d'outils de modélisation
des matériaux pour la sûreté nucléaire. Cependant, la problématique des hydrures mé-
talliques concerne le monde des matériaux pour l'énergie au sens large, dépassant le
cadre de la seule énergie nucléaire.
En e�et, le développement des énergies renouvelables entraine l'apparition de contraintes
nouvelles sur le réseau électrique pour réussir à ajuster cette production d'électricité à
la demande. Les énergies éoliennes et solaires sont des sources d'énergie intermittentes
par essence, et leurs sites de production sont nombreux et géographiquement disper-
sés. Ainsi, pour éviter de saturer le réseau et de gaspiller l'énergie produite lors des
pics de production, stocker e�cacement le surplus d'énergie devient un enjeu majeur.
L'hydrogène est au c÷ur du concept de stockage du surplus d'électricité [1]. Ce surplus
servirait à produire de l'hydrogène par hydrolyse de l'eau, et cet hydrogène serait le
carburant de piles à combustible permettant la production ultérieure d'électricité. Le
cycle de production, stockage et consommation de l'hydrogène ne produit pas de CO✷, ce
qui rend cette �lière énergétique particulièrement propre. Le dé� à relever est d'arriver
à stocker de l'hydrogène pour le rendre disponible à tout moment et en tout lieu [2]. Or
l'hydrogène a une très faible masse molaire, un très bas point de liquéfaction (- 253°C),
et ses conditions de stockage sont délicates. Vouloir dépasser ces inconvénients se justi�e
par la forte densité massique d'énergie de l'hydrogène, de 33 kWh/kg, supérieure à tous
les vecteurs actuellement disponibles, typiquement de 12kWh/kg pour l'essence ou le
diesel.
Les trois grandes formes de stockage de l'hydrogène sont les voies gazeuses, liquides
et solides. L'hydrogène est un gaz très léger et in�ammable, donc di�cilement entre-
posable. Son stockage gazeux dans des réservoirs à haute pression, dits hyperbares, ne
permet pas d'atteindre des densités de stockage élevées. Il n'est envisageable que pour
entreposer quelques kilos d'hydrogène et son acceptation par le public n'est pas acquise.
Pour des quantités plus importantes, d'autres solutions, plus sûres, doivent être recher-
chées. A cause de sa température de liquéfaction, le stockage cryogénique de l'hydrogène
liquide permet d'augmenter la densité de stockage mais l'énergie utilisée pour liqui�er le
gaz et le maintenir à cette température représente au moins 20 % du pouvoir calori�que
de l'hydrogène [3]. La rentabilité, et donc l'intérêt d'un tel mode de stockage, en sont
considérablement réduits. L'hydrogène peut également être stocké sous forme solide, en
utilisant l'absorption réversible de l'hydrogène dans certains matériaux, métaux et com-
posés intermétalliques lorsqu'ils sont mis en contact avec ce gaz. Parmi les matériaux
aujourd'hui explorés se trouvent le Mg et des systèmes à base de Ti, V et Ni. Les hy-
drures de magnésium sont l'objet de collaborations industrie/recherche académique, et
ont l'intérêt d'avoir une densité volumique de stockage supérieure à celle de l'hydrogène
liquide, de l'ordre de 7,6 % massique. L'absorption de l'hydrogène se fait à pression
modérée, de l'ordre de la dizaine de bars. La réaction de désorption du gaz étant en-
dothermique, la température du réservoir chute rapidement en cas de fuite accidentelle,
qui s'interromprait d'elle-même [3]. Pour les hydrures dans les systèmes à base de Ti,
V et Ni, le stockage d'hydrogène ne dépasse pas encore 3% massique. De nombreux
dé�s demeurent pour augmenter la capacité de stockage solide de l'hydrogène, grâce à



12 Contexte nucléaire

la nanostructuration du magnésium mais aussi à l'utilisation de matériaux hybrides et
au développement de nouveaux composés.
Ainsi, le déploiement des énergies renouvelables de type solaire et éolien ouvrent des
champs de recherche sur les hydrures métalliques. Le zirconium est utilisé dans certains
systèmes étudiés, comme dans des alliages à base de vanadium [1]. Au-delà de cette
problématique du stockage, le zirconium est le composant principal d'alliages utilisés
dans l'industrie nucléaire, pour laquelle les hydrures de zirconium sont l'objet d'études
relevant de la sûreté nucléaire.

2 Contexte nucléaire

En sûreté nucléaire, le concept de défense en profondeur dé�nit trois barrières de
con�nement des produits radioactifs au sein des réacteurs à eau pressurisée (REP), qui
sont indépendantes les unes des autres (cf. Fig. 1) :

� la gaine, faite en alliage de zirconium et contenant les crayons combustibles : elle
doit retenir les produits radioactifs libérés par les pastilles combustibles ;

� le circuit primaire, composé du circuit de refroidissement primaire et de la cuve
en acier : il constitue une deuxième enveloppe capable de retenir la dispersion des
produits radioactifs contenus dans le combustible si les gaines sont défaillantes ;

� l'enceinte de con�nement, c'est-à-dire le bâtiment en béton qui abrite le circuit
primaire : c'est le dernier rempart à la dissémination de produits radioactifs.

Figure 1 � Représentation schématique des trois barrières de con�nement des REP
dé�nies par le concept de défense en profondeur, ©IRSN.

A ces trois barrières s'ajoute le combustible lui-même, à savoir les pastilles d'UO✷, qui
doit en premier lieu limiter le relâchement des produits radioactifs. Pour exploiter de
façon sûre l'énergie nucléaire, il faut donc assurer la tenue de ces di�érentes barrières en
tout temps, en toute situation (normale mais aussi incidentelle et accidentelle 1) et tout

1. Sur l'échelle de gravité des incidents et accidents INES (International Nuclear Event Scale), qui
comporte 8 niveaux, les niveaux 1 à 3 correspondent à des incidents, et 4 à 7 à des accidents, et le niveau
0 à un écart sans importance du point de vue de la sûreté. Cette échelle se fonde sur trois critères de
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au long de la vie des di�érents composants (au sein du réacteur, mais aussi pendant
l'entreposage et le transport des assemblages combustibles).
Les alliages à base de zirconium sont traditionnellement utilisés pour les gainages nu-
cléaires. En e�et, ils possèdent une faible section e�cace d'absorption des neutrons
combinée à des propriétés thermo-mécaniques satisfaisantes et une bonne résistance à la
corrosion. Lors du fonctionnement d'un REP, les assemblages combustibles sont placés
dans un environnement corrosif (milieu aqueux, irradiation, haute température), ce qui
conduit dans un premier temps à la formation d'une couche d'oxyde, la zircone, à la sur-
face des gaines. L'hydrogène produit par la réduction de l'eau di�use ensuite à travers
cette couche d'oxyde et se met en solution dans le matériau, où il reste relativement
mobile. La di�usion des atomes d'hydrogène est pilotée par di�érents gradients : con-
centration en hydrogène, température et contraintes. En première approximation, on
peut considérer que le gradient de concentration en hydrogène va de l'extérieur vers l'in-
térieur de la gaine, celui de température est dirigé de l'intérieur de la gaine en contact
avec le combustible chaud vers l'extérieur en contact avec le réfrigérant. Or, la solubilité
de l'hydrogène dans le zirconium est basse : au-delà de la limite de solubilité, des hy-
drures de zirconium précipitent. Cette limite de solubilité est davantage atteinte dans
la zone externe de la gaine, où les concentrations en hydrogène sont plus élevées et les
températures plus basses. Une couche d'hydrure précipite en périphérie [4], allant par-
fois jusqu'à la formation de `cloques' (RIM) d'hydrures si la couche de zircone desquame
[5]. Hydrogène en solution et précipités coexistent ainsi dans la gaine, comme représenté
�gure 2.

Figure 2 � Coupe au microscope optique d'une gaine en Zircaloy-4 à haut taux de
combustion [6] (gauche) et représentation schématique du processus d'hydruration de la
gaine (droite).

Dès les débuts de l'utilisation des alliages à base de zirconium dans les réacteurs, des
études sur les hydrures de zirconium dans ces alliages ont été faites expérimentalement
pour mieux connaître leurs propriétés thermo-mécaniques [7; 8; 9]. Elles ont mis en év-
idence l'e�et fragilisant de l'hydrogène sur ce métal [10; 11].

classement : les conséquences pour l'environnement à l'extérieur du site, les conséquences à l'intérieur du
site et la dégradation des trois barrières de sûreté. Un accident nucléaire implique une contamination
non-négligeable à l'extérieur du site conduisant à la mort d'un travailleur ou à une dégradation des
barrières de sûreté.
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Cet e�et des hydrures sur la gaine est aujourd'hui admis [12], il peut conduire à leur �s-
suration [13; 14]. La rupture d'une gaine est un phénomène localisé. Il apparaît d'abord
dans les zones les plus sollicitées des gainages. Les hydrures n'y sont pas répartis de
façon homogène : à contrainte donnée, une défaillance de la gaine apparaît d'abord dans
les zones les plus fragiles, c'est-à-dire où la concentration en hydrures est la plus im-
portante. Pour assurer la pertinence des marges de sûreté prises sur la tenue mécanique
des gainages, les seuils de concentrations limites en hydrures sont basés sur les valeurs
extrêmes (avec une marge) et non sur une concentration moyenne.
L'impact des gradients de contraintes sur la précipitation localisée d'hydrures est connu
de longue date au travers du phénomène de DHC (Delayed Hydride Cracking) [15; 16],
qui apparaît à l'extrémité de �ssures dans la gaine. A cet endroit, les contraintes lo-
cales, élevées, sont perçues comme un moteur à la précipitation d'hydrures puisqu'elles
diminuent la solubilité de l'hydrogène. Le précipité croît et la fracture se propage dans
la zone fragilisée, créant de nouvelles zones où les contraintes sont élevées et le processus
se répète [17].
De plus, l'application d'une contrainte entraine une précipitation des hydrures perpen-
diculairement à la direction de cette contrainte [18], visible à l'échelle macroscopique
(Fig. 3).

Figure 3 � Micrographies montrant la réorientation des hydrures dans des gaines en
Zircaloy-4 soumis à des cycles thermiques sous contrainte [19].

Au cours d'un cycle thermique, les hydrures se dissolvent lors de la chau�e et repré-
cipitent au cours du refroidissement, avec une orientation qui dépend des contraintes,
sachant que l'orientation perpendiculaire à celles-ci est privilégiée. Ce phénomène est
appelé réorientation des hydrures sous contrainte. Cette réorientation apparaît lors des
étapes de la vie des assemblages combustibles correspondant à des cycles thermiques,
comme par exemple au cours du transport des combustibles usagés ou en cas d'accident.
Elle est particulièrement nocive du point de vue de la résistance mécanique : elle peut
remettre en cause l'intégrité de la structure. Or, le niveau de contraintes appliquées en-
trainant une réorientation des hydrures dépend de la microstructure, de la mise en forme
et de l'histoire du matériau [8]. Il est donc primordial de connaître l'état microstruc-
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tural des gainages tout au long de leur vie et d'établir des liens entre microstructure et
propriétés mécaniques de la gaine.
Ces questions sont particulièrement ouvertes pour la vie post-centrale des assemblages
combustibles. Ils sont alors entreposés pendant plusieurs années dans une piscine au
sein du bâtiment réacteur où ils refroidissent. Lors de leur transport à sec vers l'usine de
retraitement ou le lieu d'entreposage de longue durée qui suit, leur température remonte
et les hydrures se remettent en solution. A leur arrivée en usine de retraitement, les as-
semblages subissent une aspersion d'eau pour être refroidis. On peut alors se demander
sous quelle forme et en quelle quantité les hydrures vont re-précipiter, et si cette nouvelle
microstructure menace la tenue des gaines. La caractérisation thermodynamique, mais
aussi cinétique, de la précipitation des hydrures, en particulier sous contrainte, est donc
très importante du point de vue de la sûreté nucléaire.
Au-delà de ces questions soulevées par la vie `post-centrale' des assemblages com-
bustibles, clari�er les cinétiques de précipitation des hydrures apporterait également
des informations intéressantes sur la tenue des gaines en situation accidentelle. Dans le
cas d'un RIA (Reactivity Induced Accident 2), la température de certains assemblages
combustibles augmente brutalement avec l'augmentation locale de réactivité et l'hy-
drogène se remet en solution. Le réacteur est ensuite arrêté automatiquement grâce à la
chute des grappes de commande intactes. Les assemblages se refroissent alors et les hy-
drures reprécipitent et peuvent se réorienter, menaçant la tenue des gaines. Ce scénario
d'accident est au c÷ur de l'activité du Laboratoire de Physique et Thermomécanique
des Matériaux (LPTM) de l'IRSN auquel je suis rattachée.

L'importance de ce sujet se re�ète par une abondante littérature a�érente mais la
nature exacte, la stabilité et les mécanismes de formation des hydrures restent con-
troversés [20]. Etudier la cinétique de précipitation des hydrures est une tâche ardue
car l'hydrogène ne peut être gardé en sursaturation par trempe [21] : les méthodes clas-
siques de vieillissement par trempe ne peuvent être utilisées. Les données expérimentales
disponibles sont principalement obtenues par des méthodes d'observation indirecte (par
exemple, de `Di�erential Scanning Calorimetry' [22]) ou sur des analyses post-mortem.
L'espace laissé aux débats est donc large.
Concernant la nature et la stabilité des hydrures, de nombreux auteurs ont observé et
identi�é comme étant stable la phase ✍, cubique faces centrées (FCC) de type �uorite,
d'hydrures ZrH✷�① [23], qu'on retrouve sur le diagramme de phase ZrH (Fig. 4). Notons
qu'il existe aussi la phase d'hydrure ✎, tétragonale centrée et de composition variant
entre ZrH✶✿✼✼ et ZrH✷, qui précipite dans des conditions qui ne sont pas rencontrées
en réacteur, à savoir en présence d'une forte teneur en hydrogène à basse température.
D'autres résultats suggèrent que la phase ✌, tétragonale faces centrées (FCT), d'hydrures
(ZrH) peut également être stabilisée [24]. Pour les hydrures ✍ et ✌, qui apparaissent en
réacteur, les séquences de précipitation ne sont pas complètement éclaircies. On peut
distinguer deux principales séquences envisagées. La première suppose les formations
successives de l'hydrure ✌ puis de l'hydrure ✍ [25]. La seconde envisage un passage di-
rect de la phase ☛, hexagonale compacte (HCP, qui est celle du Zr pur) à l'hydrure ✍,
où ✌ est un sous-produit de la dissolution de l'hydrure ✍ dans la phase ☛ [24]. De plus, il
semblerait que les hydrures ✌ ne soient stables qu'à température ambiante : en-dessous
de 180 �, il a été observé une croissance des hydrures ✌ au détriment des ✍ [26]. Cepen-

2. Le RIA est un scénario d'accident consécutif à une augmentation subite du �ux de neutrons due
soit à l'éjection d'une grappe de commande soit à l'injection accidentelle d'eau non-borée au sein du
réacteur.
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dant, la découverte plus récente de l'hydrure métastable cohérent ✏ [23] laisse penser
que d'autres hydrures métastables pourraient jouer un rôle dans la séquence de précip-
itation. En outre, il existe des e�ets d'alliage sur les phases d'hydrures qui précipitent
[27].

Figure 4 � Diagramme de phase Zr-H.

Concernant la cinétique de précipitation, certains considèrent qu'elle est quasi-
instantanée [28; 7]. D'autres suggèrent une cinétique de précipitation plus lente [29; 26],
ce qui pourrait expliquer l'hystérésis observée entre les courbes de limite de solubil-
ité de l'hydrogène déterminées en précipitation et remise en solution en fonction de la
température, comme illustré sur la �gure 5.

Figure 5 � Evolution de la concentration en hydrogène en solution en fonction de la
température, dans les directions transverse (TD) et de laminage (`Rolling Direction',
RD) de l'échantillon [30].

A ce jour, on ne dispose pas d'un modèle global pour expliquer ces phénomènes, et
la connaissance incomplète de la séquence de précipitation des hydrures en est proba-
blement la cause. En réponse aux méthodes indirectes, l'utilisation récente de rayons-X
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à haute énergie au synchrotron a permis de suivre in-situ la dissolution et la remise
en solution des hydrures, la réorientation des hydrures sous contraintes et d'établir un
lien entre déformation du réseau cristallin de zirconium et concentration d'hydrogène
en solution [6; 30; 31; 32; 33]. Les contraintes à l'interface entre les phases d'hydrogène
en solution et hydrures précipités semblent jouer un rôle important sur les mécanismes
et cinétiques de précipitation. Des questions restent cependant en suspens : comment
expliquer les variations de paramètres de maille du zirconium? Dans quelle mesure sont-
elles dues à la concentration en hydrogène dissous ? Comment expliquer le retard à la
reprécipitation des hydrures lorsque le système est refroidi ? Ces questions soulevées le
sont à l'échelle atomique, à laquelle de nombreuses données expérimentales sont désor-
mais accessibles.
Une meilleure compréhension des moteurs physiques à l'origine des interactions matrice-
précipité et contrainte-précipité devrait être non seulement satisfaisante du point de vue
intellectuel mais conduirait également à une meilleure prédiction de la précipitation.
C'est dans cette perspective que s'inscrit ce travail de thèse.

3 Objectifs de la thèse

L'objectif de cette thèse est de développer les outils permettant de clari�er le dia-
gramme de phase Zr-H, déjà présenté �gure 4. Les clari�cations à apporter concernent
à la fois les phases existantes, la séquence de précipitation des hydrures, la cinétique
de précipitation-remise en solution des hydrures, l'impact des contraintes sur le dia-
gramme de phase et les éventuelles contraintes générées par la coexistence de phases
non-cohérentes.
La modélisation du système Zr-H à l'échelle atomique devrait permettre de découpler
les e�ets des di�érents paramètres en jeu, à savoir la température, la concentration
en hydrogène dissous et les contraintes locales et d'apporter un éclairage nouveau aux
données expérimentales disponibles. Un intérêt plus particulier devrait être porté aux
domaines de stabilité et de métastabilité des di�érentes phases du diagramme de phase
(Fig. 4). En�n, cette modélisation du système Zr-H devrait permettre d'établir un lien
entre contraintes locales, stabilité de phases et cinétique d'évolution.

Comme on cherche à explorer le diagramme de phase Zr-H, la thermostatistique est
l'outil indiqué et on se basera sur des approches de type Monte-Carlo. Ces approches
nécessitent d'être fondées sur un modèle énergétique réaliste. Par réaliste, on entend un
modèle présentant un degré de précision cohérent avec les phénomènes étudiés et un
coût numérique permettant une exploration thermostatistique. Ce modèle doit décrire
l'évolution de l'énergie du système en fonction des positions des atomes et donc de leurs
distances mutuelles. Formellement, l'énergie du système est obtenue par résolution de
l'équation de Schrödinger qui rend compte de l'interaction entre les nuages électroniques.
La résolution précise de cette équation, sans paramètres ajustés mais en ayant recours
à certaines approximations, fait traditionnellement appel à la DFT (Density Functional
Theory, ou théorie de la fonctionnelle de la densité). Ce type de résolution a l'avantage
d'être général et transférable à tout système, pour peu qu'il ne soit pas trop complexe,
car cette méthode est très coûteuse en temps de calcul et espace mémoire.

On souhaite ainsi étudier des systèmes complexes et réaliser des calculs thermo-



statistiques qui nécessitent le calcul d'un grand nombre de con�gurations atomiques dif-
férentes : il faut mettre en ÷uvre des approches e�ectives plus légères mais paramétrées.
L'objectif est de pouvoir explorer le diagramme de phase Zr-H, aussi le modèle énergé-
tique choisi doit permettre a minima de di�érencier les di�érentes phases établies en
présence : FCC, HCP, FCT, ... Il doit donc être à la fois transférable et précis. Trans-
férable puisqu'il est impossible de postuler a priori quelle structure sera favorable : on
ne peut pas utiliser une approche dont les paramètres varieraient en fonction de la struc-
ture cristallographique. Et précis car distinguer des structures aussi proches que FCC
et HCP - toutes deux compactes - nécessite de tenir compte des atomes voisins sur au
moins deux couches successives, la première couche de voisins (ou premiers voisins) étant
la même (et la deuxième aussi si le rapport ❝�✁ du HCP est idéal). Dans ce contexte,
un bon compromis entre précision/transférabilité et coût de calcul consiste à utiliser la
méthode des liaisons fortes.

Le formalisme des liaisons fortes a pour objectif de décrire la structure électronique
en utilisant des paramètres peu nombreux mais dont le sens physique est clair. Ces
paramètres sont habituellement tabulés, par exemple dans [34]. Cependant, ils ne sont
pas tabulés avec une dépendance en distance, dont on a besoin. De plus, il n'y a pas
à notre connaissance de paramètres décrivant les interactions en présence d'hydrogène
dans le zirconium disponibles dans la littérature.
Il nous a fallu développer une méthodologie pour dériver les paramètres nécessaires à la
modélisation de ce système, en commençant par les interactions Zr-Zr avant de prendre
en compte l'hydrogène. L'originalité de ce travail tient à la prise en compte de l'hybri-
dation spd dans le développement d'un potentiel liaisons fortes, souvent négligée. Ses
e�ets peuvent se révéler importants dans de nombreux systèmes : les hydrures, étudiés
ici, mais aussi les nitrures et les carbures.

Ce manuscrit rappelle tout d'abord les méthodes usuelles de modélisaton des matéri-
aux à l'échelle atomique. Une attention particulière est portée aux méthodes de structure
électronique que sont la DFT et les liaisons fortes. Un état de l'art de la modélisation du
système Zr-H clôt cette première partie. Ensuite est détaillée la méthodologie de déri-
vation d'un potentiel en liaisons fortes basée sur des calculs de structure électronique
DFT et prenant en compte l'hybridation s✂✄. Le protocole d'ajustement des paramètres
met en évidence la variété des choix à faire pour déterminer une paramétrisation de
liaisons fortes cohérente. Le rappel du traitement traditionnel des métaux de transition
en liaisons fortes ✄ seule permet de situer cette méthodologie par rapport aux outils
usuels. La méthodologie de développement de potentiel est appliquée dans un premier
temps au zirconium pur avant d'être étendue au système Zr-H, motivation de cette
thèse. En�n, les potentiels dérivés sont validés sur di�érentes grandeurs physiques. On
démontre ainsi la validité de la méthodologie développée et la robustesse des potentiels
obtenus. Ils répondent bien au cahier des charges de la modélisation atomistique de la
précipitation des hydrures de zirconium. Les conclusions et perspectives de ce travail
clôturent le présent manuscrit.
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4.1 - Modèles thermostatistiques 23

La motivation de ce travail de thèse est de fournir les outils qui permettent de
clari�er et explorer le diagramme de phase Zr-H par des approches de modélisation à
l'échelle atomique. Plus précisément, on cherche ici à étudier les phases en présence et
leurs domaines de stabilité, ainsi que l'exploration des liens entre contraintes locales,
stabilité de phase et cinétique d'évolution des phases. Il est ainsi important d'apporter
un éclairage nouveau aux incertitudes et contradictions encore nombreuses dans la lit-
térature, comme exposé en introduction.
La modélisation à l'échelle atomique est limitée en taille et en temps : on peut s'in-
téresser à des systèmes de quelques nanomètres pour une durée allant de la pico- à la
milliseconde. Dans une approche de type multi-échelle, l'échelle atomique permet de
fournir des paramètres nécessaires aux modélisations mésoscopiques (identi�cation des
phases en présence, limite de solubilité, impact de la microstructure sur l'état de con-
traintes,...) mais aussi de mieux cerner les mécanismes physiques prépondérants qui sont
en jeu à l'échelle mésoscopique. Ce sens physique acquis à l'échelle atomique peut guider
le choix des modèles considérés et des paramètres pris en compte dans la modélisation
aux échelles supérieures.
Une meilleure compréhension des phénomènes à l'échelle atomique est permise via l'ac-
cès à deux grandeurs fondamentales du système : son énergie interne et son entropie
(de con�guration et de vibration) qui permet de prendre en compte la température. Ces
deux grandeurs correspondent aux deux familles d'outils de modélisation en matière
condensée et sciences des matériaux. L'énergie interne est décrite par le modèle énergé-
tique qui représente la cohésion entre les atomes. Sa connaissance rend alors possible
une prise en compte de son entropie par une exploration thermostatistique de l'espace
des phases du système 3.
Dans cette partie, après un rappel des approches traditionnelles de thermostatistique
et des di�érentes familles de calcul de l'énergie interne, les approches de structure élec-
tronique que sont la DFT et les liaisons fortes sont détaillées. En�n, un état des lieux
de la modélisation du système Zr/Zr-H permet de mieux cerner les limites actuelles
de sa modélisation et de dé�nir le cahier des charges imposé par Zr-H sur le modèle
énergétique à développer.

4 Introduction

4.1 Modèles thermostatistiques

4.1.1 De l'échelle microscopique aux grandeurs moyennes

La physique statistique est la branche de la physique qui permet de faire le lien entre
échelles macroscopique et microscopique d'un système. A l'échelle microscopique, les
constituants du système et leurs interactions sont décrits par la mécanique quantique,
alors qu'à l'échelle macroscopique, la physique classique est bien souvent su�sante pour
décrire le système étudié. A cette échelle, les grandeurs manipulées sont celles également
accessibles expérimentalement, telles la température, la pression, le volume, ... Les relier
à un état ou des états microscopiques n'est pas direct.

3. c'est-à-dire l'espace des con�gurations atomiques possibles du système (coordonnées et vitesses
des atomes)
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En e�et, la mécanique quantique se base sur les positions et les vitesses de tous les
éléments du système. On peut alors dé�nir l'espace des phases pour un système à ◆

particules : à l'instant t, il est dé�ni par ✻◆ degrés de liberté (✸◆ coordonnées et ✸◆
vitesses 4). L'espace des phases est donc un espace à ✻◆ dimensions dont chaque point
correspond à un état di�érent du système. Cette approche n'est pas envisageable si
l'on veut traiter des systèmes macroscopiques, où ◆ est de l'ordre de ✶�✷✁ atomes. La
physique statistique permet d'établir des liens statistiques entre ces deux échelles de
grandeurs, au travers de moyennes, et avec deux approches di�érentes de la `moyenne'
selon qu'on utilise la Dynamique Moléculaire (DM) ou des approches de type Monte-
Carlo (MC).
En DM, l'idée sous-jacente est qu'il est possible d'accéder aux grandeurs moyennes
d'un système à N-corps grâce à la simulation de son évolution temporelle naturelle.
Les grandeurs moyennes extraites sont en fait des moyennes temporelles, valables sous
condition d'une durée de simulation assez longue. En MC, les grandeurs calculées sont
elles des moyennes sur un échantillonnage des micro-états possibles, en se basant sur le
postulat fondamental de la physique statistique d'équiprobabilité de tous les micro-états
pour un système isolé à l'équilibre macroscopique. Considérer que ces deux approches
de la moyenne, temporelle et échantillonnée, des vitesses et positions des particules sont
équivalentes pour un système à N-corps est appelée l'hypothèse d'ergodicité. En toute
rigueur, cette hypothèse n'est pas valable dans le cas de verres, de phases métastables,
et même, en principe, dans le cas de solides quasi-harmoniques [1].

4.1.2 Méthodes de relaxation : des approches locales aux approches globales

L'utilisation de modèles thermostatistiques permet de passer d'une con�guration
�gée à 0 K à une con�guration relaxée, avec l'objectif d'atteindre l'équilibre thermo-
dynamique du système. Cette relaxation se fait sur la surface d'énergie potentielle du
système dans son espace des phases, fournie par le modèle énergétique. Selon l'approche
choisie pour la relaxation, l'espace des phases accessibles est plus ou moins étendu, et
plus ou moins localisé autour de la con�guration initiale, comme schématisé �gure 6.

La minimisation d'énergie interne est la méthode la plus locale. Elle permet
d'identi�er le minimum local proche de la con�guration de départ, qui correspond à :

✂❊♣

✂r✐
❂ � (4.1)

Cette minimisation porte sur l'énergie interne, et non sur l'énergie libre. Elle se fait donc
à une température de 0 K, l'entropie n'étant pas prise en compte. Di�érents algorithmes
de minimisation existent, parmi lesquels la méthode de Newton-Raphson et la méthode
du gradient conjugué [2]. Le choix dépend de la taille du système considéré, de l'espace
mémoire disponible et de la distance estimée entre con�guration initiale et d'équilibre.

La Dynamique Moléculaire, développée dans les années 1950 [3], permet d'ex-
plorer un espace des phases plus vaste autour de la con�guration initiale. L'exploration

4. Dans le cas de la thermostatistique classique, en opposition à quantique, l'espace des phases est
dé�ni par les ✄☎ degrés de liberté que sont les coordonnées des éléments du système.
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Figure 6 � Schéma de l'exploration de l'espace des phases en fonction de la méthode
de relaxation choisie.

permise correspond à la résolution dans le temps de l'équation fondamentale de la dy-
namique classique, la deuxième loi de Newton :

❋✐ ❂ ♠✐
❞✷r✐

❞�✷
(4.2)

où ❋✐ est la force exercée sur la particule ✁, de masse ♠✐, et de position r✐. ❋✐ est
directement tirée du gradient de l'énergie potentielle ❊♣ suivant :

❋✐ ❂ ✂
❞❊♣

❞r✐
(4.3)

Comme les forces sont nécessaires à l'utilisation de la Dynamique Moléculaire, dériver
l'énergie potentielle du système permet de les calculer d'après (4.3). Numériquement,
en développant en série de Taylor r✐✭�✮, on résout les équations du mouvement (4.2) en
utilisant un algorithme de Verlet [4], ou de velocity Verlet pour déterminer avec davan-
tage de précision les vitesses [5].
La dynamique moléculaire fournit les trajectoires des atomes composant le système. On
peut ainsi suivre l'évolution temporelle du système et calculer des grandeurs moyennes
sur les di�érentes con�gurations obtenues. Elles permettent de remonter à des grandeurs
physiques caractéristiques, comme la pression ou le volume d'équilibre, les coe�cients
de di�usion, ...
Cependant, pour une température ❚ donnée, la Dynamique Moléculaire ne permet d'ac-
céder que partiellement à l'espace des phases autour de la con�guration initiale. En e�et,
seules des barrières d'énergie pas trop importantes devant ❦❇❚ sont franchissables (où
❦❇ est la constante de Boltzmann). Cette exploration partielle de l'espace des phases
peut parfois s'avérer insu�sante. La Dynamique Moléculaire permet de couvrir des
gammes de temps de l'ordre de quelques nanosecondes, car le pas de temps doit être
de l'ordre de grandeur des vibrations du réseau, c'est-à-dire de ✶✄☎✆✝ s. Dans le cas qui
est le notre, d'exploration de diagramme de phase qui comporte changement de phases
et potentiellement apparition de phases encore non-identi�ées, le caractère local de la
Dynamique Moléculaire joue en sa défaveur tout comme les échelles de temps envisage-
ables, bien inférieures à celles d'un changement de phases. Par conséquent, une méthode
thermostatistique globale de type Monte-Carlo est plus indiquée pour résoudre ces prob-
lèmes.
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Les méthodes de type Monte-Carlo sont très utilisées dans des domaines variés
de la physique [6; 7], mais aussi en �nance [8], en gestion de tra�c [9], ... Elles reposent
sur des méthodes de mécanique statistique et permettent d'évaluer certaines grandeurs
physiques en e�ectuant une série de tirages aléatoires. Pour évaluer une grandeur, on
calcule sa moyenne sur un nombre ◆❙ de systèmes identiques qui constituent un en-
semble. Cet ensemble répond à des contraintes extérieures qui lui sont imposées, telles
le volume ❱ , le nombre de particules ◆ , le potentiel chimique ✖, la température ❚ . Le
choix de ces contraintes donne les di�érents ensembles souvent utilisés en thermody-
namique : ensemble canonique (NVT), grand-canonique (✖VT) entre autres.
Si l'on se place dans l'ensemble canonique, la probabilité que ce système se trouve dans
un micro-état ✐ d'énergie ❊� ne dépend que de ❊�. Elle est donnée par :

♣�✭◆❀ ❱❀ ❚✮ ❂
❡✁✂✄☎✆❇✝

❩✭◆❀ ❱❀ ❚✮
(4.4)

où Z(N,V,T), la fonction de partition canonique du système considéré, est dé�nie par :

❩✭◆❀❱❀ ❚✮ ❂

✞✟

❥✠✡

❡
✁✂☛☎✆❇✝ (4.5)

La valeur moyenne d'une grandeur se calcule sur l'ensemble des con�gurations possibles.
Par dé�nition, la valeur moyenne de l'énergie est donnée, pour un système classique dans
l'ensemble canonique, par :

❁ ❊ ❃❂

�

♣�❊� ❂

�

❡✁✂✄☎✆❇✝

❩✭◆❀ ❱❀ ❚✮
❊� (4.6)

C'est ce type de moyenne qu'on cherche à calculer en utilisant la méthode Monte-Carlo.
Pour un système donné, le nombre important d'états microscopiques accessibles rend
impossible le calcul direct de cette moyenne, sachant que les con�gurations explorées
sont choisies aléatoirement. La force des approches Monte-Carlo est de pouvoir réduire
fortement le nombre de con�gurations de l'espace des phases à échantillonner pour
converger vers une valeur moyenne. C'est possible grâce au facteur de Boltzmann qui
rend le poids statistique d'un grand nombre d'entre elles négligeable. Par conséquent, un
échantillonnage purement aléatoire inclurait des états de faibles poids statistiques dans
les con�gurations testées. Pour accélérer la convergence vers un résultat convenable, on
est tenté de biaiser l'échantillonnage de l'espace des phases, en ne considérant que les
portions de l'espace des phases dont les probabilités d'apparition sont les plus élevées.
De plus, pour pouvoir accéder à cette grandeur, il faut calculer la fonction de partition,
ce qu'on ne sait pas faire. La solution est de générer une chaîne de con�gurations,
dite de Markov, qui débute par une con�guration initiale aléatoire et qui repose sur
le principe d'une marche aléatoire. Chaque `pas' de cette marche aléatoire permet de
tester une nouvelle con�guration en introduisant un évènement. Cet évènement est choisi
en cohérence avec le mécanisme qu'on souhaite modéliser. Si on prend le cas d'une
relaxation, on choisira comme évènement un déplacement atomique. Il n'y a pas de
corrélation entre les di�érents pas, chacun ne dépendant que du pas qui le précède.
En pratique, dans ce travail, une telle chaine est générée par un algorithme de Metropolis
[10]. Il se présente de la manière suivante.
Soit ❊� l'énergie d'une con�guration initiale, ❊❥ l'énergie de la con�guration testée et
♣�❥ la probabilité de passer de l'état ✐ à l'état ☞.
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� Si ❊❥ est inférieure ou égale à ❊✐, la nouvelle con�guration est toujours acceptée :
♣✐❥ ❂ ✶.

� Si ❊❥ est supérieure à ❊✐, la probabilité de passage de � à ✁ est ♣✐❥ ❂ ❡
✂
✄☎✆✄✝
❦❇❚ .

On tire alors un nombre aléatoire ✑ compris entre 0 et 1, et l'état ✁ est accepté si
✑ ✔ ♣✐❥. En utilisant la probabilité ♣✐❥, on s'a�ranchit du besoin de connaître la
fonction de partition ❩✭◆❀ ❱❀ ✞ ✮ : on n'utilise pas directement les ♣✐ et ♣❥ (4.4) des
deux états � et ✁ mais leur rapport.

Plus le nombre de con�gurations générées est important, plus la valeur moyenne sera
proche de la valeur réelle. Pour une distribution de ◆❈ con�gurations, chacune de prob-
abilité ♣✐ (4.4), la valeur moyenne de l'énergie devient :

❁ ❊ ❃❂
✶

◆❈ ✐

❊✐ (4.7)

La qualité de l'échantillonnage de l'espace des phases est déterminée par l'écart entre
les évènements choisis dans cet espace.
D'autres algorithmes d'échantillonnage existent, avec des biais qui introduisent des fac-
teurs de pondération sur les micro-états, pondérations qui doivent ensuite être renormal-
isées pour retrouver des résultats correspondant au système initial, non biaisé. L'erreur
produite par cette procédure dépend grandement de la similitude entre les distributions
pondérées et non-pondérées de la grandeur étudiée. Typiquement, si la valeur moyenne
non-pondérée de la grandeur est rarement échantillonnée dans l'ensemble pondéré, sa
statistique de passage de l'ensemble pondéré à non-pondéré sera mauvaise. Parmi ces
techniques d'échantillonnage biaisé, on peut notamment penser à l'approche `Force-
Biased' Monte-Carlo [11] qui favorise les déplacements dans la direction des forces.
Ainsi, quelle que soit la technique d'échantillonnage choisie, seules les zones de l'espace
des phases les plus intéressantes sont explorées en Monte-Carlo, sans limitation sur les
barrières pouvant séparer deux con�gurations. La condition est que celles-ci ne soient
pas trop éloignées l'une de l'autre dans l'espace des phases. C'est donc l'outil de thermo-
statistique le plus global dont on dispose, et par là même le plus indiqué pour une explo-
ration de diagramme de phase. En revanche, toute notion d'évolution `temporelle' d'un
processus disparaît : on ne peut pas suivre temporellement un mécanisme choisi. Même
si ce n'est pas une limitation dans le cas présent, l'évolution temporelle est parfois un
paramètre clé du phénomène étudié, par exemple quand on souhaite connaître les ciné-
tiques des mécanismes en jeu dans ce phénomène.

C'est dans cette perspective qu'ont été développées les approches Monte-Carlo ciné-
tique (Kinetic Monte Carlo, KMC) basées sur un algorithme de type `N-fold way
algorithm' ou `temps de résidence' [12]. Le KMC permet la résolution d'équations ciné-
tiques pour reproduire des processus dynamiques de relaxation hors équilibre, avec un
temps KMC qui peut être relié au temps expérimental. Il se base sur les évènements
`réels', c'est-à-dire des évènements qui font `avancer' le système d'une con�guration à une
autre. Ils sont caractérisés par leur énergie d'activation. La probabilité d'une transition
est obtenue par le rapport entre la vitesse du processus associé à cette transition et la
somme des vitesses des processus de toutes les transitions possibles de la con�guration.
C'est un algorithme particulièrement bien adapté pour décrire l'évolution d'un système,
notamment les phénomènes de croissance hors équilibre, d'irradiation ou de vieillisse-
ment des matériaux, et ce à l'échelle atomique ou à l'échelle d'objets plus complexes
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comme des dislocations. Cette approche est limitée par la possibilité ou non de dresser
une liste exhaustive de l'ensemble des événements possibles et de leurs caractéristiques
énergétiques.

4.2 Approches pour le calcul de l'énergie interne

Quel que soit l'outil de thermostatistique choisi, il faut calculer l'énergie interne
d'un nombre important de con�gurations du système étudié. Trouver un compromis
entre temps de calcul et précision de la détermination de l'énergie interne est crucial.
Autrement dit, selon le problème considéré, on ajuste le degré de précision du calcul de
l'énergie interne.

La résolution explicite de l'équation de Schrödinger permet un calcul de l'én-
ergie interne issu de la connaissance de la structure électronique du système, à laquelle
on n'a aucun accès sinon. En mécanique quantique, l'énergie interne du système est
obtenue en résolvant l'équation de Schrödinger :

❊❥✣✐ ❂ ❍❥✣✐ (4.8)

où ❥✣✐ est l'état du système caractérisé par la fonction d'onde ✣, ❊ l'énergie interne et ❍
l'hamiltonien total du système. Cet hamiltonien peut être décomposé en cinq termes :

❍ ❂

�

♣✷�

✁♠❡
✰

■

♣✷■

✁▼■
✰

✶

✁
�✻✂✄

☎✷

❥r� ✆ r✄❥
✰

✶

✁
■✻✂❏

❩■❩❏☎
✷

❥❘■ ✆ ❘❏❥
✆

� ■

❩■☎
✷

❥r� ✆ ❘■❥

❂ ❚❡ ✰ ❚♥ ✰ ❱❡❡ ✰ ❱♥♥ ✰ ❱❡♥ (4.9)

❚❡ est le terme d'énergie cinétique électronique, ❚♥ le terme d'énergie cinétique nucléaire,
❱❡❡ le terme d'interaction électron-électron, ❱♥♥ le terme d'interaction noyau-noyau et ❱❡♥
le terme d'interaction électron-noyau. Ces trois derniers termes sont de forme coulom-
bienne.
L'équation (4.8) ne peut être résolue que pour des systèmes à deux particules. Les méth-
odes de structure électronique permettent de résoudre cette équation pour un système à
◆ particules, grâce à des approximations (pour la DFT et les Liaisons Fortes) et à des
paramètres (introduits en Liaisons Fortes, et dans une moindre mesure en DFT pour les
systèmes fortement corrélés, : DFT+U [13]).
La première approximation, commune à toutes les méthodes de calcul de l'énergie in-
terne, est celle de Born-Oppenheimer, ou approximation adiabatique. Elle consiste à
découpler les mouvements des noyaux de ceux des électrons, ce qui est justi�é par la dif-
férence entre la masse des électrons (♠❡ ❂ ✵✿✺ MeV) et celle des noyaux (♠✝✞♦✟♦♥✠ ❂ ✾✡☛

MeV) et donc entre leurs vitesses. Si on s'intéresse au mouvement des électrons, on
peut résoudre le problème dans un système où les positions des noyaux sont �xées. Au
contraire, si on s'intéresse au mouvement des noyaux, le problème est résolu en consid-
érant que ces derniers évoluent dans un champ électronique moyen. Formellement, cette
approximation revient à décomposer la fonction d'onde totale ❥✣✐ en un produit d'une
fonction d'onde électronique et d'une fonction d'onde nucléaire ❥✣❡✐ ☞ ❥✣♥✐.
Les approximations suivantes portent sur la description de l'énergie potentielle d'in-
teraction qui assure la cohésion du solide. Si on considère les noyaux �xés, l'énergie
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potentielle s'écrit :

❊♣ ❂ ❚❡ ✰ ❱❡❡ ✰ ❱♥♥ ✰ ❱❡♥ (4.10)

On distingue alors trois familles de méthodes. La première famille regroupe les approches
ab initio, de type Hartree-Fock ou DFT. Elles permettent une résolution sans paramètre
mais approximée de l'équation de Schrödinger pour un système à ◆ -corps. A l'opposé,
les potentiels semi-empiriques, se basent sur une description classique du système : le
noyau et son cortège électronique ne forment qu'une particule. Ces potentiels décrivent
des interactions entre particules classiques et reposent sur des formulations analytiques
- la voie la plus rapide mais qui n'assure pas toujours la transférabilité du modèle. C'est
la stratégie la plus souvent adoptée. La voie intermédiaire est celle des méthodes de
structure électronique paramétrées comme les Liaisons Fortes.
Dans ce travail, la DFT a servi de référence à nos calculs de Liaisons Fortes. Ainsi, le
paragraphe 5 propose une description de ces deux méthodes de structure électronique.

Cependant, nombre de problèmes ne nécessitent pas une connaissance détaillée de
la structure électronique mais requièrent de manipuler de grandes quantités d'atomes,
de l'ordre de plusieurs milliers, voire de millions. Dans ces cas-là, les potentiels semi-
empiriques sont la façon indiquée de calculer l'énergie interne des systèmes considérés.
Dans les solides, il existe quatre grands types de liaisons : les liaisons de Van der Waals,
les liaisons ioniques, les liaisons covalentes et les liaisons métalliques. Le choix d'un
potentiel semi-empirique dépendra logiquement du type de liaisons à traiter. Les li-
aisons mises en jeu dictent le nombre de corps à prendre en compte : deux (interactions
de paires), trois (interactions de triplets prenant en compte les e�ets angulaires)... ◆
corps.
Des potentiels interatomiques adaptés à chaque type de liaison existent et sont
paramétrés par ajustement sur des données expérimentales ou issues de calculs de struc-
ture électronique. Ainsi, des potentiels de paires de type Lennard-Jones peuvent être
utilisés pour décrire des liaisons Van der Waals, ou de type Born-Mayer-Huggins pour
les liaisons ioniques [14]. Les liaisons covalentes ont une dépendance angulaire, qui peut
être prise en compte par des potentiels de type Stillinger-Weber [15], Terso� [16].
Dans notre cas, on cherche à modéliser des liaisons métalliques (Zr pur) ou des liaisons
métal-covalent (Zr-H). Or, il est bien connu que la cohésion de ces systèmes ne peut
être décrite correctement par l'utilisation de potentiels de paires, mais qu'elle nécessite
l'utilisation de potentiels à ◆ -corps. Ces potentiels se décomposent pour la plupart en
deux termes : un terme attractif modélisant la liaison chimique (qui lui confère le car-
actère à ◆ -corps) et un terme répulsif de paires. Le caractère à ◆ -corps se traduit par
le fait que l'interaction entre deux atomes dépend non seulement de la distance entre
ces deux atomes mais aussi des distances entre ces deux atomes et leurs atomes voisins
respectifs. Le choix du nombre de voisins ainsi pris en compte sera déterminé par un
rayon de coupure. De nombreux potentiels à ◆ -corps ont été développés pour les mé-
taux de transition, parmi lesquels on retrouve le plus souvent les potentiels dits EAM
et SMA, développés ci-après.

Les potentiels EAM (Embedded-Atom Method, ou Méthode de l'Atome Entouré)
ont été introduits par Daw et Baskes pour étudier la fragilisation des métaux induite
par l'hydrogène [17] puis les défauts dans les métaux [18]. Avec cette méthode, l'énergie
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potentielle d'un atome du système modélisé s'écrit alors :

❊
�❆✁
✐ ❂

❥✻✂✐

✣✭r✐❥✮ ✄ ❋

❥✻✂✐

✚✐✭r✐❥✮ (4.11)

Le premier terme correspond à la partie répulsive, décrite comme un terme de paire. Le
second terme, la partie attractive, se base sur une fonction `d'environnement' ❋ . Cette
fonction dépend de la densité électronique ✚✐ vue par un atome hôte qui remplacerait
l'atome ☎ mais sans la contribution de cet atome ☎. Pour s'adapter aux métaux étudiés et
pour obtenir des résultats plus proches de l'expérience, de nombreuses versions remaniées
de ce potentiel existent, parmi lesquelles les potentiels MEAM de Baskes (Modi�ed-
EAM, [19]) et les potentiels AMEAM de Zhang et al. (Analytic Modi�ed-EAM,[20]).

Les potentiels basés sur l'approximation des liaisons fortes au second mo-
ment (SMA) sont aussi adaptés à l'étude des métaux de transition. Finnis et Sinclair
ont développé un potentiel, nommé FS [21]. Dans la lignée des travaux de Friedel et
Ducastelle [22; 23], un autre potentiel, SMA, a été développé par Rosato, Guillopé et
Legrand dans la même approximation [24]. En SMA, l'énergie potentielle d'un atome
du système s'écrit :

❊
❙✁❆
✐ ❂ ✆

❥✻✂✐

❡
✝♣
✏✞✟✠
✞✵
✝✶
✑

✄

❥✻✂✐

✘✷❡
✝✷q

✏ ✞✟✠
✞✵
✝✶
✑

(4.12)

où r✡ est la distance interatomique d'équilibre et ✆, ✘, ☛ et ☞ sont les quatre paramètres
ajustables du modèle. Le premier terme, répulsif, est décrit par une interaction de paire
de type Born-Mayer [23]. Le second est attractif et correspond à l'énergie de bande cal-
culée en liaisons fortes au second moment en ne considérant que les bandes ❞ du métal
de transition.

Les potentiels EAM (4.11) et SMA (4.12) ont une allure similaire, avec un terme
répulsif et un terme électronique dont l'expression analytique est souvent proche. En
EAM et contrairement au SMA, la forme du terme répulsif n'est pas �xée. De même,
la fonction d'environnement est �exible. Les potentiels EAM sont ainsi plus souples, et
peuvent contenir plus de paramètres que leurs équivalents SMA. Ils gagnent ainsi en
précision pour le système sur lequel ils sont ajustés et perdent simultanément en trans-
férabilité par rapport au SMA.

Même si l'énergie de cohésion ne peut se ramener à une somme de termes de paires,
on peut signaler que, dans le cas de systèmes binaires, la petite partie de cette énergie
qui dépend de la con�guration chimique peut elle être décrite en perturbation sous la
forme d'interaction de paires. On peut ainsi écrire un Hamiltonien d'Ising permettant
d'analyser les phénomènes d'ordre et de désordre dans les alliages [25], ou de ségrégation
près de défauts [26], sur un réseau rigide, ce qui ouvre le champ à des études Monte
Carlo très peu coûteuses [27]. De plus, le calcul de telles interactions dans un système
contraint devrait permettre d'e�ectuer à peu de frais des simulations MC sur réseau
rigide prenant en compte de façon e�ective les e�ets de contraintes et de relaxations
atomiques.
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5 Structure électronique

5.1 Une méthode `ab initio' : la DFT

Malgré l'hypothèse adiabatique, on ne peut toujours pas résoudre l'équation de
Schrödinger (4.8) pour un système d'électrons évoluant autour de noyaux �xes. En e�et,
les électrons interagissent entre eux et le problème à résoudre reste un problème à ◆
corps, insoluble, qu'il faut encore simpli�er. La théorie de la fonctionnelle de la densité,
plus connue sous le nom de DFT (Density Functional Theory), permet de résoudre ap-
proximativement ce problème. Le système d'électrons est traité comme s'il était composé
d'électrons isolés plongés dans un champ moyen généré par les autres électrons. Cette
méthode est très largement utilisée pour e�ectuer des calculs de structure électronique.
Prenons comme point de départ un hamiltonien de la forme :

❍ ❂ ❚❡ ✰

✐

❱❡�✁✭r✐✮

✂✄☎✆

✰❱❡❡ (5.1)

qui correspond à (4.10), en �xant la contribution constante des noyaux ❱♥♥ à zéro et en
considérant l'interaction noyaux-électrons ❱❡♥ comme un potentiel extérieur. Le premier
théorème d'Hohenberg et Kohn [28] pose que le potentiel extérieur est déterminé de
façon univoque par la densité électronique. Cela revient à dire que pour une densité
électronique ✚✭r✮ donnée, il existe un potentiel unique ❱❡�✁✭r✮ tel que ✚✭r✮ est la densité
de l'état fondamental. Rappelons qu'on cherche à calculer l'énergie du système, ce qui
est possible si on connaît ❱❡�✁✭r✮ : ✚✭r✮ rend ce calcul possible également (grâce à ce
premier théorème).
Posons ❱❡�✁✭r✮, le potentiel extérieur associé à ✚✭r✮ la densité électronique à l'état fonda-
mental, et ✥ la fonction d'onde multiélectronique correspondant à cet état fondamental.
L'énergie du système peut alors s'écrire sous la forme d'une fonctionnelle de la densité
✚✭r✮ :

❊❬✚✭r✮✝ ❂ ❚❡❬✚✭r✮✝ ✰ ❊❡❡❬✚✭r✮✝ ✰ ✚✭r✮❱❡�✁✭r✮❞
✸
r (5.2)

Le deuxième théorème d'Hohenberg et Kohn pose alors que la densité ✚✵, qui est la den-
sité de l'état fondamental de ❱❡�✁✭r✮, minimise la fonctionnelle ❊❬✚✭r✮✝ dé�nit en (5.2).
D'après le théorème de Kohn et Sham [29], on peut considérer un système �ctif ❙ de
particules qui n'interagissent pas entre elles, ayant la même densité que le système
réel (d'électrons interagissant) et dont la fonction d'onde �ctive ✥✞✭r✶❀ ✿✿✿❀ r✟✮ peut
s'écrire, sans approximation, sous la forme d'un déterminant de Slater de fonctions
d'onde monoélectroniques ✬✐. On a alors :

❊✞❬✚✝ ❂ ❚✞❬✚✝ ✰ ✚✭r✮❱✞✭r✮❞
✸
r (5.3)

Le terme cinétique �ctif ❚✞❬✚✝ est di�érent de ❚ ❬✚✝ mais calculable puisque les particules
de ce système n'interagissent pas. De retour au système réel, en posant ❊✠ comme étant
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l'énergie de Hartree 5, on a :

❊❬✚❪ ❂ ✚✭r✮❱❡�✁✭r✮❞
✸
r ✰ ❚❙❬✚❪ ✰ ❊❍❬✚❪ ✰ ❚❡❬✚❪ ✂ ❚❙❬✚❪ ✰ ❊❡❡❬✚❪ ✂ ❊❍❬✚❪

✄☎①✆✝✞✟

(5.4)

où ❊❡❡ ❂ ✚✭r✮❱❡❡✭r✮❞
✸r. Le terme d'échange corrélation ❊�✠❬✚❪ contient la partie de

la corrélation qui manque dans l'énergie cinétique ❚❙❬✚❪, toute l'énergie d'échange et la
partie de la corrélation qui manque dans le terme d'Hartree. Ces contributions ne sont
pas additives, elles sont interdépendantes.
Posons ❱�✠❬✚❪ ❂

✍☎①✆✝✞✟
✍✝✞✟ , le potentiel d'échange-corrélation qui contient toute la complexité

de la physique. On peut alors, en supposant ❊�✠❬✚❪ connue, résoudre les équations de
Schrödinger pour tous les électrons du système �ctif ✡ (non-interagissant) :

❬❚❙ ✰ ❱❡�✁ ✰ ❱❍ ✰ ❱�✠❪

✄❍❑☛

✬✐✭r✮ ❂ ✎✐✬✐✭r✮ (5.5)

où les ✬✐ sont les fonctions d'onde monoélectroniques de Kohn-Sham. On peut ainsi
minimiser l'énergie du système, dont on tire la densité électronique correspondante. La
DFT utilise un cycle auto-cohérent pour déterminer itérativement la densité électronique
du système :

1. Initialisation : densité ✚✵ et fonctions d'onde initiales (hypothèse)

2. Début du cycle d'auto-cohérence (itération ☞) : calcul du potentiel e�ectif avec la
densité d'entrée du pas ☞ ✂ ✶, ✚✐✌✏

3. Résolution des équations de Kohn-Sham (5.5)

4. Calcul de la densité électronique correspondante ✚✐

5. Mélange des densités (mixing) ✚✐ et ✚✐✌✏

6. Test de la convergence de la densité :
� si la convergence n'est pas atteinte, retour à l'étape 2 avec la densité calculée
au cours du cycle comme valeur initiale

� si la convergence est atteinte, passage à l'étape 7

7. Calcul des valeurs de sortie : énergie, structure électronique, ...

Le cycle d'auto-cohérence permet de déterminer les ✎✐ du système �ctif (5.5), dont la
somme ne correspond pas à l'énergie totale du système réel. Il faut y apporter des
corrections non-triviales, qui donnent à l'énergie du système réel l'allure suivante :

❊ ❂

✐

✎✐ ✂ ✚✭r✮ ❱�✠✭r✮ ✰
❱❍✭r✮

✷
❞
✸
r (5.6)

A partir de (5.4), on a considéré l'énergie d'échange-corrélation ❊�✠❬✚❪ comme étant con-
nue. Ce n'est pas le cas et di�érentes approximations existent pour calculer ce terme.
Elles ne permettent pas toujours de compenser complètement la `self-interaction' de
Hartree. Les deux approximations les plus fréquemment utilisées en matière condensée
sont la LDA (Localized Density Approximation) et la GGA (Generalized Gradient Ap-
proximation).

5. avec ✑✒ ✓
❘ ❘ ✔✕✖✗✔✕✖✘✗

❥✖✙✖✘❥ ✛✜✢✛✜✢✣ et où le potentiel de Hartree correspondant s'écrit : ✤✒ ✓
❘ ✔✕✖✘✗
❥✖✙✖✘❥✛

✜✢✣. Il exprime l'interaction coulombienne classique entre deux charges électroniques.
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La LDA suppose que la densité électronique est homogène localement, ce qui équivaut
à une variation très lente dans l'espace de la densité électronique. L'énergie d'échange-
corrélation ❊①�❬✚❪ est remplacée par celle d'un gaz homogène d'électrons de même den-
sité ✚. Cette approximation a tendance à sous-estimer le paramètre de maille d'équilibre,
l'énergie de cohésion, . . .
La GGA permet de prendre en compte des variations dans la densité électronique, en in-
troduisant un gradient de la densité électronique r✚ dans l'énergie d'échange-corrélation
❊①�❬✚❪ (en LDA, seule la densité y apparaît). Le paramètre de maille d'équilibre est alors
surestimé, mais les résultats sont généralement plus proches des valeurs expérimentales,
comme par exemple pour l'énergie de cohésion.

Le code utilisé pour les calculs DFT présentés dans ce travail est Wien2k [30]. C'est
un code de type Full-Potential LAPW (Linear Augmented Plane Waves). La méthode
LAPW est une procédure pour résoudre les équations de Kohn-Sham en introduisant
une base adaptée au problème.

Figure 7 � Schéma du partage de la cellule unité en sphères atomiques (I) et en une
région interstitielle (II).

Cette adaptation est obtenue en divisant la cellule unité en (cf. �gure 7) :
� sphères centrées sur les sites atomiques, qui ne se recouvrent pas (zone I) ;
� et une région interstitielle (zone II).

Dans les deux types de région, des bases di�érentes sont utilisées. Dans les sphères
atomiques, la base est une combinaison linéaire de produits de fonction radiales (❱▲✁ )
et d'harmoniques sphériques (❨▲✁ ). Dans la région interstitielle est utilisée une ex-
pansion en ondes planes. Il faut veiller à ce que cette description ne comporte pas de
discontinuités à l'interface entre ces deux régions.
De façon générale, on peut alors étendre le potentiel (et la densité de charge de manière
analogue) de la façon suivante :

❱ ✭✂✮ ❂ ▲✁ ❱▲✁✭✂✮❨▲✁✭✂✮ à l'intérieur de la sphère

❑ ❱❑❡
✐❑✄☎ à l'extérieur de la sphère

(5.7)

Ainsi, aucune approximation sur la forme du potentiel n'est faite : c'est ce qu'on ap-
pelle une méthode Full Potential, à la di�érence des méthodes de pseudo-potentiels. Les
pseudo-potentiels permettent de réduire les temps de calculs en traitant séparément les
contributions des couches électroniques de c÷ur, très localisées et inertes chimiquement,
et celles des couches de valence. Pour que cette méthode soit valable, il faut veiller à
l'orthogonalisation entre les fonctions d'onde des couches de valence et celles des couches
de c÷ur de l'atome.



34 Structure électronique

5.2 Une méthode paramétrée : les liaisons fortes

Les méthodes paramétrées de structure électronique permettent une résolution ap-
prochée de l'équation de Schrödinger (4.8) grâce à l'introduction d'un nombre restreint
de paramètres. On se focalisera ici sur les liaisons fortes (ou Tight-Binding, TB). Cette
méthode a l'avantage d'être moins coûteuse en temps de calcul que la DFT tout en
permettant une bonne connaissance de la structure électronique, impossible à obtenir si
on utilise des potentiels semi-empiriques.
En liaisons fortes, seuls les électrons de valence sont pris en compte. Dans cette ap-
proximation, les fonctions d'ondes atomiques sont décrites comme des combinaisons
linéaires d'orbitales atomiques (approximation LCAO 6) centrées sur chaque site atomi-
que. Pour que cette approximation soit valable, il faut des fonctions d'ondes atomiques
peu perturbées. C'est le cas si les électrons sont relativement localisés autour des noy-
aux, c'est-à-dire si le recouvrement entre nuages électroniques reste faible.
Repartons des quatre termes qui constituent l'hamiltonien total du système (4.10) une
fois l'approximation adiabatique faite. On peut alors �xer l'interaction noyau-noyau,
constante, à zéro (❱♥♥ ❂ ✵). Contrairement à la DFT, les liaisons fortes ne permettent
pas une description explicite des interactions électrons-électrons : ❱❡❡ ❂ ✵ (les fonctions
d'ondes électroniques sont par conséquent monoélectroniques) et leur prise en compte est
e�ective. En revanche, les liaisons fortes fournissent une description du terme cinétique
électronique ❚❡ et des interactions entre les électrons de valence et les noyaux (et les
électrons de c÷ur) ❱❡♥ ❂ ❱❡�✁. Ces dernières sont d'ailleurs fortes puisque les électrons
sont supposés localisés autour de leurs noyaux respectifs, d'où le nom de l'approxima-
tion.
La présentation qui est ici faite des liaisons fortes part du cas simple d'une bande non-
dégénérée, souvent considérée comme une bande s. Après un rappel de l'hamiltonien de
liaisons fortes, est présenté le cheminement qui permet de reconstruire la structure de
bande, puis la densité d'états à partir de cet hamiltonien. Ce cheminement est ensuite
généralisé au cas s✂✄.

5.2.1 De l'approximation des liaisons fortes à la structure de bande et à la
densité d'états en bande non-dégénérée

� Hamiltonien de liaisons fortes
L'objectif d'une méthode de structure électronique est de fournir une résolution ap-
prochée de l'équation de Schrödinger (4.8). Dans le cas du TB, le problème se ramène
donc à chercher les valeurs propres ❊❦ de ❍ , associées aux fonctions propres monoélec-
troniques ❥✥❦✐ :

❍❥✥❦✐ ❂ ❊❦❥✥❦✐ (5.8)

Dans l'approximation LCAO, les états monoélectroniques peuvent s'écrire sous la forme
de combinaisons linéaires des états atomiques ❥✣☎✐ :

❥✥❦✐ ❂

✆

❝
❦
✆ ❥✣✆✐

✥❦✭
✝✦
r ✮ ❂

✆

❝
❦
✆ ✣✭

✝✦
r ✝

✝✦
❘✆✮ ❂

✆

❝
❦
✆ ✣✆✭

✝✦
r ✮

(5.9)

6. Linear Combination of Atomic Orbitals.
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où ✐ représente les di�érents noeuds du réseau positionnés en ❘�, ❦ le vecteur d'onde
considéré, ✁✦r la position de l'électron, ❝✂� les coe�cients de la combinaison linéaire et où
on a voulu rappeler les correspondances entre les di�érentes notations utilisées.
Dans le cas où les nuages électroniques se recouvrent peu, au voisinage du noyau situé
en

✁✦
❘�, la fonction d'onde peut être considérée comme une orbitale atomique de sorte

que ces dernières constituent une base appropriée. On supposera dans ce qui suit que le
recouvrement entre orbitales atomiques est nul, c'est-à-dire que le recouvrement entre
nuages électroniques est négligeable, et donc que cette base des orbitales atomiques est
orthonormée : ❤✣�❥✣✄☎ ❂ ✍�✄ et �✭❝

✂
� ✮
✆❝✂� ❂ ✶.

Si on exprime le potentiel de réseau ❯✭
✁✦
r ✮ (correspondant au terme ❱❡✝ dans l'équation

4.9) comme la somme des potentiels atomiques ✉✝ centrés sur tous les sites atomiques
❘✝ du réseau :

❯✭
✁✦
r ✮ ❂

✝

✉✭
✁✦
r ✁

✁✦
❘✝✮ ❂

✝

✉✝✭
✁✦
r ✮ (5.10)

l'hamiltonien prend la forme suivante :

❍ ❂ ❚❡ ✰

✝

✉✝ (5.11)

L'équation (5.8) se développe de la façon suivante :

�

❝
✂
� ✭❚❡ ✰

✝

✉✝✮❥✣�☎ ❂

�

❝
✂
� ✭❚❡ ✰ ✉�✮❥✣�☎ ✰

�

❝
✂
�
✝✻✞�

✉✝❥✣�☎ ❂ ❊✂

�

❝
✂
� ❥✣�☎ (5.12)

que l'on peut réécrire :

�

❝
✂
� ✭✎✵ ✁ ❊✂✮❥✣�☎ ✰

�

❝
✂
�
✝✻✞�

✉✝❥✣�☎ ❂ ✟ (5.13)

où ✎✵ correspond à l'énergie de l'atome isolé qui véri�e l'équation ✭❚ ✰ ✉�✮❥✣�☎ ❂ ✎✵❥✣�☎.
En projetant sur l'orbitale ❥✣✄☎ (ce qui revient formellement à multiplier à gauche par
❤✣✄❥), on obtient :

�

❝
✂
� ✭✎✵ ✁ ❊✂✮❤✣✄❥✣�☎ ✰

�

❝
✂
� ❤✣✄❥

✝✻✞�

✉✝❥✣�☎ ❂ ✟ (5.14)

On pose :
☞�✄ ❂ ❤✣✄❥

✝✻✞�

✉✝❥✣�☎ pour ✐ ✠❂ ✡

☛� ❂ ❤✣�❥

✝✻✞�

✉✝❥✣�☎ pour ✐ ❂ ✡
(5.15)

Comme le potentiel est attractif, ☛❀ ☞ ✔ ✟. Dans le cas d'un réseau parfait :
� ☛� est indépendant de ✐, i.e. ☛ ❂ ❤✣�❥ ✝✻✞� ✉✝❥✣�☎ ❂ ❤✣�❥❯✭

✁✦
r ✮ ✁ ✉�❥✣�☎ a la même

valeur en tout point ✐ du réseau. Ce terme est appelé intégrale de dérive et corre-
spond au décalage de niveau atomique lié au passage de l'atome isolé (d'énergie
✎✵) à un solide ;

� ☞�✄ est composé d'intégrales à 2 (❤✣✄❥✉✄❥✣�☎) et à 3 centres (❤✣✂❥✉✄❥✣�☎). Ces dernières
sont négligées car chaque facteur n'est important qu'au voisinage du noeud auquel
il se rapporte, i.e. ☞�✄ ❂ ❤✣✄❥✉✄❥✣�☎ où ✐ ✠❂ ✡. Les intégrales à deux centres sont
appelées intégrales de saut puisqu'elles quanti�ent la délocalisation électronique
d'un site à l'autre. Elles ne dépendent que de ✁✦

r� ✁
✁✦
r✄ .
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Il convient de noter ici que tous les sites ✐ sont supposés équivalents, ce qui correspond
au solide parfait monoatomique in�ni. Dans ce cadre, on néglige souvent les intégrales de
dérive ☛ et l'énergie est ramenée à ✎✵ quel que soit le site ✐ considéré (ici, la composante
☛ est conservée). Dans un système inhomogène, que ce soit géométriquement (surface,
défaut, ...) ou chimiquement (alliage, impureté, ...), tous les sites ne sont pas équivalents.
Avec l'hypothèse du réseau parfait monoatomique, on peut reformuler l'hamiltonien et
ainsi l'exprimer en fonction des paramètres ☛ et ☞. Tout d'abord, on utilise la relation
de fermeture � ❥✣�✁✂✣�❥ ❂ ✶ :

❍ ❂

�✄☎

❥✣☎✁✂✣☎❥❍❥✣�✁✂✣�❥ ❂

�✄☎

❥✣☎✁❍�☎✂✣�❥ (5.16)

On se concentre sur le terme central en utilisant la forme de l'hamiltonien (5.11) :

❍�☎ ❂ ✂✣☎❥❚ ✰ ✉�❥✣�✁ ✰ ✂✣☎❥

♥✻✆�

✉♥❥✣�✁ (5.17)

On a alors :

❍�☎ ❂ ✂✣☎❥✎✵❥✣�✁ ✰ ✍�☎✂✣�❥

♥✻✆�

✉♥❥✣�✁ ✰ ✭✶ ✝ ✍�☎✮✂✣☎❥

♥✻✆�

✉♥❥✣�✁ (5.18)

En accord avec la dé�nition (5.15), on obtient :

❍�☎ ❂ ✭✎✵ ✰ ☛✮✍�☎ ✰ ☞�☎✭✶ ✝ ✍�☎✮ (5.19)

et donc de façon complète :

❍✞❇ ❂

�

❥✣�✁✭✎✵ ✰ ☛✮✂✣�❥ ✰

�✻✆☎

❥✣☎✁☞�☎✂✣�❥ (5.20)

Cette forme (5.20) correspond au hamiltonien de liaisons fortes en bande non-dégénérée.

� Structure de bandes
En reprenant (5.14) et (5.15), le système à résoudre est le suivant :

❝
❦
☎ ✭❊❦ ✝ ✎✵ ✝ ☛✮ ✝

�✻✆☎

❝
❦
� ☞�☎ ❂ ✟ (5.21)

En multipliant par ✭❝❦☎ ✮
✠ et en sommant sur ✡, on obtient :

☎

✭❝
❦
☎ ✮
✠
❝
❦
☎ ✭❊❦ ✝ ✎✵✮ ✝

☎

✭❝
❦
☎ ✮
✠
❝
❦
☎☛ ✝

☎✄�✻✆☎

✭❝
❦
☎ ✮
✠
❝
❦
� ☞�☎ ❂ ✟ (5.22)

Sachant que ☎✭❝
❦
☎ ✮
✠❝❦☎ ❂ ✶, (5.22) est donc équivalent à :

❊❦ ✝ ✎✵ ✝ ☛ ✝

☎✄�✻✆☎

✭❝
❦
☎ ✮
✠
❝
❦
� ☞�☎ ❂ ✟ (5.23)

Le système à résoudre devient :

❊❦ ❂ ✎✵ ✰ ☛ ✰

☎✄�✻✆☎

✭❝
❦
☎ ✮
✠
❝
❦
� ☞�☎ (5.24)



5.2 - Une méthode paramétrée : les liaisons fortes 37

Les fonctions de Bloch, de la forme ❝❦❥ ❂
✶♣
◆
❡✐
�✦
❦
�✦
❘✁ , sont solutions du système (5.24) en

(❝❦✐ , ❝
❦
❥ ). On obtient �nalement :

❊❦ ❂ ✎✵ ✰ ☛ ✰

♥

☞♥❡
✐
�✦
❦
�✦
❞✂ (5.25)

où ☛, ☞♥ ✔ ✄ et
☎✆
✝♥ ❂

☎✆
r❥ ☎

☎✆
r✐ correspond à la distance entre atomes.

L'expression (5.25) permet de calculer l'énergie en tout point de la première zone de
Brillouin. Cette donnée permet de reconstituer la structure de bande, qui est la représen-
tation graphique des niveaux d'énergie accessibles en fonction du vecteur d'onde.
Un exemple d'application de la reconstruction de la structure de bande est donné pour
une structure cubique à faces centrées (FCC). Dans cette con�guration, en se limitant
aux interactions entre premiers voisins, l'expression de l'énergie (5.25) devient :

❊✭✞①❀ ✞②❀ ✞③✮ ❂ ✎✵ ☎ ✟☛✟ ☎ ✹✟☞✟[❝✠✡✭❛✞①
✷

✮❝✠✡✭
❛✞②

✷
✮

✰ ❝✠✡✭
❛✞②

✷
✮❝✠✡✭

❛✞③

✷
✮ ✰ ❝✠✡✭

❛✞①

✷
✮❝✠✡✭

❛✞③

✷
✮] (5.26)

Dans le cas d'un réseau FCC, la première zone de Brillouin a la forme d'un octahè-
dre tronqué, avec un maximum de ✌

✍✙
✏ pour chaque composante. La troncation est la

suivante :

✟✞①✟ ✰ ✟✞②✟ ✰ ✟✞③✟ ✔
✸✑

❛
(5.27)

La géométrie de la première zone de Brillouin est donnée �gure 8.

Figure 8 � Première zone de Brillouin du FCC.

L'évolution de l'énergie selon plusieurs directions de la première zone de Brillouin est
représentée �gure 9, avec comme référence d'énergie ✎✵ ☎ ✟☛✟ ❂ ✄.
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Figure 9 � Evolution de l'énergie dans di�érentes directions de l'espace réciproque pour
❦③ ❂ ✵ - CFC. Les ❦ sont donnés en unité de ✷✙

❛ , et les énergies en unité ❥☞❥.

Le maximum d'énergie est de ✰�❥☞❥ pour les directions ① et ② (aux points X et W de
la première zone de Brillouin) et de ✬ ✰✁✿✺✂❥☞❥ dans la direction ❦✄ ❂ ❦☎ (au point K).
Le minimum est de ✆✶✝❥☞❥ au point ✞. La largeur de bande associée est donc de ✶✂❥☞❥.
Si l'on parcourt dans la première zone de Brillouin le chemin dont les points spéciaux
sont décrits �gure 8, qui correspond au chemin usuel des structures de bande en FCC,
la structure de bande prend l'allure illustrée sur la �gure 10.

Figure 10 � Structure de bande s du FCC, avec l'énergie en unité de ❥☞❥.

Les points de maximum et de minimum observés à la �gure 10 sont cohérents avec la
formule analytique de l'énergie (5.26) et avec le tracé précédent de la �gure 9. La bande
plate qui apparait entre X✭✵❀

✷✙
❛ ❀ ✵✟ et W✭

✙
❛ ❀

✷✙
❛ ❀ ✵✟ suit également les prédictions. 7

7. En e�et, sur cette portion, ✠✡ ☛ ✌✍
✎ et ✠✏ ☛ ✑. L'expression (5.26) devient donc :

❊✒✠✓✔ ✠✡✔ ✠✕✮ ☛ ✖✗ ✘ ✚✛✚ ✘ ✹✚✜✚ ✘❝✢✣✒
✤✠✓

✥
✮ ✦ ❝✢✣✒

✤✠✓

✥
✮ ✘ ✧ ☛ ✖✗ ✘ ✚✛✚ ✦ ✹✚✜✚

ce qui correspond bien à une bande plate.
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� Densité d'états
Il existe deux façons d'obtenir la densité d'états. La première se base sur la diagonalisa-
tion complète de l'hamiltonien de liaisons fortes. Elle s'avère coûteuse en temps de calcul
pour les systèmes complexes et requiert d'avoir un système périodique puisqu'elle fait
appel aux fonctions de Bloch. La deuxième permet d'éviter ces limitations en se plaçant
dans l'espace direct : il s'agit de la méthode de fraction continue. Ces deux options sont
ici détaillées successivement.
Rappelons tout d'abord notre objectif, qui est de calculer l'énergie totale du système.
L'énergie électronique du système, dite `énergie de bande', notée ❊❜, est obtenue en
distribuant tous les électrons disponibles sur l'ensemble des états de plus basse énergie.
Ceci est formellement obtenu en intégrant la densité d'états (ou Density of States -
DOS) ♥✭❊✮ jusqu'au niveau de Fermi, ❊❋ , qui correspond à l'énergie du dernier niveau
occupé à 0 K :

❊❜ ❂

�✁

✂✄
❊♥✭❊✮❞❊ (5.28)

La densité d'états correspond au nombre d'états dont l'énergie est comprise entre ❊ et
❊ ✰❞❊. Il est donc nécessaire de calculer cette DOS à la fois pour le calcul ultérieur de
l'énergie de bande et pour la détermination essentielle du niveau de Fermi, qui carac-
térise électroniquement le système.

- Reconstruction de la densité d'états à partir de l'espace réciproque
Cette première méthode résulte directement de l'équation (5.29) qui dé�nit la densité
d'états entre les énergies ❊ et ❊ ✰ ❞❊ :

♥✭❊✮❞❊ ❂
✶

◆

�☎✆�

� ❦

✍✭❊ ✝ ❊❦✮ (5.29)

où ◆ est le nombre total d'états. Elle consiste en une sommation sur l'ensemble des
points ✞ de la première zone de Brillouin des énergies ❊❦, obtenues comme précédemment
par diagonalisation de l'hamiltonien.

- Calcul de la DOS dans l'espace direct : Méthode de la fraction continue
Si on reprend l'équation (5.29), la densité d'états peut s'exprimer simplement par :

♥✭❊✮ ❂
✶

◆
✟

✍✭❊ ✝ ❊✟✮ ❂
✶

◆
Tr ✍✭❊ ✝❍❚❇✮ (5.30)

On peut s'a�ranchir de la fonction de Dirac, di�cile à utiliser, en posant :

✍✭①✮ ❂ ❧✠✡
✑✦✵☛

✝
Im
✙

✶

① ✰ ✐☞
(5.31)

et en introduisant l'opérateur de Green dé�ni par :

●✭❊✮ ❂
✶

❊✿✌❞ ✝ ❍❚❇
(5.32)

où ✌❞ est l'opérateur identité. On obtient comme expression de la densité d'états :

♥✭❊✮ ❂
✶

◆
Tr ❧✠✡

✑✦✵☛
✝
Im
✙
●✭❊ ✰ ✐☞✮

❂
✶

◆
❥

❧✠✡
✑✦✵☛

✝
Im
✙
❤✣❥✎●✭❊ ✰ ✐☞✮✎✣❥✏ (5.33)
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Il est alors aisé de projeter la densité d'états sur un site ❥. La densité d'états locale en
ce site s'écrit :

♥�✭❊✮ ❂ ❧✁✂
✑✦✵✰

✄
Im
✙

●��✭❊ ☎ ✐✆✮ (5.34)

Cette fonction ●�� se calcule simplement dans une base où la matrice H est tridiagonale.
Les éléments diagonaux sont notés ❛✝ et les éléments non-diagonaux ❜✝. L'allure de cette
matrice est alors :

❍ ❂

❛✶ ❜✶ ✞ ✿ ✿ ✿

❜✶ ❛✷ ❜✷ ✞ ✿ ✿

✞ ❜✷ ❛✸ ❜✸ ✞ ✿

✿ ✿ ✿ ✿ ✿ ✿

✿ ✿ ✿ ✿ ✿ ✿

(5.35)

En utilisant (5.35), la fonction de Green au site ❥ s'écrit alors sous forme de fraction
continue :

●�� ❂ ❤❥✟✭③ ✄ ❍✮
✠✶

✟❥✡ ❂
☛

③ ✄ ❛✶ ✄
☞✌✍

✎✠✏✌✠
✒✌✌
✓✓✓

(5.36)

Le nombre d'étages de cette fraction continue (5.36) est relié à la précision du calcul
de celle-ci. Il reste à arrêter la fraction continue (5.36), qui est pour l'instant in�nie.
On utilise pour cela le fait que les coe�cients (en l'absence de gap ou bande interdite)
convergent vers des valeurs asymptotiques ❛✔ et ❜✔ qui sont reliées aux haut et bas de
bande comme suit [31] :

❛✔ ❂
❊✕✝✖ ☎ ❊s✗✘

✚

❜✔ ❂
❊s✗✘ ✄ ❊✕✝✖

✹

(5.37)

La fraction peut s'arrêter en introduisant la fonction ✛✭③✮ :

✛✭③✮ ❂
③ ✄ ❛✔ ✄ ✭③ ✄ ❛✔✮✷ ✄ ✹✭❜✔✮✷

✚✭❜✔✮✷
(5.38)

L'allure de la fraction continue terminée est la suivante :

●�� ❂
☛

③ ✄ ❛✶ ✄
✭❜✶✮

✷

③ ✄ ❛✷ ✄
✭❜✷✮

✷

✿ ✿ ✿

③ ✄ ❛✔ ✄ ✭❜✔✮
✷
✛✭③✮

(5.39)

Cette fraction continue ainsi terminée (5.39) est introduite dans (5.34) pour calculer la
DOS. Il sera donc possible de moduler la précision désirée sur le calcul de la DOS par
le nombre de coe�cients exacts calculés.
Reste à calculer ces coe�cients. Pour ce faire, on utilise l'algorithme de la récursion,
qui permet de générer une base dans laquelle la matrice hamiltonienne est tridiagonale
et dont le premier élément est l'orbitale ✟✣�✡ [32]. La base ✟✟♥❣ se construit comme suit :

✟✟☛❣ ❂ ✟✐✡, le premier vecteur de la nouvelle base
✟✟✚❣ ❂ ✟✟☛❣ ✄ ❛✕✶✟✟☛❣

✟✟✜❣ ❂ ❍✟✟✚❣ ✄ ❛✕✷✟✟✚❣ ✄ ✭❜✕✶✮
✷✟✟☛❣

✿ ✿ ✿

✟✟♥❣ ❂ ❍✟✟♥❣ ✄ ❛✕✝✟✟♥❣ ✄ ✭❜✕✝✠✶✮
✷✟✟♥ ✄ ☛❣



5.2 - Une méthode paramétrée : les liaisons fortes 41

On normalise alors la base pour obtenir la base orthonormée ❥♥❣ �nalement utilisée :

❥♥❣ ❂
❥❥♥❣

❢♥❥❥♥❣
(5.40)

On peut ici prendre le temps de rappeler les relations qui lient les coe�cients de la
fraction continue au formalisme des moments, et mettre en parallèle la précision de la
fraction continue et le nombre de moments exacts alors connus.

- Le formalisme des moments
Le moment d'ordre ♣ est dé�ni par :

✖� ❂

✰✶

✁✶
❊
�
♥✭❊✮❞❊ (5.41)

D'après (5.30), et en utilisant le fait que ❊✂ Tr ✍✭❊ ✄ ❍✮ ❂ Tr ❍✂ ✍✭❊ ✄ ❍✮ [33], on
déduit l'expression suivante pour le moment d'ordre ♣ :

✖� ❂
☎

◆
Tr ❍�

❂
☎

◆
✐

❤✣✐❥❍
�
❥✣✐✆ (5.42)

En utilisant ♣ relations de fermeture, (5.42) devient :

✖
✐
� ❂

☎

◆
✐✝✐✞✝ ... ✝✐✟✠✞

❤✣✐❥❍❥✣✐✞✆❤✣✐✞❥❍❥✣✐✷✆ ... ❤✣✐✟✠✞❥❍❥✣✐✆ (5.43)

On peut faire le lien entre la dé�nition du moment d'ordre ♣ (5.43) et les coe�cients ☛✐
et ☞✐✡ dé�nis en (5.15) qui apparaissent dans l'hamiltonien de liaisons fortes (5.20).
Ainsi d'après (5.43), le moment d'ordre ♣ correspond à la somme de tous les chemins
fermés de ♣ `sauts' partant d'un site ✌ donné et y revenant soit par des sauts sur place
(mettant en jeu ✎✐), soit par des sauts entre voisins (mettant en jeu ☞✐✡). Il est donc
possible de calculer les moments successifs directement sur la structure cristalline (cf.
�gure 11). On peut alors approximer la DOS par une fonction ayant les mêmes premiers
moments.

Figure 11 � Illustration du calcul des moments dans un cas simple à deux dimensions.

Les di�érents moments donnent des informations de plus en plus précises sur la forme
de la densité d'états, comme illustré ici pour les premiers moments :
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1. ✖✵ ❂
✰✶
�✶ ♥✭❊✮❞❊ donne le nombre maximal d'états (et donc d'électrons) que la

bande peut contenir ;

2. ✖✁ ❂
✰✶
�✶ ❊♥✭❊✮❞❊ donne le centre de gravité de la bande, qui en l'occurence est

l'énergie de l'atome isolé ;

3. ✖✷ ❂
✰✶
�✶ ❊✷♥✭❊✮❞❊ est le carré de l'écart type et renseigne sur la largeur de

bande e�ective ;

4. ✖✸ renseigne sur l'asymétrie de la DOS via ✂✄

☎✂✆✝
✄
✆
.

Il existe une relation directe entre les moments et le nombre d'étages de la fraction
continue (5.36), l'étage ♥ correspondant à la prise en compte de tous les moments jusqu'à
✖✷✞. En e�et, grâce à l'algorithme de la récursion et à l'invariance des opérateurs par
changement de base, on peut passer de la représentation en 2 dimensions (Fig. 11) à une
représentation sous forme de chaîne linéaire semi-in�nie (Fig. 12) sur laquelle on peut
projeter les coe�cients ❛✐, ❜✐ de la fraction continue.

Figure 12 � Projection des coe�cients de la fraction continue sur une chaîne linéaire
semi-in�nie.

En projetant sur la chaine linéaire semi-in�nie un calcul à ♥ moments, c'est-à-dire
en y représentant un chemin fermé de ♥ `sauts', on peut en tirer des relations entre
les coe�cients de récursion et les premiers moments de la densité d'états [34], dont les
premières sont :

❛✁ ❂ ✖✁

❜✷✁ ❂ ✖✷

❛✷ ❂
✂✄�✷✂✆✂✟✰✂✄✟

✂✆�✂✆✟
✿ ✿ ✿

(5.44)

En�n, on peut, toujours dans le cas d'une bande non-dégénérée, comparer l'allure des
DOS obtenues par reconstruction dans l'espace réciproque et par récursion dans l'es-
pace direct (Fig. 13). Pour un calcul de récursion su�samment précis pour capturer la
singularité de Van Hove [35] visible en haut de bande, l'accord entre les deux approches
est très bon.
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Figure 13 � Comparaison de la DOS reconstruite via l'espace réciproque à celle obtenue
par la récursion avec 20 étages de fraction continue en FCC.

5.2.2 Généralisation de l'approche au cas spd

� Hamiltonien de liaisons fortes
A partir de l'hamiltonien de liaisons fortes du cas simple à une seule orbitale non
dégénérée (5.20), on arrive au cas plus général où plusieurs orbitales sont prises en
compte. L'état ❥✣✐� est remplacé par ❥✣✕✐ � où ✁ correspond au site atomique et ✂ à l'or-
bitale considérée. L'hamiltonien de liaisons fortes prend alors la forme suivante :

❍ ❂

✐✄✕

❥✣
✕
✐ �✭✎

✕
✵ ✰ ☛✐✕✮❤✣

✕
✐ ❥ ✰

✐✄☎✻✆✐✄✕✄✝

❥✣
✕
✐ �☞

✕✝
✐☎ ❤✣

✝
☎ ❥ (5.45)

en dé�nissant de façon similaire à (5.15) les coe�cients ☛✐✕ et ☞
✕✝
✐☎ par :

☞
✕✝
✐☎ ❂ ❤✣

✝
☎ ❥✉☎❥✣

✕
✐ �

☛✐✕ ❂ ❤✣
✕
✐ ❥

♥✻✆✐

✉♥❥✣
✕
✐ � pour ✁ ❂ ✞ (5.46)

On considèrera par la suite que le niveau atomique d'un site ✁ donné ne dépend que de
l'orbitale ✂ considérée : ✎✕ ❂ ✎✕✵ ✰ ☛✐✕. Pour le cas spd, on aura donc ✸ paramètres : ✎s,
✎♣ et ✎❞. En choisissant le système d'axes de telle sorte que deux voisins soient alignés
dans la direction ③, on peut réduire par symétrie le nombre de paramètres ☞

✕✝
✐☎ . Ainsi,

toutes les interactions entre orbitales qui apparaissent dans le cas ✟✠✡ sont décrites par
dix paramètres. En reprenant la notation de Slater-Koster [36], on a les paramètres ✟✟✌,
✠✠✌, ✠✠✍, ✡✡✌, ✡✡✍ et ✡✡✏ pour les interactions entre orbitales de même type, et ✟✠✌,
✟✡✌, ✠✡✌ et ✠✡✍ pour l'hybridation ✟✠✡. Elles sont représentées �gure 14.
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Figure 14 � Les dix intégrales de saut de Slater-Koster [37].

� Structure de bande
Ici encore, on part du cas simple pour aller vers le cas plus général. L'état ❥✣✐� est
remplacé par ❥✣✕✐ � où ✁ correspond toujours au site et ✂ à l'orbitale considérée. La
fonction d'onde (5.9) devient alors :

✥❦✭
✄✦
r ✮ ❂

✐☎✕

❝
❦
✐✕✣
✕
✐ ✭
✄✦
r ✮ (5.47)

De même, en partant du système simple (5.21), on obtient le système d'équations suivant
à résoudre :

❝
❦
✐✕✭❊❦ ✄ ✎

✕
✵ ✄ ☛✐✕✮ ✄

✐✕✻✆✝✖

☞
✕✖
✐✝ ❝

❦
✝✖ ❂ ✞ (5.48)

En reprenant l'hypothèse du réseau parfait, on a donc ✎✕✵ ✰ ☛✐✕ ❂ ✎✕ indépendant de ✁
et ☞✕✖✐✝ qui ne dépend que de

✄✦
❘✝ ✄

✄✦
❘✐. La solution de (5.48) est de type :

❝
❦
✐✕ ❂ ❝✕❡

✐
✟✠
❦
✟✠
✡✌ (5.49)

Le système (5.48) devient :

❝✕✭❊❦ ✄ ✎✕✮ ✄

✐✻✆✝

☞
✕✖
❡
✐
✟✠
❦
✟✠
❞♥❝
❦
✖ ❂ ✞ (5.50)

Ce système (5.50) n'a de solution non triviale que si :

det ❥❍ ✄ ❊✍ Id❥ ❂ ✞ (5.51)
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avec :
✭❍ � ❊✁ Id✮✕✂ ❂ �✭❊ � ✎✕✮✍

✕✂
✰

♥

☞
✕✂
❡
✐
✄✦
❦
✄✦
❞☎ (5.52)

où ✆ correspond aux premiers voisins. La matrice ☞✕✂ correspond à une matrice de Slater,
utilisée entre autres dans la récursion. Plutôt que de chercher les zéros d'un polynôme
de degré 9, il est plus astucieux de réécrire explicitement l'équation aux valeurs propres :

▼✠ ❂ ❊✠ (5.53)

dont les éléments de matrice sont :

▼✕✂ ❂ ✎✕✍
✕✂

✰

♥

☞
✕✂
❡
✐
✄✦
❦
✄✦
❞☎ (5.54)

Dans le cas s✝✞ la résolution de l'équation (5.54) passe donc par la diagonalisation d'une
matrice ✾✟✾ et doit conduire à la détermination de 9 bandes di�érentes contre une seule
dans le cas simple (5.25) présenté précédemment.
Il convient ici de souligner le caractère complexe de la matrice ▼ dans (5.54). Contraire-
ment à ce que l'intuition peut suggérer, les matrices de couplage ne sont pas toujours
réelles. La partie imaginaire ne se compense pas malgré la symétrie cubique des premiers
voisins qui pourrait faire penser à une annulation des quantités imaginaires.

� Densité d'états
Qu'on soit dans le cas simple d'une bande non-dégénérée ou des bandes s✝✞, les ex-
pressions du terme de bande (5.28) et de la densité d'états (5.29) restent les mêmes.
Les deux méthodes d'espace réciproque comme d'espace direct sont transférables au cas
s✝✞. Si on choisit de reconstruire la DOS dans l'espace réciproque, il faut diagonaliser la
matrice ▼ (5.54) pour insérer l'expression s✝✞ de l'énergie dans (5.29). L'utilisation de
la récursion et de la fraction continue peut facilement s'étendre au cas s✝✞, la fraction
continue prend alors l'allure suivante :

●
✕✕
✐✐ ❂

✶

③ � ❛✕✡ �
✭❜
✕
✡✮
✷

③ � ❛
✕
✷ �

✭❜
✕
✷✮
✷

✿ ✿ ✿

③ � ❛☛ � ✭❜☛✮
✷
✌✭③✮

(5.55)

où les ❛☛ et ❜☛ nécessaires pour prolonger la fraction continue correspondent aux valeurs
asymptotiques des ❛✕ et ❜✕ moyennées sur toutes les orbitales traitées.

5.2.3 Traitement de deux espèces chimiques en liaisons fortes

Dans le cas où deux espèces chimiques di�érentes (notées A et B) composent le solide
traité en liaisons fortes, l'hypothèse de solide parfait monoatomique ne tient plus. De
même, si le solide considéré comporte des défauts, tous les sites ne sont plus équivalents,
et il faut en tenir compte. Repartons de l'hamiltonien de liaisons fortes en s✝✞ (5.45).
On ne peut plus considérer que le niveau atomique ✎✕ ❂ ✎✕✵ ✰ ✏✕ ne dépend que de
l'orbitale ✑ considérée. Si on se place dans un composé bi-atomique, il n'y a aucune
raison que les ✎❆✕ et les ✎❇✕ soient identiques. Au voisinage de défauts, il faut ajouter
une dépendance au site atomique puisque l'environnement est variable (✎✐✕ dans le cas
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monoatomique, ✎❆✐� et ✎❇✐� dans le cas bi-atomique).
Pour les intégrales de saut d'un solide bi-atomique, trois catégories deviennent néces-
saires : une pour les interactions A-A, une pour les B-B et une pour les A-B. Prenons
l'exemple d'un solide où A est un métal de transition, avec des orbitales s, ♣ et ❞, et où
B est (par exemple !) de l'hydrogène, qui comporte seulement des orbitales s (on aurait
pu prendre du carbone, avec des orbitales s et ♣). Par conséquent, les interactions A-A
seront décrites par les dix paramètres de Slater-Koster (Fig. 14), les interactions B-B
par un seul, ss✁, et les interactions A-B par les trois paramètres d'hybridation entre
bande s et bandes s♣❞, à savoir ss✁, s♣✁ et s❞✁. Formellement, on introduit des facteurs
d'occupation de sites ♣♥✐ , qui valent ✶ si le site ✂ est occupé par un atome d'espèce ✄ et
✵ sinon. L'hamiltonien de liaisons fortes (5.45) devient alors :

❍ ❂

✐☎♥☎�

♣
♥
✐ ❥✣

�
✐ ✆✭✎

�
✝ ✰ ☛�✮❤✣

�
✐ ❥ ✰

✐☎✞✻✟✐☎♥☎✠☎�☎✡

♣
♥
✐ ♣

✠
✞ ❥✣

�
✐ ✆☞

�✡
✐✞ ❤✣

✡
✞ ❥ (5.56)

Comme A et B sont distincts, se pose la question d'un éventuel transfert de charge
entre les deux espèces car les paramètres de liaisons fortes ne sont pas �xés de façon
auto-cohérente. La question se pose aussi dans le cas de système contenant des défauts
localisés (des lacunes par exemple) ou étendus (comme des surfaces), y compris dans
une con�guration monoatomique. Dans ces deux cas, les densités d'états autour des sites
atomiques ne sont plus identiques en tout site ✂. Comme les niveaux atomiques ne sont
pas �xés de façon auto-cohérente, un transfert de charge peut apparaître, soit entre les
espèces A et B, soit entre les sites atomiques de volume et ceux à proximité du défaut.
Pour quanti�er le transfert de charge, il est possible de faire un calcul d'auto-cohérence
de charge. Il est permis grâce aux liens qui existent entre la charge et les intégrales
coulombiennes 8, mais ce calcul reste complexe. Il est généralement remplacé par l'u-
tilisation de règles, issues d'observations basées sur des calculs DFT ou sur des calculs
d'auto-cohérence déjà e�ectués (par exemple pour les surfaces). Dans le cas des métaux,
ces règles imposent des conditions de neutralité locale, dont le caractère local comprend
plusieurs acceptions.

� La neutralité par site est une règle souvent utilisée [38]. Elle est par exemple
valable dans le cas d'une surface de métaux de transition. Elle se base sur le fait que la
densité d'états est plus étroite en surface qu'en volume puisque des liaisons sont coupées.
Comme le niveau de Fermi est �xé par le volume, cette variation, locale, de largeur de
DOS entraine une variation du nombre d'électrons compris sous le niveau de Fermi. Il
est inférieur à la référence pour des métaux de transition de début de série, et supérieur
pour des métaux de transition de �n de série. Pour conserver une neutralité locale, il
faut décaler le niveau atomique de la bande considérée vers le bas, respectivement vers
le haut, de bande. Ce déplacement provient de l'équivalence entre le niveau atomique de
la bande et le centre de gravité de celle-ci. Il est presque équivalent à celui des niveaux
de c÷ur observé en spectroscopie de niveaux de c÷ur [39].

� La neutralité par orbitale impose que la charge de chaque orbitale est conservée.
Cette règle implique que les niveaux de chaque orbitale sont déplacés indépendamment
les uns des autres et qu'il n'y a pas de transfert de charge entre les di�érents types

8. qui correspond, pour un site ✌ donné, à ✍✏✕✑ ✒✓✒✏✕✑ ✔
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d'orbitale. Elle est valable dans le cas des surfaces [40].

� La neutralité par espèce chimique est l'extension de la neutralité par site au
cas d'un composé multi-atomique. De façon analogue, les niveaux sont déplacés a�n de
compenser un transfert de charge indu qui apparaîtrait sinon. Cette condition de neu-
tralité est valable dans le cas d'alliages bi-métalliques [41].

Et que deviennent ces règles dans le perspective d'un couplage métal-covalent ? Tra-
ditionnellement, les règles de neutralité par site et par orbitales sont appliquées [38]. Tra-
ditionnellement aussi, les métaux de transition sont traités en bande ❞ seule en liaisons
fortes, ce qui rend la règle de neutralité par orbitale moins contraignante puisqu'elle
revient peu ou prou à une neutralité par site. Il faudra donc voir, calculs DFT à l'appui,
ce qui semble le plus cohérent dans le système Zr-H avec un traitement s�❞ du Zr.
Quel que soit le choix fait sur les neutralités, il est nécessaire de se �xer une règle et de
la conserver.

5.2.4 Prise en compte de la distance

Les liaisons fortes permettent de dériver des potentiels utilisables sur des réseaux
rigides (le modèle d'Ising) et sur des réseaux pouvant relaxer. Dans ce dernier cas,
il est nécessaire d'inclure une dépendance en distance au calcul d'énergie. Comme les
liaisons fortes sont une méthode de structure électronique paramétrée, cette dépendance
en distance sera logiquement portée par les paramètres, c'est-à-dire par les niveaux
atomiques ✎✕ et/ou les intégrales de saut ☞

✕✁
✐✂ .

Il faut tout d'abord choisir quelle physique sera décrite par les liaisons fortes. Deux
voies sont possibles : les liaisons fortes `Total Energy' (TBTE) ou une décomposition
de l'énergie totale en un terme répulsif et un terme de bande, fourni par les liaisons
fortes. Dans l'approche TBTE [42; 43], les paramètres de l'hamiltonien de liaisons fortes
(5.56) ✎, ☞ contiennent toute l'énergie du système, y compris la partie répulsive. Les
paramètres de site ✎ dépendent alors de l'environnement local et les autres paramètres
sont des intégrales à deux centres, non-orthogonales.
Dans l'approche utilisée ici, les liaisons fortes sont utilisées pour décrire la contribution
électronique de l'énergie, le terme de bande. Dans ce cas, les paramètres ✎ et ☞ ne
dépendent pas de l'environnement local. Cependant, les intégrales de saut dépendent
explicitement de la distance entre deux atomes interagissant. Les niveaux atomiques
ont eux une dépendance e�ective à la distance interatomique : ils sont soumis à des
variations quand il faut faire une auto-cohérence de charges (cf. paragraphe 5.2.3). Outre
la dépendance en distance, des problèmes d'auto-cohérence de charge vont se poser lors
de l'étude du système Zr-H. Il nous semble judicieux de ne pas ajouter une variation en
distance explicite à ces mêmes niveaux atomiques.
C'est pourquoi la dépendance en distance des liaisons fortes est usuellement portée
par les intégrales de saut. De façon classique, elle est formulée par une dépendance en
distance soit exponentielle de la forme [44] :

☞
✕✁
✐✂ ✭r✮ ❂ ☞

✕✁
✐✂ ✭r✵✮❡

✄q☎✆
✏
✝
✝✞
✄✶

✑

(5.57)

soit polynomiale ☞
✕✁
✐✂ ✭r✮ ✘ ☞

✕✁
✐✂ ✭r✵✮r

✄♥. Les deux approches sont équivalentes [45].
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6 Système Zr/ZrH

De nos jours, le zirconium est le composant principal des alliages utilisés pour les
gainages nucléaires. Par conséquent, ce métal et les hydrures qu'il forme sont encore
étudiés pour la sûreté nucléaire. Cet état de l'art sur le système Zr/ZrH porte sur les
études théoriques récentes de ces systèmes, qui permettront de mieux cerner la nécessité
et les enjeux du développement de nouveaux outils de modélisation à l'échelle atomi-
que de ce système. Il faut en�n noter que le zirconium est un matériau aux multiples
anomalies particulièrement di�cile à modéliser [46; 47]. Il sera donc un bon test sur la
validité du développement de potentiels en liaisons fortes.

Du côté théorique, les études s'intéressent au zirconium pur et aux phases or-
données d'hydrures. Pour le zirconium pur, elles portent sur l'étude des défauts dus
à l'irradiation : lacunes [48; 49; 50], dislocations [51], amas de lacunes [52], mais
aussi auto-interstitiels [53; 54]. Pour le système Zr-H, elles s'intéressent à l'hydrogène
comme interstitiel dans le zirconium [55], mais aussi aux phases ordonnées d'hydrures
[56; 57; 58; 59; 60; 61; 62]. Ces résultats sont issus de calculs ab initio, de type DFT, ce
qui ne garantit toutefois en rien une unanimité des résultats (cf. [56] et [57]). L'usage
de la DFT permet des calculs statiques mais ne constitue pas un modèle énergétique
pouvant permettre une utilisation de ces résultats pour des simulations numériques ex-
plorant les e�ets de la température et des contraintes par exemple. Or, ces e�ets ne sont
pas encore clari�és. De plus, la DFT ne permet pas non plus de modéliser les comporte-
ments cinétiques de phénomènes complexes comme la précipitation d'hydrures.
A�n de répondre à ces questions, des approches mésoscopiques ont été développées dans
le cadre des approches de champs de phases [62; 63]. Pour être ajustées, il faut con-
naître des paramètres énergétiques, dont certains peuvent parfois manquer ou dont le
sens physique mériterait un approfondissement. D'autres approches, à l'échelle atomi-
que, sont basées sur des potentiels semi-empiriques à ◆ -corps, reposant sur le formal-
isme du SMA et de l'EAM [64; 65; 66; 67; 68; 69; 70; 71], détaillés précédemment. Ces
études tirent pro�t des formes analytiques de ces potentiels, pratiques pour un usage en
thermostatistique (Dynamique Moléculaire, Monte-Carlo). Cependant, ces potentiels ne
permettent pas de cerner les détails structuraux �ns. Par exemple, un potentiel SMA ne
peut distinguer une phase FCC d'une phase HCP sauf ajout de voisins au-delà des sec-
onds dans le potentiel, ce qui n'est pas strictement cohérent avec un potentiel au second
moment. Cette distinction est pourtant nécessaire dans l'exploration du diagramme de
phase ZrH (Fig. 4).
Mentionnons en�n une tentative réussie de dériver des interactions de paires e�ectives
à partir de ces nombreux calculs DFT, a�n d'établir un potentiel de type Ising [72]. Les
potentiels d'Ising permettent une exploration du diagramme de phase en Monte-Carlo
mais se basent sur des réseaux rigides. Ils ne peuvent pas traiter des réarrangements
atomiques. Tous les e�ets de contraintes sont ainsi hors de leur portée, comme les inter-
actions entre matrice et précipités.
En conclusion, il n'existe pas de potentiel permettant de traiter correctement et simul-
tanément des relaxations atomiques et l'ordre chimique du système Zr-H tout en étant
transférable à di�érentes phases. Pour être transférable, baser la dérivation d'un nou-
veau potentiel sur un nombre limité de paramètres est un premier garde-fou. Une bonne
connaissance de la structure électronique en est un second. C'est dans cette perspective



que ce travail de thèse s'inscrit. Il propose le développement d'un potentiel, basé sur
des liaisons fortes au ♥

ième -moment et ajusté sur des résultats issus de calculs DFT,
pour répondre à ce cahier des charges ambitieux. L'objectif est de traiter le zirconium,
qui est un métal de transition de début de série, et ses interactions avec l'hydrogène.
Il nous paraît donc important d'inclure la prise en compte de l'hybridation s�✁ dans
le traitement en liaisons fortes de ce matériau, et ce contrairement aux habitudes de
traitement en bande ✁ seule des métaux de transition.
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Pour pouvoir modéliser le système ZrH à l'échelle atomique, explorer son diagramme
de phase et découpler les rôles des di�érents paramètres en jeu (température, concentra-
tion en hydrogène dissout, contraintes locales), un travail de développement de modèle
énergétique est nécessaire. C'est la première étape vers cet objectif car on ne dispose
pas d'outils remplissant le cahier des charges de la problématique d'une exploration du
diagramme de phase ZrH.
Si l'on fait le choix de la précision sur la structure électronique, ce qui revient à choisir
un modèle énergétique ab initio, le coût est bien trop élevé pour explorer un diagramme
de phase. A l'opposé, choisir un potentiel semi-empirique, peu coûteux en temps de cal-
cul, ne permet pas une connaissance su�samment �ne de la structure électronique pour
répondre aux questions posées. En e�et, de tels potentiels ne permettent pas de distinguer
les deux phases compactes HCP et FCC. Or le degré de précision du modèle énergétique
utilisé doit nous permettre, a minima, de di�érencier une phase HCP (la phase du Zr
pur, dans laquelle on peut trouver de l'hydrogène dissout) de phases plus complexes corre-
spondant aux précipités d'hydrures, parmi lesquelles des phases cubiques (une des phases
d'hydrures de zirconium stables, la phase ✍ est de type �uorite par exemple).
Un bon compromis entre précision et temps de calcul est possible grâce à l'utilisation
de la méthode des liaisons fortes, présentée en détails au chapitre précédent. Cependant,
cette méthode de structure électronique est paramétrée, et à notre connaissance, il n'ex-
iste pas de paramétrisation pour le système ZrH disponible dans la littérature. Ainsi, il
a fallu développer une méthodologie pour dériver les paramètres nécessaires.

Dans cette partie, cette méthodologie est développée et appliquée au zirconium pur,
puis étendue au système ZrH. Tout d'abord, les di�érents choix qui permettent d'établir
un protocole d'ajustement sont détaillés. Ensuite, le positionnement de cette approche
par rapport au traitement classique des métaux de transition en bande ❞ seule permet
de mieux inscrire ce travail dans la lignée historique des liaisons fortes, tout en en
soulignant les limites pour le traitement de systèmes où l'hybridation s�❞ est di�cilement
négligeable. En�n, cette méthodologie est appliquée au zirconium pur, pour lequel de
nombreuses pistes ont été explorées, puis étendue au système zirconium-hydrogène.

7 Protocole d'ajustement des paramètres

7.1 Les liaisons fortes : un modèle énergétique adaptable

Avant de détailler les di�érentes étapes de l'ajustement de paramètres en liaisons
fortes, et la stratégie adoptée, est ici rappelée l'adaptabilité des liaisons fortes. Elle
permet de moduler au mieux la physique décrite par le modèle au problème à traiter,
et de réduire au maximum les temps de calcul.
L'hamiltonien de liaisons fortes (5.45), rappelé ici, permet une �exibilité sur les deux
type d'indices de sommation (✐ et ✕) qu'il comporte :

❍ ❂

✁✂✄

❥✣
✄
✁ ☎✭✎

✄
✵ ✰ ☛✁✄✮❤✣

✄
✁ ❥ ✰

✁✂✆✻✝✁✂✄✂✞

❥✣
✄
✁ ☎☞

✄✞
✁✆ ❤✣

✞
✆ ❥ (7.1)

Les orbitales prises en compte, correspondant aux indices ✖ et ✕, sont à dé�nir.
Les liaisons fortes permettent de traiter les orbitales de valence, mais rien n'oblige à les
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considérer toutes. En e�et, dans l'utilisation classique des liaisons fortes pour l'étude des
métaux de transition, seules les orbitales ❞ sont traitées. Ce traitement partiel simpli�e
grandement l'expression et la résolution de l'hamiltonien de liaisons fortes. Il est basé
sur la croyance que les électrons ❞ jouent un rôle prédominant dans les propriétés de
cohésion de ces éléments. Cette utilisation des liaisons fortes en ❞ seule est détaillée dans
la prochaine partie. Malgré la complexité alors induite, prendre en compte les orbitales
s�❞ peut sembler nécessaire dans la perspective d'un couplage métal-covalent, ce qui est
notre cas avec le système ZrH. De plus, le Zr est un métal de transition de début de
série, ce qui présume d'un rôle plus important de l'hybridation s�❞ que pour des métaux
de transition de milieu de série.
Les sites voisins pris en compte ne sont pas univoquement dé�nis dans les liaisons
fortes : rien n'impose un traitement aux premiers ou aux ♥-ièmes voisins. Une paramétri-
sation de liaisons fortes est dérivée pour un nombre donné de voisins. Dans la littérature,
on peut noter une tendance à augmenter le nombre de sphères successives de voisins
prises en compte dans les modèles de type SMA, et donc une augmentation du nombre
de paramètres ajustables pour reproduire certaines propriétés. Dans le cas du zirconium,
Willaime et Massobrio [1] ont ainsi pu retrouver la transition de phase d'HCP vers BCC
à haute température en développant un potentiel SMA aux cinquièmes voisins. Cette
transition n'est pas observable pour des ordres de voisins inférieurs. Cependant, aug-
menter le nombre de voisins paramétrés en gardant un nombre de moments constant
n'est pas forcément cohérent. C'est une façon de compenser la moindre précision in-
trinsèque du calcul (liée au nombre de moments) par la prise en compte de voisins
additionnels, qui n'améliore pas la précision `physique' du calcul.
Le degré de précision du calcul de la DOS est le dernier degré de précision adapt-
able des liaisons fortes. Cette précision est reliée au nombre de moments calculés, ou,
dans le formalisme de la récursion, au nombre d'étages de la fraction continue calculés.
Contrairement à l'augmentation du nombre de voisins considérés, qui ne correspond pas
à une amélioration de la précision du calcul, l'augmentation du nombre de moments
calculés correspond à une meilleure description de la physique du problème. Augmenter
le nombre de coe�cients/de moments calculés est ainsi la seule assurance d'arriver à la
convergence du calcul, à orbitales et voisins donnés.
La troncation au premier étage de la fraction continue, avec comme valeurs asympto-
tiques des coe�cients les dernières calculées, donne le formalisme du second moment
ou SMA [2]. Sa forme analytique (cf. (4.12)) conduit à de meilleurs résultats que des
interactions de paires. Même si le SMA permet par exemple de modéliser les relaxations
de surface, ses limites sont visibles dès qu'on s'intéresse à la reconstruction de surface
ou à des e�ets d'ordres dans les alliages, qui nécessitent d'aller au moins au quatrième
moment. Dans la perspective de ce travail, on peut souligner plusieurs limites du SMA :

� le SMA ne permet pas des comparaisons structurales �nes : distinguer une struc-
ture FCC d'une structure HCP n'est pas possible (dans le cas d'une paramétrisa-
tion aux premiers voisins) ;

� le SMA approxime la DOS par une forme géométrique simple (un rectangle, une
demi-ellipse, . . . ) ce qui est moins indiqué si on s'intéresse à des structures de type
cubique centrée (BCC) où un pseudo-gap apparaît dans la DOS, ce qui n'est pas
le cas des DOS HCP et FCC ;

� la forme approximée de la DOS suppose que les électrons traités ont tous une
largeur de bande proche. Cette hypothèse est raisonnable si on ne considère que
des orbitales ayant des DOS de largeurs similaires. C'est le cas en liaisons fortes en
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❞ seule mais ça ne l'est plus en liaisons fortes s�❞, où il faudrait raisonnablement
considérer deux DOS géométriques de largeurs di�érentes : une pour la bande ❞ et
une pour la bande s�. Dans cette perspective, des modèles à deux bandes ont été
développés, basés sur un potentiel Finnis-Sinclair pour la modélisation du césium
[3], ou sur un potentiel EAM pour l'étude du système Fe-Cr [4].

Ces limites indiquent qu'il nous faut un calcul de la DOS au ♥-ième moment (♥ ❃ ✷),
ce qui entraine la perte du caractère analytique du SMA. La physique qu'on souhaite
capturer, la convergence des coe�cients de la fraction continue (5.39) mais aussi le temps
de calculs sont les paramètres à considérer pour choisir la précision du calcul de la DOS
utilisée dans le potentiel �nal.

7.2 Choix à faire pour ajuster des paramètres de liaisons fortes

Ajuster des paramètres de liaisons fortes nécessite la mise en place d'un protocole,
dont les hypothèses, les choix et les limitations doivent être les plus clairs possible. Une
part non négligeable de ce travail consiste en l'exploration des multiples possibilités. Les
di�érentes croisées de chemins sont décrites ici. Certaines sont bien connues, d'autres
moins souvent mentionnées. Il n'y a pas toujours une direction plus indiquée que les
autres. Ce paragraphe ne prétend pas donner un protocole unique et valide pour tout
système, mais plutôt de dresser une liste des questions posées par le développement d'un
potentiel basé sur les liaisons fortes. Les réponses à y apporter seront exposées au cours
de la dérivation du potentiel.
Rappelons que le but de cet ajustement est de disposer d'un potentiel interatomique,
d'abord pour du Zr pur puis pour le système ZrH, c'est-à-dire d'une expression de
l'énergie interne totale du système en fonction de la distance interatomique, ❊t✁t✭r✮,
basée sur l'approximation des liaisons fortes.

7.2.1 Allure du potentiel

Dans l'approche utilisée ici (paragraphe 5.2.4), les liaisons fortes sont utilisées pour
décrire le terme de bande de l'énergie, et un potentiel de paire pour le terme répulsif [5].
On sépare ainsi clairement structure électronique et énergétique, en ayant deux caté-
gories distinctes de paramètres : les paramètres de liaisons fortes (et donc de structure
électronique) d'un côté, les paramètres du terme répulsif de l'autre. Leurs sens physiques
nous semblent plus faciles à appréhender. Le potentiel s'écrit alors :

❊t✁t✭r✮ ❂ ❊✂❡✄✭r✮ ✰ ❊❜☎✆✝❡✭r✮

❂

✐✻✞❥

❆✟
✠✄

✏✡☛☞
✡✵
✠✶

✑

✰ ❊❜☎✆✝❡✭r✮ (7.2)

L'allure choisie pour le terme répulsif entraine l'apparition de deux paramètres supplé-
mentaires, ❆ et �, qui devront être ajustés en sus des paramètres ✎ et ✌ des liaisons
fortes. Les points suivants du protocole portent principalement sur la paramétrisation
de liaisons fortes. L'ajustement d'un terme répulsif de la forme d'une interaction de
paire soulève a priori moins de questions, il s'agit du traitement usuel de ce terme.
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7.2.2 Compromis entre structure électronique et énergétique

Une fois la forme du potentiel �xée (7.2), il faut décider des grandeurs sur lesquelles
ajuster les paramètres TB. Dans le cadre de l'utilisation en bande ❞ seule des liaisons
fortes, il est admis qu'énergétique et structure électronique ne peuvent être traitées avec
le même degré de précision, et qu'on doit choisir le caractère à privilégier [6]. On peut
espérer qu'un traitement plus exact de la structure électronique, grâce à la prise en
compte des orbitales s�❞, permette de résoudre ce dilemne : une bonne structure élec-
tronique devrait impliquer une bonne énergétique.
Ce choix entre structure électronique et énergétique dicte les grandeurs sur lesquelles
est fait l'ajustement des paramètres de liaisons fortes. Ces grandeurs seront toujours
issues de calculs DFT. Si on choisit de privilégier la structure électronique, la structure
de bande sera la référence. Si l'énergétique est favorisée, les paramètres seront ajustés
sur la densité d'états ou, de façon encore plus moyenne, sur une courbe d'énergie totale
en fonction de la distance.
Une bonne connaissance de la structure électronique est nécessaire pour pouvoir dis-
tinguer les di�érentes phases en présence, mais déterminer leurs stabilités respectives
requiert aussi une bonne énergétique. Les di�érentes voies seront explorées, en essayant
de les réconcilier dans le cas du Zr pur.

7.2.3 Choix de la structure de référence

Que l'on privilégie l'une ou l'autre des propriétés, il faut choisir la ou les structures
cristallographiques de référence, pour la- ou lesquelles les structures de bande et densités
d'états seront ajustées. Le postulat est ici fait que les liaisons fortes sont une approche
su�samment transférable pour ajuster les paramètres sur une seule structure cristal-
lographique. Bien que le Zr pur soit HCP, le choix s'est porté sur la structure FCC,
qui correspond à une des phases d'hydrures de zirconium. Les raisons de ce choix sont
d'une part la très grande proximité des structures HCP et FCC. Elles sont toutes deux
compactes avec le même nombre de premiers et seconds voisins, orientés di�éremment.
D'autre part, la structure FCC est plus simple que la structure HCP : elle ne contient
qu'un atome par maille élementaire, contre deux en HCP. La structure de bande du
FCC est ainsi plus commode à reconstruire, ce qui est utile dans la perspective d'un
ajustement orienté vers la structure électronique. En�n, ce choix permettra de tester
la transférabilité du potentiel en comparant les stabilités relatives des phases HCP et
FCC.

7.2.4 Que traiter en Liaisons Fortes ?

Viennent ensuite les possibilités ouvertes par l'utilisation des liaisons fortes, décrites
au paragraphe 7.1 précédent.

� Dans la perspective du couplage métal-covalent, le Zr pur sera a priori traité en
s�❞, ce qui implique la prise en compte des e�ets complexes de l'hybridation.

� Le choix est fait de dériver une paramétrisation aux premiers voisins. En e�et,
notre parti-pris est de réduire le nombre de paramètres a�n qu'ils gardent le max-
imum de sens physique possible.

� Le nombre de moments calculés sera supérieur à ✷. Le terme de bande ne pourra
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pas s'écrire analytiquement, et l'impact du nombre de moments sur la précision du
calcul sera étudié. Il faudra trouver le compromis optimal entre temps de calcul
et précision.

7.2.5 Dé�nition du rayon de coupure

Une fois ♥ le nombre de couches de voisins pris en compte �xé, il faut dé�nir un
rayon de coupure r❝�✁ compris entre la distance r✂ des voisins ♥ et la distance r✂✰✄ des
voisins ♥ ☎ ✶. Dans le cas présent, la paramétrisation sera dérivée aux premiers voisins
uniquement et il faut choisir un rayon de coupure cohérent avec la paramétrisation. Par
conséquent, pour une paramétrisation aux premiers voisins, r❝�✁ doit être pris entre la
première et la deuxième sphère de voisinage d'une structure compacte. Pour assurer la
validité du potentiel sur une gamme de ✝✶✆✞ autour de la con�guration d'équilibre du
FCC, r❝�✁ est ici �xé à 1.1 r✵.

Figure 15 � Schéma d'un potentiel interatomique, et impact du rayon de coupure r❝�✁

sur son domaine de validité.

Le rayon de coupure détermine le domaine de validité du potentiel. Il faut ensuite rac-
corder le potentiel à zéro de façon continue, ce qui est schématisé à la �gure 15 (gauche).
C'est fait en introduisant un raccordement polynomial d'ordre ✺ sur les intégrales de
saut et le terme de bande entre r❝�✁ et r♣✟✠②. Il est e�ectif sur la plage de distances com-
prises entre ✶✿✶ et ✶✿✷ r✵.
On peut alors être tenté de prendre un r❝�✁ le plus grand possible, pour un nombre
de voisins donné, a�n d'augmenter le domaine de validité du potentiel. Cependant, il
faut garder à l'esprit qu'à r❝�✁ donné correspond une borne inférieure r✠✐✡ qui dé�nit
la distance interatomique minimum en dessous de laquelle une couche supplémentaire
de voisins entre dans le champ du potentiel (cf. �gure 15 (droite)). Pour comparer des
structures de compacité identique, ça n'est pas d'une grande importance. En revanche,
connaître le r✠✐✡ correspondant au r❝�✁ est important quand les structures étudiées ont
des compacités di�érentes. C'est le cas si on compare di�érentes phases ou si on étudie
des comportements en température et/ou sous contraintes. Au �nal, augmenter le rayon
de coupure permet d'augmenter le domaine de validité pour des distances interatomiques
supérieures à la con�guration d'équilibre, mais le réduit du côté des distances inter-
atomiques inférieures à l'équilibre.
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7.2.6 Dépendance en distance du terme de bande ❊❜�✁✂✄✭r✮

La dépendance en distance des intégrales de saut ☞
✕☎
✐✆ est exprimée de façon usuelle

par (5.57) [7]. Elle est pilotée par le paramètre q✕☎. L'indice ✝✞ re�ète la possibilité de
ne pas attribuer la même dépendance en distance aux intégrales de saut des di�érentes
orbitales. Cette question ne se pose pas lorsque seules les orbitales ❞ sont traitées. Un
traitement s✟❞ du Zr la fait apparaître, de même que la perspective de l'interaction
Zr-H. Si le poids est mis sur la structure électronique et non sur l'énergétique, il est
logique que les intégrales de saut correspondant à di�érents types d'orbitales, voire à
de l'hybridation, n'aient pas toutes la même dépendance en distance. En e�et, les or-
bitales 5s, 5✟ et 4❞ (les orbitales de valence du zirconium) ont des extensions radiales
di�érentes.

7.2.7 Prolongement de la fraction continue

Quel que soit le degré de précision choisi pour la récursion, la fraction continue doit
être prolongée. Il faut dériver une valeur approchée pour les ❛✶ et ✠✶ de (5.39). Là
encore plusieurs possibilités existent : on peut soit prendre les derniers coe�cients ❛✁,
✠✁ calculés soit utiliser leurs valeurs asymptotiques issues d'un calcul très précis (avec
un grand nombre d'étages de la fraction continue, et donc de coe�cients calculés).

Ces di�érents points soulevés mettent en évidence les nombreux choix à faire d'un
point de vue méthodologique. Le dé� est de trouver des réponses cohérentes à chaque
étape, a�n d'aboutir à un potentiel interatomique répondant au cahier des charges
et donnant des résultats satisfaisants. Le paragraphe 8 mettra en perspective ces in-
terrogations avec ce qui est traditionnellement fait en bande ❞ seule grâce aux li-
aisons fortes. Le paragraphe 9 cernera mieux toutes ces questions avec un traitement
s✟❞ du Zr. Les réponses apportées souligneront la complexité d'avoir une procédure
`monolithique' cohérente. En�n, une extension de cette méthodologie au système Zr-H
sera présentée au paragraphe 10.

8 Les liaisons fortes en bande d seule

8.1 Traitement des métaux de transition par les liaisons fortes

en bande ✡ seule

La connaissance de la structure électronique des métaux de transition permet d'en
comprendre et d'en expliquer les principales propriétés, ce qui a suscité un intérêt de
longue date en métallurgie physique. Les métaux de transition regroupent trois séries,
qui correspondent au remplissage des couches ✸❞ (du Ti au Ni), ✹❞ (du Zr au Pd) et ✺❞
(du Hf au Pt). Leurs bandes s✟ sont toujours partiellement remplies.
Les orbitales ❞ se recouvrent peu ; il en résulte une bande étroite de forte densité d'états,
d'une largeur allant de 5 à 10 eV. Les orbitales s✟ se recouvrent elles davantage, ce qui
donne une bande très large de faible densité d'états.
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La bande de valence est vue comme étant composée de deux populations d'électrons,

Figure 16 � Schéma de la densité d'états d'un métal de transition [8].

� et s✁, distinctes. Leur densité d'états, schématisée �gure 16, comprend une bande �

étroite pouvant contenir jusqu'à 10 électrons, et une bande s✁ bien plus étendue et à
faible densité d'états : remplie, elle contient 8 électrons mais pour les métaux de tran-
sition, on la considère comme comptant 1 électron seulement.
Les électrons de la bande � des métaux de transition sont perçus comme primordiaux
dans l'étude des caractéristiques des métaux. On retrouve en e�et des variations de nom-
breuses propriétés le long de chaque série. On peut citer le volume atomique, l'énergie de
cohésion et le module de compressibilité qui varient suivant le remplissage de la bande �.
Pour chaque propriété, l'allure de sa variation en fonction du remplissage de la bande �

est commune aux trois séries et les exceptions résultent de spéci�cités bien comprises (le
magnétisme par exemple). L'énergie de cohésion et le module de compressibilité ont en
plus une variation d'allure parabolique, ce qui suggère d'étroites relations entre bande �

et propriétés de cohésion [5; 9]. Cela justi�e aussi l'utilisation des liaisons fortes en bande
� seule pour les métaux de transition, qui est l'approche traditionnellement utilisée.
Cette approximation est d'autant plus valable que l'on s'intéresse à des élements qui ne
sont ni en début ni en �n de série [10] : l'e�et d'hybridation est moins important pour
eux. Reprenons l'allure de l'hamiltonien de liaisons fortes 7.1 en ne considérant que les
orbitales � :

❍ ❂

✐✂✄

❥✣
✄
✐ ☎✎✆❤✣

✄
✐ ❥ ✰

✐✂✝✻✞✐✂✄✂✟

❥✣
✄
✐ ☎☞

✄✟
✐✝ ❤✣

✟
✝ ❥ (8.1)

Dans ce travail, on considère un niveau atomique ✎✄ unique par type d'orbitale s, ✁ ou
�. Cependant, les cinq orbitales � correspondent à cinq fonctions d'onde de symétrie :
xy, xz, zx, ✭①✷ ✠ ②✷✮✡☛ et ✭✌③✷ ✠ r✷✮✡☛

♣
✌. Dans un système cubique, on peut classer les

niveaux � en deux groupes, t✷❣ (xy, xz, zx ) et ❡✍ (✭①✷ ✠ ②✷✮✡☛, ✭✌③✷ ✠ r✷✮✡☛
♣
✌) avec un

système d'axes approprié. Ces deux niveaux distincts sont ici négligés, car leur écart est
bien inférieur à celui entre les trois types d'orbitales s, ✁ et �. Le Zr sera a priori traité
en liaisons fortes s✁� avec un niveau ✎✆ unique.
Les intégrales de saut ☞

✄✟
✐✝ peuvent s'écrire comme les trois intégrales de saut indépen-

dantes de Slater-Koster : ��✏, ��✑ et ��✒, schématisées �gure 17 et tabulées dans [11].
C'est possible à la condition que l'axe entre les atomes ✓ et ✔ soit parallèle à l'axe ③. Si ce
n'est pas le cas, il su�t d'appliquer une rotation au système pour y arriver. Les cosinus
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directeurs de cette rotation sont alors pris en compte pour relier les ☞✕�✐✁ aux paramètres
de Slater-Koster.

Figure 17 � Les trois intégrales de saut de Slater-Koster a�érentes à la bande ❞ [12].

L'allure des recouvrements schématisée �gure 17 donne les grandeurs relatives des trois
intégrales de saut : ❥❞❞✂❥ ❃ ❥❞❞✄❥ ✢ ❥❞❞☎❥. Ces trois paramètres peuvent de plus être
reliés les uns aux autres par des rapports canoniques, dont il existe deux versions, à
savoir selon [13] :

❞❞✂ ✿ ❞❞✄ ✿ ❞❞☎ ✘ ✆✷ ✿ ✶ ✿ ✵ (8.2)

et selon [14] :
❞❞✂ ✿ ❞❞✄ ✿ ❞❞☎ ✘ ✆✻ ✿ ✹ ✿ ✆✶ (8.3)

Ces deux jeux de rapports canoniques sont proches. Leur intérêt est de permettre des
études systématiques sur tous les métaux de transition, puisqu'ils ont cette universalité.
On peut ainsi faire des comparaisons des termes de bande pour di�érents remplissages
de la bande ❞.
Dans le cadre des liaisons fortes en bande ❞ seule, les rapports canoniques entre intégrales
de saut conduisent à l'ajustement de ❞❞✂ seule, avec sa dépendance en distance de la
forme :

❞❞✂ ❂ ❞❞✂✝ ❡
✞q✟

✏
r
r✠
✞✡
✑

(8.4)

L'ajustement de ❞❞✂ et ☛✌ ne peut se faire sur des DOS ou des structures de bande
issues de calculs ab inito (de type DFT). En e�et, ces derniers ne peuvent pas fournir
des calculs `partiels' ne prenant que les électrons ❞ en compte, même s'il est possible de
projeter ces grandeurs sur les di�érents types d'orbitales en présence. L'ajustement de
❊❜✍✎✌✒✭✓✮ se fait de façon simultanée à celui de ❊✔✒✖✭✓✮ (ajustement des paramètres ❆ et ♣
de (7.2)). A l'équilibre, des grandeurs de référence expérimentales permettent d'ajuster
exactement l'énergie de cohésion ❊❝✗✙✭✓✝✮, la distance interatomique d'équilibre ✓✝, et
par exemple le module de compressibilité ❇ ❂ ❱✝

❅✚✛
❅✜ ✚ . L'ajustement en distance peut

se faire sur une équation d'état, comme par exemple l'équation d'état universelle pour
les métaux [15], ou sur une courbe d'énergie totale en fonction de la distance issue de
calculs DFT.
Une autre possibilité existe pour dériver de façon séparée la dépendance en distance
du terme de bande et celle du terme répulsif. Pour ajuster ❊❜✍✎✌✒✭✓✮, on peut tirer
le paramètre ☛✌ d'un ajustement en distance d'une paramétrisation s♣❞ faite sur des
données de structure électronique issues de calculs DFT. On est alors en mesure d'ajuster
❊✔✒✖✭✓✮ seul sur une courbe d'énergie totale ou une équation d'état.
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8.2 Application des liaisons fortes en bande � seule au cas du

Zr pur

Dans le cas du Zr pur, le choix est fait de tirer les rapports canoniques d'une com-
pilation des intégrales de saut aux premiers voisins disponibles dans la littérature [16].
Si l'on se limite aux paramétrisations des métaux de transition dans une con�guration
cristallographique FCC, les rapports sont les suivants :

✁✁✂ ✿ ✁✁✄ ✿ ✁✁☎ ✘ ✆✶ ✿ ✵✝✺✞ ✿ ✆✵✝✶ (8.5)

Ils sont représentés sur la �gure 18 ci-dessous :

Figure 18 � Rapports canoniques tirés des paramètres des métaux de transition FCC
tabulés dans [16] : paramètres originaux (gauche) et paramètres normalisés par rapport
à ✁✁✂ (droite).

Si l'on compare ces rapports aux rapports utilisés couramment (8.2) et (8.3), on retrouve
les mêmes ordres de grandeur. La transférabilité des paramètres de liaisons fortes rend
possible une étude de la stabilité relative des phases FCC et HCP en fonction du rem-
plissage de la bande ✁ (Fig. 19).

Figure 19 � Di�érence d'énergie de bande entre FCC et HCP en fonction du remplissage
de la bande ✁ : stabilité pour un calcul convergé (nco=20) (gauche) et convergence en
fonction du nombre d'étages de la fraction continue (droite).

La convergence de cette étude en fonction du nombre d'étages de la fraction continue
(droite) indique que, même si les tendances sont correctement capturées dès 3 étages
(et donc 6 moments), il faut quand même aller bien au-delà, à 10 étages, pour avoir
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convergence vers le calcul le plus précis à 20 étages. C'est en accord avec ce qui a déjà
été trouvé [17]. Ici, la fraction continue est terminée en utilisant les valeurs asymptotiques
des coe�cients ❛♥ et ❜♥ de la fraction continue, obtenues grâce au calcul à 20 étages.
En ❞ seule, on considère que les métaux de transition ont, en plus du remplissage de
la bande ❞, un électron de type s�, qui n'est pas pris en compte. Si l'on compare les
phases données comme étant stables (Fig. 19) à ce qu'on trouve e�ectivement dans la
nature (Fig. 20), on constate que l'accord est bon. On retrouve bien une stabilisation
de la phase HCP pour des remplissages de la bande ❞ compris entre 2 et 3 et entre 6
et 7. Cela con�rme a posteriori le caractère `universel' d'une paramétrisation en ❞ seule
pour les métaux de transition.

Figure 20 � Apparition des di�érentes phases cristallographiques dans le tableau péri-
odique (pour les métaux de transition).

9 Prise en compte de l'hybridation spd pour le traite-

ment du zirconium en liaisons fortes et perte de

généralité

Même si traditionnellement les liaisons fortes sont utilisées en bande ❞ seule pour les
métaux de transition, deux raisons nous poussent à développer une méthodologie d'a-
justement de potentiel basée sur des liaisons fortes spd. D'une part, ce travail s'inscrit
dans la perspective de l'étude du système Zr-H. Traiter le couple métal-covalent en ne
prenant pas en compte les orbitales s� du métal est une hypothèse forte. Il semble plus
cohérent de considérer des orbitales de même type et donc un couplage entre le covalent
et les bandes s� du métal. D'autre part, le zirconium est un métal de transition de début
de série, dont les quatre électrons de valence se repartissent sur les orbitales ✺s, ✺� et
✹❞. On s'attend à retrouver des e�ets d'hybridation s�❞ plus importants que pour des
métaux de transition de milieu de série. Or, ce passage à un traitement s�❞ entraine,
comme la prise en compte de la dépendance en distance des intégrales de saut en bande
❞ seule, une perte de généralité. Les paramètres alors dérivés ne permettent plus des
études en remplissage comme celles e�ectuées en bande ❞ seule (cf. �gure 19) : il est en
e�et impossible de les renormaliser par rapport à un seul paramètre.
Tout au long de l'ajustement, les références prises seront issues de calculs DFT. Le code
utilisé est Wien2k [18], en utilisant une fonctionnelle de type GGA. C'est un code de
type Full Potential LAPW (Linear Augmented Plane Waves), cf. paragraphe 5.1 pour
de plus amples détails.

L'objet de ce paragraphe est de détailler la méthodologie d'ajustement de potentiel
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en liaisons fortes s�✁ pour le zirconium pur. La première étape est l'ajustement des
paramètres TB à l'équilibre. La deuxième permet la prise en compte de la dépendance
en distance du terme de bande et la détermination du terme répulsif. Deux méthodes
d'ajustement en distance sont explorées, l'une davantage orientée sur la structure élec-
tronique, l'autre favorisant l'énergétique. Une tentative de réconciliation entre ces deux
approches clôt ce paragraphe.

9.1 Ajustement à l'équilibre

A l'équilibre, l'ajustement des paramètres de liaisons fortes est fait de manière à
privilégier la structure électronique. La grandeur de référence choisie est la structure de
bande du zirconium FCC à l'équilibre.
Repartons de l'hamiltonien de liaisons fortes s�✁ (7.1). Les paramètres à ajuster sont
les niveaux atomiques ✎✕ et les intégrales de saut ☞

✕✂
✐✄ , en prenant les orbitales s�✁ en

compte.
A�n de garder un aspect général à notre méthodologie d'ajustement, nous avons �xé des
contraintes physiques à nos jeux de paramètres, et en particulier à leur rapport mutuel.
En e�et, et de façon similaire à ce qui est fait en ✁ seule, si l'on compile l'ensemble
des paramètres disponibles dans la littérature de référence [16] concernant les métaux
de transition de structure FCC, on constate l'existence de rapports canoniques entre
les orbitales de même symétrie, comme illustré sur la �gure 21. Plus précisément, les
intégrales de saut peuvent être divisées en trois groupes. Le premier correspond aux
interactions entre orbitales ✁, avec les intégrales de saut ✁✁❞, ✁✁☎ et ✁✁✆. Le deuxième
regroupe les interactions entre orbitales s et p, c'est-à-dire les paramètres ��❞, ��☎, ss❞
et s�❞. Le dernier groupe contient les intégrales de saut correspondant à l'hybridation sp-
d, à savoir �✁❞, s✁❞ et �✁☎. Les rapports canoniques s�✁ du zirconium sont donnés dans

bande d, paramètre de référence : ✁✁❞ ✁✁☎ ❂ ✝✵✿✺✞✁✁❞ ✁✁✆ ❂ ✵✿✶✵✁✁❞

bandes sp, paramètre de référence : ��❞ ��☎ ❂ ✝✵✿✶✵��❞ ss❞ ❂ ✝✵✿✹✟��❞

s�❞ ❂ ✵✿✟✟��❞

hybridation sp-d, paramètre de référence : �✁❞ s✁❞ ❂ ✵✿✼✹�✁❞ �✁☎ ❂ ✝✵✿✞✵�✁❞

Table 1 � Rapports canoniques des intégrales de saut du Zr

le tableau 1. Notons qu'il n'a pas été possible de trouver un seul paramètre permettant
d'avoir une paramétrisation canonique complètement transférable à tous les métaux de
transition, comme c'est le cas en bande ✁ seule (cf. (8.5)). Cela prohibe tout calcul de
propriété en remplissage. Pour les trois groupes d'intégrales de saut, celle utilisée comme
point de référence est toujours celle de plus grande amplitude. On réduit ainsi le nombre
de paramètres à ajuster de ✶✞ (dix intégrales de saut et trois niveaux atomiques : ✎✠, ✎✡
et ✎♣) à ✟ (trois intégrales de saut et trois niveaux atomiques). Pour le zirconium pur,
les valeurs tabulées [16] des niveaux atomiques sont les suivantes :

✎✠ ❂ ✶✵✿✟✵ eV
✎✡ ❂ ✶✹✿✺✵ eV
✎♣ ❂ ✶☛✿✵✌ eV

(9.1)

Ces valeurs impliquent que, à l'état d'atome isolé, les quatre électrons du zirconium
peupleront la bande ✁ qui est la plus basse en énergie : la valeur retranchée au terme de
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Figure 21 � Intégrales de saut originales (haut) et renormalisées en vue de la paramétri-
sation canonique (bas), où ❞❞� et ❞❞✁ sont renormalisées par ❞❞✂, ♣♣�, ss✂ et s♣✂ par
♣♣✂, et s❞✂ et ♣❞� par ♣❞✂.

bande est donc ✄✹✎☎. Ces valeurs indiquent aussi un écart en énergie important entre
les bandes ♣ et les bandes s et ❞. Cet écart implique que les bandes ♣ ne sont pas ou très
peu occupées pour du zirconium. Le formalisme de liaisons fortes ne permet alors pas de
les traiter de façon complétement satisfaisante [19]. Ces dernières sont prises en compte
indirectement au travers de l'hybridation s♣❞ mais l'ajustement n'est e�ectué que sur les
✻ bandes de plus basses énergies qui correspondent aux bandes s et ❞ (hybridées ♣). Ainsi,
l'hamiltonien utilisé pour produire les structures de bande issues des di�érents jeux de
paramètres reste un hamiltonien de taille ✾✆✾, correspondant bien à un traitement s♣❞
mais l'ajustement des paramètres ne se fait que sur ✻ bandes. On cherche à minimiser,
par une méthode de moindres carrés, la di�érence suivante :

Di� ❂

❦

✝

✕✞✟

❥❊
❉❋❚
✕ ✭✠✮ ✄ ❊

❚❇
✕ ✭✠✮❥

✷ (9.2)

où ❊❉❋❚
✕ ✭✠✮ est l'énergie issue du calcul DFT et ❊❚❇

✕ ✭✠✮ celle issue du calcul de liaisons
fortes pour une même orbitale ✡. Les points ✠ sur lesquels l'ajustement est e�ectué
correspondent au trajet e�ectué dans la première zone de Brillouin pour obtenir une
structure de bandes FCC (Fig. 8). Ces points ✠ sont au nombre de ✶✶✶.
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☞ valeur optimisée [eV] ✎ valeur optimisée [eV]
❞❞� -1.03576 ✎✁ 10.60
♣♣� 2.19532 ✎s 15.00
♣❞� 1.17878 ✎✂ 20.00

Table 2 � Ajustement des paramètres.

La distance interatomique d'équilibre tabulée dans [20] pour du Zr FCC est r ❂ ✸✿✶✄

Å, qui correspond à un paramètre de maille ❛ ❂ ✹✿✹☎ Å. Or, comme souvent en GGA,
la valeur d'équilibre calculée en DFT est légèrement supérieure : elle est de r✵ ❂ ✸✿✷✆

Å, correspondant à un paramètre de maille de ❛✵ ❂ ✹✿✺✷ Å. C'est cette dernière con�g-
uration qui est choisie comme référence pour l'ajustement à l'équilibre.
Les valeurs initiales des 6 paramètres de liaisons fortes sont celles tabulées dans [16].

Figure 22 � Structures de bande Zr FCC, r ❂ ✸✿✷✆ Å, obtenues en liaisons fortes :
paramètres tabulés [16] (gauche) et paramètres ajustés (droite). Comparaison à la DFT.

Elles sont issues d'une paramétrisation aux seconds voisins. La structure de bande
obtenue grâce à ces paramètres est présentée �gure 22 (gauche), sur laquelle on a aussi
testé cette paramétrisation en ne prenant que les paramètres aux premiers voisins. Les
quelques points de DFT donnés en référence y sont aussi reportés. Le résultat de notre
ajustement est aussi présenté �gure 22 (droite), et les valeurs des paramètres sont détail-
lées dans le tableau 2. Par rapport à la structure de bande calculée avec les paramètres
tabulés (aux premiers voisins), l'ajustement e�ectué sur la structure de bande permet
une diminution de l'erreur de ✻✆✝ par rapport à la DFT. Notre nouvelle paramétrisation
est donc conservée par la suite. Outre la structure de bande, elle est utilisée pour re-
produire la densité d'états. Une comparaison entre les anciens paramètres aux premiers
voisins, les paramètres ajustés et la DFT est présentée �gure 22. De façon cohérente aux
observations sur la structure de bande, on constate un meilleur accord de la DOS TB
avec les calculs DFT suite à l'ajustement.

9.2 Ajustement en distance

L'idée maîtresse de cet ajustement en distance, qui a été développée au paragraphe
7.2.6, est de faire porter la dépendance en distance sur les intégrales de saut. La forme
choisie pour les ☞ est :

☞
✕✞
✐✟ ✭r✮ ❂ ☞

✕✞
✐✟ ✭r✵✮❡

✠q✡☛
✏
✌
✌✍
✠✑

✒

(9.3)
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Figure 23 � Comparaison des densités d'états obtenues pour du Zr FCC (a=4.52 Å)
en DFT (noir) et en liaisons fortes basées sur les paramètres tabulés [16] (gauche) et
sur les paramètres ajustés (droite, bleu : reconstruction dans l'espace réciproque, bleu
clair : récursion). Les niveaux de Fermi correspondants sont aussi indiqués.

Deux ajustements sont ici proposés. Le premier met l'accent sur la structure électronique,
le second sur l'énergétique.

9.2.1 Ajustement sur la structure électronique

� Dépendance en distance du terme ❊❜�✁✂✄

Pour cette première approche, l'objectif est de garder une structure électronique la
meilleure possible en distance. L'ajustement porte sur les intégrales de saut, qui pren-
nent l'allure (9.3). Dans la lignée de la paramétrisation canonique, le choix est fait
d'ajuster trois paramètres q✕☎ : q✂ pour les bandes ❞, qs✆ pour les bandes ✝✞ et qs✆✂ pour
l'hybridation ✝✞❞. Ces trois paramètres distincts permettent de dériver des dépendances
en distance di�érentes pour des orbitales n'ayant pas la même extension radiale. On
s'attend ainsi à obtenir un amortissement plus fort des orbitales ❞ que des orbitales ✝✞.
Pour les déterminer, quatre ajustements des intégrales de saut sont e�ectués sur des
structures de bande FCC, calculées en DFT pour des distances interatomiques variables.
Nous voulons dériver un potentiel valable sur une gamme ✟✶✠✡ autour de la con�g-
uration d'équilibre, ce qui est cohérent avec une paramétrisation aux premiers voisins
seuls. Les quatre con�gurations choisies correspondent à des distances interatomiques
de r ❂ ✷✿✾✠, ✸✿✠✵, ✸✿✸✷ et ✸✿✺✵ Å, c'est-à-dire à des paramètres de maille ❛ ❂ ✵✿✶✠, 4.30,
4.70 et 5.00 Å. Pour chaque con�guration, la procédure d'ajustement est identique à
celle utilisée à l'équilibre.
Les niveaux atomiques ✎ ne dépendent pas de la distance, et devraient être �xés à leurs
valeurs à l'équilibre détaillées au tableau 2. Cependant, cette hypothèse ne peut pas être
retranscrite en DFT puisqu'on ne peut pas �xer arbitrairement un paramètre. En DFT,
on observe une variation du niveau de Fermi avec la distance. Ce décalage impose de
faire varier en distance la référence d'énergie de liaisons fortes pour pouvoir comparer
les structures de bande DFT et TB. Il n'a lieu que pour permettre un ajustement sur les
calculs DFT, et ne sera pas repris lorsque la paramétrisation ainsi ajustée sera utilisée
en distance. Cette variation de référence d'énergie est portée, en liaisons fortes, par le
niveau atomique ✎✂, le plus bas des trois niveaux, qui est décalé suivant la variation
du niveau de Fermi DFT. L'hypothèse est faite d'avoir des écarts rigides entre les trois



9.2 - Ajustement en distance 71

niveaux atomiques, c'est-à-dire que :

✁s� ❂ ✎s ✂ ✎� ❂ ✹✿✹ ❡✄ et ✁♣� ❂ ✎♣ ✂ ✎� ❂ ✾✿✹ ❡✄ (9.4)

sont �xés, quelle que soit la distance interatomique et donc la valeur de ✎�.
De ces ajustements, on tire des valeurs moyennes pour les trois paramètres q✕☎ détaillés
dans le tableau 3 ci-dessous. On peut noter que, comme attendu, les orbitales ✆✝ sont

q� 3.07
qs♣ 0.25
qs♣� 4.03

Table 3 � Ajustement des paramètres.

Figure 24 � Structures de bande Zr FCC. Comparaison entre DFT et liaisons fortes
en fonction du paramètre de maille.

bien moins amorties que les orbitales ❞. Cependant, cet amortissement est tellement
faible qu'il conduit à un rapport ☞s♣✭✞✿✞r✵✮✟☞s♣✭r✵✮ ✬ ✠✿✾✡☛. Outre un sens physique
douteux, avoir une valeur si élevée des ☞s♣ à la limite du potentiel présume d'une dif-
�culté à traiter des structures de compacités di�érentes, typiquement de type BCC où
les seconds voisins sont à une distance de l'ordre de ✞✿✞r✵.
Trouver une valeur d'amortissement supérieure pour l'hybridation ✆✝❞ à celle trouvée
pour les bandes ❞ nous a de prime abord surpris. Or rien n'implique une valeur in-
termédiaire pour l'hybridation. La dépendance en distance du recouvrement entre les
harmoniques sphériques des orbitales ✆✝ et ❞ n'a aucune raison d'être comprise entre
celle des orbitales ✆✝ et des orbitales ❞.
Malgré la volonté de conserver une structure électronique la plus précise possible en
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Figure 25 � DOS Zr FCC. Comparaison entre DFT et liaisons fortes en fonction du
paramètre de maille.

distance, les structures de bande obtenues en distance (Fig. 24) ne restent pas aussi
proches de la DFT qu'à l'équilibre (Fig. 22). Pour la valeur extrême en compression
(r ❂ ✷✿✾� Å, ❛ ❂ ✹✿✶� Å), le minimum d'énergie n'est plus trouvé au point ✁ mais dé-
calé entre ✁ et L, ce qui n'est pas physiquement correct par comparaison aux résultats
DFT. La dilatation extrême (r ❂ ✸✿✺✹ Å, ❛ ❂ ✺✿�� Å), elle, n'entraine pas de non-sens
physique. On peut en�n noter le fort impact de la distance interatomique sur la largeur
de bande, et donc sur la localisation des électrons en fonction de la distance. Plus les
atomes se rapprochent et plus la largeur de bande augmente, ce qui correspond à une
moindre localisation des électrons. C'est particulièrement visible sur les densités d'états
(Fig. 25). Pour un paramètre de maille de 5 Å, la partie de la DOS identi�able à la
bande ❞, très dense (DOS moyenne supérieure à 1.5), a une largeur d'environ 6 eV. A
l'opposé, pour a=4.1 Å, cette zone est bien moins dense (DOS moyenne d'environ 1) et
beaucoup plus étendue, sur environ 10 eV.

� Ajustement du terme répulsif ❊✂❡✄

Disposant de ❊❜☎✆✝❡✭r✮, on peut désormais ajuster le terme répulsif. La référence prise
est une courbe d'énergie totale DFT pour du zirconium FCC. Il y a deux paramètres à
ajuster : ❆ et ♣ (cf. (7.2)).
L'ajustement est fait sur la même gamme de distance que pour le terme de bande,
c'est-à-dire r✵ ✞ ✶�✟. Les paramètres obtenus sont donnés dans le tableau 4 ci-dessous.
L'allure du potentiel alors obtenu est comparé à la DFT �gure 26, pour une gamme de
distance bien supérieure à son strict domaine de validité, matérialisé par r✐✆✠ et rs✡✄ sur
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cette �gure. On peut noter que le très bon accord du potentiel TB avec les résultats
DFT dépasse ce strict domaine de validité. Autant pour des distances interatomiques
supérieures à rs�✁, une déviation entre DFT et potentiel TB apparaît vite, autant l'accord
reste pour pour des distance interatomiques bien inférieures à r✐✂✄ . On pourrait étendre le
domaine de validité de sa dé�nition stricte de ✝✶☎ % r✵ à une dé�nition moins rigoureuse
comprise entre ✆✷✞ % et ✰✶☎ % r✵.

Figure 26 � Résultats de l'ajustement en distance du potentiel Zr FCC basé sur la
structure électronique.

❆ 0.733
♣ 6.07

Table 4 � Paramètres ajustés du terme répulsif, ajustement sur la structure électron-
ique.

9.2.2 Ajustement sur l'énergétique

Contrairement à l'ajustement sur la structure électronique, l'ajustement de la dépen-
dance en distance du terme de bande et celui du terme répulsif sont ici simultanés. La
dépendance en distance du terme de bande est toujours portée par les intégrales de saut
mais en considérant un paramètre q commun aux trois groupes d'intégrales de saut, bien
qu'ayant des extensions radiales di�érentes.
Cet ajustement est fait sur la courbe d'énergie totale DFT pour du zirconium FCC, et
trois paramètres sont à déterminer : q, ❆ et ♣, dont les valeurs sont détaillées dans le
tableau 5.

q 2.3
❆ 0.728
♣ 5.81

Table 5 � Paramètres ajustés sur l'énergétique de la dépendance en distance.

L'allure du potentiel est comparée à la DFT �gure 27 pour une gamme de distance bien
supérieure à son strict domaine de validité, matérialisé par r✐✂✄ et rs�✁ sur cette �gure.
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Là encore, le très bon accord entre potentiel TB et DFT dépasse le strict domaine de
validité du potentiel. Contrairement à l'ajustement BS qui permet de gagner du côté des
petites distances interatomiques, le potentiel NRG semble reproduire très correctement
l'allure de la DFT pour des distances interatomiques comprises entre 2.6 Å et 3.8 Å. Un
domaine de validité moins strict du potentiel TB NRG est de ✝✷� % r✵.

Figure 27 � Résultats de l'ajustement en distance du potentiel Zr FCC basé sur l'én-
ergétique.

9.2.3 Raccordement à zéro

Quelle que soit l'approche choisie pour déterminer les paramètres nécessaires à la
dépendance en distance, la dernière étape consiste à raccorder le potentiel de façon
continue à zéro. Les ajustements ont tous été faits en ne considérant que des interactions
aux premiers voisins, et sur une gamme de ✝✶�✁ autour de la con�guration d'équilibre.
Le rayon de coupure r❝✂✄ doit se trouver entre les premiers et les seconds voisins FCC.
En FCC, et à l'équilibre, les premiers voisins sont à une distance ❞☎ ❂ r✵ ❂ ✸✿✷� Å et
les seconds à ❞✆ ❂

♣
✷❞☎ ❂ ✹✿✺✷ Å (❂ ❛✵). Comme on ne considère que les interactions

aux premiers voisins, le rayon de coupure doit satisfaire :

❞☎ ❁ r❝✂✄ ❁ ❞✆ ✭✮ ✸✿✷�Å ❁ r❝✂✄ ❁ ✹✿✺✷Å (9.5)

En reprenant le domaine d'ajustement, de r✵ ✝ ✶�✁, (9.5) devient :

❞☎ ✞ ✶✿✶ ❁ r❝✂✄ ❁ ❞✆ ✞ �✿✾ ✭✮ ✸✿✺✷Å ❁ r❝✂✄ ❁ ✹✿�✟Å (9.6)

Ainsi, comme déjà mentionné au paragraphe 7.2.5, garder un potentiel valide pour des
distances interatomiques inférieures à r✵ entraine une réduction de la validité du côté
des grandes distances. Ici, on passe de 4.52 Å à 4.07 Å. Cet e�et est schématisé �gure
28 ci-dessous.
Comme on veut garder un domaine de validité raisonnable en compression pour notre
potentiel, r❝✂✄ est �xé à ✶✿✶ ✞ r✵ ❂ ✸✿✺✷ Å. A une distance r ✬ ✸✿✺� Å, quel que soit
l'ajustement choisi, le potentiel est loin de s'annuler (cf. �gures 26 et 27). Un raccorde-
ment polynomial d'ordre 5 est introduit a�n de limiter les discontinuités : il porte sur
les intégrales de saut et le terme répulsif. Il est e�ectif sur une gamme de distances
comprises entre r❝✂✄ et r❝✂✄ ✰ ✍ ❂ r✠✡☛②, sachant que (9.6) impose ✸✿✺✷ Å ❁ r✠✡☛② ❁ ✹✿�✟
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Figure 28 � Domaine de validité du potentiel en fonction de r❝�✁ (gauche) et impact
du raccordement polynomial sur l'allure du potentiel ajusté sur l'énergétique (droite).

Å. Nous avons �xé r♣✂✄② ❂ ✶✿✷r✵ ❂ ✸✿✽☎ Å. Le champ d'action de ce raccordement est
représenté par la zone rouge de la �gure 28 (gauche). Ce raccordement polynomial dé-
grade fortement l'accord entre TB et DFT pour des distances interatomiques supérieures
à r❝�✁, tout particulièrement pour l'ajustement énergétique. C'est le prix à payer d'une
dé�nition rigoureuse du domaine de validité du potentiel.
Une fois les valeurs de r❝�✁ et r♣✂✄② �xées, on en tire la borne inférieure du potentiel, r✄✐✆.
Elle correspond à la distance interatomique en-dessous de laquelle les seconds voisins
entrent dans la zone de raccordement polynomial. Pour une structure compacte, elle est
dé�nie par :

r✄✐✆ ❂ r♣✂✄②✝
✞
✷ (9.7)

Dans le cas présent, r✄✐✆ ❂ ✷✿✼✷ Å. La �gure 28 (droite) donne l'impact de ce raccorde-
ment polynomial sur l'allure du potentiel dans le cas de l'ajustement énergétique.

9.3 Essai de réconciliation entre les deux approches

Bien que l'ajustement énergétique ne porte pas d'attention particulière à la structure
électronique, nous avons regardé le degré de précision atteint sur les structures de bande
et densités d'états en fonction de la distance pour cinq paramètres de maille di�érents
de l'équilibre : 4.10, 4.22, 4.35, 4.82 et 5.00 Å. Ils correspondent à des distances inter-
atomiques de 2.90, 2.98, 3.08, 3.41 et 3.54 Å. Seuls les résultats pour les valeurs extrêmes
sont présentés ici (a=4.10 et 5.00 Å).
Les structures de bande (Fig. 29) et les DOS (Fig. 30) sont mieux reproduites par
la paramétrisation `structure électronique' que par la paramétrisation `énergétique', ce
qui est cohérent avec les choix faits. Cependant, la paramétrisation énérgétique n'est
pas si éloignée des résultats DFT. Ces résultats donnent le sentiment que l'hypothèse
des niveaux atomiques rigides (cf. (9.4)) dégrade fortement les résultats de structure
électronique obtenue grâce à la paramétrisation énergétique. L'e�et est particulièrement
�agrant aux points ✟ des di�érentes structures de bande : la valeur atteinte par la bande
de plus basse énergie, de caractère s, est encore plus décalée avec la paramétrisation én-
ergétique (notée `NRG') qu'avec la paramétrisation structure électronique (notée `BS').
Les positions relatives des points ✟ et L sont elles conservées.
Pour améliorer les structures de bande et densités d'états de la paramétrisation `énergé-



76
Prise en compte de l'hybridation spd pour le traitement du zirconium en liaisons

fortes et perte de généralité

Figure 29 � Structure de bande du Zr FCC pour a=4.10 Å (gauche) et a=5.00 Å
(droite) : impact de l'ajustement de la dépendance en distance de ❊❜�✁✂✄✭r✮.

Figure 30 � Densité d'états du Zr FCC pour a=4.10 Å (gauche) et a=5.00 Å (droite) :
impact de l'ajustement de la dépendance en distance de ❊❜�✁✂✄✭r✮.

tique', nous avons décalé les niveaux ✎♣ et ✎s. L'écart ☎s♣ ❂ ✺ eV est gardé constant :
les écarts ☎s✂ et ☎♣✂ sont décalés simultanément. Ce jeu sur les ✎♣, ✎s permet d'obtenir
des structures de bande (Fig. 31) et des densités d'états (Fig. 32) bien meilleures, voire
même meilleures que celles obtenues avec la paramétrisation `structure électronique'.
Les valeurs d'énergie totale et d'énergie de bande prenant en compte les décalages des
niveaux ✎♣ et ✎s sont comparées à celles trouvées avec les paramétrisations à ✎ �xes (Fig.
33). Ces niveaux atomiques donnent une allure beaucoup plus plate au terme de bande,
et le terme répulsif ajusté de façon énergétique n'est plus adapté.
Malheureusement, cette allure si plate du terme de bande ne nous permet pas d'ajuster
un terme répulsif de type Born-Mayer (7.2) cohérent. Si ça avait été possible, on aurait
alors pu dé�nir un potentiel hybride, permettant d'avoir une bonne précision à la fois
sur la structure électronique et l'énergétique grâce à des niveaux variables.
On peut en�n noter que la variation des niveaux atomiques de la paramétrisation NRG
(Fig. 34) en fonction de la distance semble être dirigée par une répartition électronique au
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Figure 31 � Impact de la correction des niveaux ✎s et ✎♣ sur la structure de bande pour
a=4.10 Å (gauche) et a=5.00 Å (droite).

Figure 32 � Impact de la correction des niveaux ✎s et ✎♣ sur la densité d'états pour
a=4.10 Å (gauche, ✎s ❂ ✎s ✰ ✸ ❂ ✶� eV, ✎♣ ❂ ✎♣ ✰ ✸ ❂ ✷✸ eV) et a=5.00 Å (droite,
✎s ❂ ✎s ✁ ✷ ❂ ✶✸ eV, ✎♣ ❂ ✎♣ ✁ ✷ ❂ ✶� eV).

sein du Zr d'environ 2.9 électrons sur la bande ❞ et 1.1 sur la bande ✂✄. Cette répartition
est conservée en distance avec la paramétrisation BS, même si les niveaux atomiques
sont constants. La variation des niveaux atomiques en distance permet de retrouver
cette répartition de charge avec la paramétrisation énergétique, qui n'est pas conservée
à niveaux atomiques constants. Ainsi, l'adaptation de l'ajustement `énergétique' pour
une bonne reproduction de la structure électronique peut être assurée par un décalage
des niveaux atomiques régi par une règle de neutralité par orbitale ❞ et ✂✄.

Même si nous n'avons pas réussi à réconcilier les ajustements `électronique' et `én-
ergétique', nous disposons à présent de deux potentiels pour le Zr pur, ajustés sur des
résultats DFT pour une structure FCC. L'un privilégie la structure électronique tandis
que l'autre est orienté énergétique. Cependant, l'objectif de cette thèse est de s'intéresser
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Figure 33 � Impact du décalage des niveaux ✎s et ✎♣ sur l'énergie totale (gauche) et
l'énergie de bande (droite).

Figure 34 � Evolution des remplissages électroniques �✁ (pointillés) et ❞ (courbes con-
tinues) du Zr pur en distance : impact de la paramétrisation et du décalage des niveaux ✎s

et ✎♣ (paramétrisation énergétique à niveaux atomiques �xes (vert), à niveaux variables
(bleu) et paramétrisation structure électronique à niveaux �xes (rouge)).

au système Zr-H. Il faut donc étendre l'utilisation de la méthodologie développée dans
le cas `simple' du Zr �✁❞ à ce système métal-covalent.

10 Extension de la méthodologie au système Zr-H

De même que, pour présenter les liaisons fortes, il était plus simple de partir du
cas d'une bande non-dégénérée avant de généraliser au cas �✁❞, on complexi�e ici la
méthodologie de développement de potentiel basé sur des liaisons fortes �✁❞ en passant
du Zr pur au système Zr-H. Les étapes pour y arriver sont analogues à celles de la
dérivation du potentiel pour Zr. Tout d'abord, les choix faits pour le développement du
potentiel Zr-H sont décrits, en suivant la liste des questions à trancher détaillées pour le
Zr pur (paragraphe 7.2). L'ajustement des paramètres est ensuite présenté, à la distance
d'équilibre puis en variant la distance interatomique.



10.1 - Choix faits pour le développement d'un potentiel Zr-H en liaisons fortes spd 79

10.1 Choix faits pour le développement d'un potentiel Zr-H en

liaisons fortes spd

Cette partie détaille les choix faits pour la description du système Zr-H par un
potentiel basé sur des liaisons fortes s�✁. La nécessité de ces di�érents choix a été exposée
au paragraphe 7.2 dans le cas du Zr pur, et restent les mêmes. Ici sont brièvement
données les réponses choisies pour Zr-H, qui sont très similaires à celles apportées dans
le cas du Zr pur. En revanche, la prise en compte de deux espèces chimiques distinctes
entraine de nouvelles questions sur la paramétrisation de ce système (paragraphe 5.2.3),
qui sont elles détaillées puisque nouvelles.

10.1.1 Allure du potentiel

Comme pour le Zr pur, le choix est fait de ne pas utiliser les liaisons fortes `Total
Energy' mais de décomposer l'énergie totale en deux termes, l'un répulsif et l'autre dit
de bande. Ce dernier est toujours traité en liaisons fortes, et le terme répulsif reste de
la forme d'un potentiel de paire de type de Born-Mayer. Le potentiel s'écrit alors :

❊t✂t✭r✮ ❂ ❊✄❡☎✭r✮ ✰ ❊❜✆✝✞❡✭r✮

❂

✐✻✟❥

❆✠
✡☎

✥
☛❩☛☞❩☛✌✍
☛✵

✡✶

✦

✰

✐✻✟❥

❆
✎
✠
✡☎✏

✥
☛❩☛☞❍✌✍
☛✏✵

✡✶

✦

✰

✑❋

✡✒
❊♥✭❊✮✁❊ (10.1)

où les paramètres du terme répulsif propre au système Zr-H, ❆✎ et �✎, doivent être
ajustés. C'est le traitement classique d'un terme répulsif. Les points suivants portent
sur les choix à faire concernant la paramétrisation des liaisons fortes a�n de pouvoir
calculer la densité d'états ♥✭❊✮ du système Zr-H, avec les niveaux atomiques, intégrales
de saut et dépendances en distance correspondants.

10.1.2 Balance entre structure électronique et énergétique

Dans le cas du Zr pur, quel que soit le point fort choisi, la paramétrisation à l'équili-
bre a été dérivée sur une structure de bande. La balance s'est faite lors de l'ajustement
en distance, où l'ajustement dit électronique a été e�ectué sur les structures de bande
pour di�érents paramètres de mailles alors que l'ajustement dit énergétique a été réalisé
sur une courbe d'énergie totale en fonction de la distance interatomique.
Dans le cas du Zr-H, on s'attend à une moins bonne reproduction de la structure élec-
tronique que pour Zr pur. Le système à traiter en liaisons fortes est plus complexe,
et les approximations risquent d'avoir un impact plus important. Cependant, les li-
aisons fortes sont utilisées avec succès pour traiter des couplages métaux de transitions-
covalent, comme dans le cas des carbures et des nitrures. Ainsi, on pense être en mesure
de conserver une bonne connaissance de la structure électronique, au moins à la distance
d'équilibre.
Pour le système ZrH, les paramètres à déterminer portent ici sur des interactions entre
bande s de l'hydrogène et bandes s�✁ du zirconium : on peut s'attendre à ce que le
paramètre q✓☎ ait un rôle important. Des deux ajustements en distance du zirconium,
seul celui orienté structure électronique a donné un paramètre de dépendance en distance
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peu physique pour les orbitales s�, à savoir q✁✂ ❂ ✵✿✷✄. On s'en est a�ranchi en passant à
un ajustement énergétique. On choisit donc de procéder pour Zr-H à un ajustement en
distance de façon énergétique sur une courbe d'énergie totale en fonction de la distance
interatomique issue de calculs DFT.
A l'équilibre, on peut prendre comme référence la structure de bande ou la densité d'é-
tats, qui correspond à une structure électronique intégrée sur la première zone de Bril-
louin. Les deux voies seront explorées pour l'ajustement des paramètres ZrH. Comparer
les ajustements sur la structure de bande et sur la densité d'états à l'équilibre permettra
de voir si les paramètres obtenus di�èrent beaucoup et de choisir la paramétrisation qui
permet le meilleur compromis entre énergétique et structure électronique.

10.1.3 Choix de la structure de référence

Le potentiel dérivé ici est la cheville ouvrière de la modélisation et de l'étude à
l'échelle atomique du système ZrH. En e�et, il constitue le modèle énergétique perme-
ttant une exploration du diagramme de phases Zr-H grâce à des approches thermo-
statistiques de type Monte-Carlo, décrites au paragraphe 4.1.2. Il doit permettre une
description de l'hydrogène dissous dans la matrice de zirconium et de phases d'hydrures
connues, telles les phases ✌, ✍, . . . Ces pré-requis exigent du potentiel une transférabilité
à la fois géométrique et st÷chiométrique.
Les liaisons fortes sont connues pour leur transférabilité structurale, et devraient per-
mettre de remplir cette condition. Pour la st÷chiométrie, la phase la plus dense en
hydrogène est une phase ✎ de composition ZrH☎, représentée �gure 35.

Figure 35 � Structure de l'hydrure ✍ (=ZrH☎).

C'est cette phase qui est retenue comme structure de référence pour l'ajustement des
paramètres. Elle est la plus simple des phases d'hydrures, ce qui assure une reconstruc-
tion de la structure de bande en liaisons fortes à portée de main.
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10.1.4 Que traiter en liaisons fortes sachant que deux espèces chimiques
sont présentes ?

Commençons par rappeler l'allure de l'hamiltonien de liaisons fortes :

❍ ❂

✐�✁�✂

♣
✁
✐ ❥✣

✂
✐ ✄✭✎

✂
✵ ✰ ☛✂✮❤✣

✂
✐ ❥ ✰

✐�☎✻✆✐�✁�✝�✂�✞

♣
✁
✐ ♣
✝
☎ ❥✣

✂
✐ ✄☞

✂✞
✐☎ ❤✣

✞
☎ ❥ (10.2)

Dans le cas du Zr pur, les ✎✂ correspondaient aux niveaux atomiques des trois orbitales
s, ♣ et ❞ du métal, et les intégrales de saut ☞

✂✞
✐☎ décrivaient les interactions entre sites

voisins. Désormais, cet hamiltonien contient, en plus des paramètres du Zr pur, un
niveau atomique pour la bande s de l'hydrogène ✎✟ , des intégrales de saut quanti�ant
l'interaction H-H et des intégrales de saut représentant l'interaction Zr-H.
Nous faisons dans ce travail l'hypothèse de négliger les interactions H-H. De fait, la
structure ZrH✷ (Fig. 35), choisie comme référence, correspond à la phase la plus dense
en hydrogène. Or, pour cette phase, nos calculs DFT donnent comme paramètre de
maille d'équilibre ❛✵ ❂ ✹✿✽✠ Å, ce qu'on retrouve aussi dans la littérature [21]. Ainsi,
même dans la phase la plus dense en hydrogène que ce potentiel aura à traiter, les atomes
d'hydrogène sont séparés d'une distance de ✠✿✹✡ Å. Sachant qu'au sein de la molécule
H✷, les atomes sont distants d'environ 0.7 Å, on a considéré que les interactions H-H sont
négligeables pour ce travail. Comme l'indiquent Skinner et Pettifor [22], les intégrales de
saut d'une interaction H-H sont négligeables au-delà de trois distances interatomiques
de H✷. Nous sommes bien au-delà ici.
De plus, comme la phase ZrH✷ est celle retenue comme référence pour l'ajustement
des paramètres, elle sera un bon test pour véri�er la validité de l'hypothèse faite sur
les interactions H-H. Si même dans le cas du ZrH✷ cette hypothèse est raisonnable et
conduit à des résultats satisfaisants, sa validité sera assurée pour des phases d'hydrures
de moindre teneur en hydrogène.
Finalement, les paramètres de liaisons fortes à ajuster ici sont les intégrales de saut
décrivant les interactions entre zirconium et hydrogène, et un niveau atomique pour
l'hydrogène ✎✟ . Pour plus de clarté, les intégrales de saut ZrH sont notées avec des
`primes' : s❞✌✍, s♣✌✍ et ss✌✍.
Nul besoin de réajuster des intégrales de saut pour l'interaction Zr-Zr, puisque ce travail
a déjà été fait et que la phase ZrH✷ correspond à des distances interatomiques comprises
dans le domaine de validité du potentiel Zr pur. En e�et, au sein de la phase ZrH✷,
les atomes de zirconium premiers voisins sont distants de 3.41 Å, et le potentiel Zr
pur est valable pour des distances interatomiques comprises entre ✸✿✠✏ ✑ ✡✏✶ Å. Pour
l'ajustement en distance du ZrH, la stratégie adoptée est l'ajustement énergétique. Ainsi,
la paramétrisation utilisée pour le Zr pur est celle dite énergétique, dérivée au paragraphe
9.2.2 et dont les paramètres sont rappelés dans le tableau 6 ci-dessous.

❞❞✌ -1.03576 ✎✒ 10.60 ❆ 0.728
♣♣✌ 2.19532 ✎✓ 15.00 ♣ 5.81
♣❞✌ 1.17878 ✎✔ 20.00 q 2.30

Table 6 � Rappel des paramètres du potentiel Zr pur énergétique.

Ces paramètres Zr pur sont utilisés pour ajuster les paramètres ZrH, et ces deux struc-
tures ont des paramètres de maille d'équilibre (et donc des distances interatomiques)
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di�érents, respectivement 4.52 et 4.82 Å en DFT. Pour l'ajustement du ZrH à l'équilibre,
les paramètres pris pour le Zr seront hors-équilibre, ce qui n'est pas anodin. D'une part,
en tentant de réconcilier structure électronique et énergétique (cf. paragraphe 9.3), on
a observé que la paramétrisation énergétique du Zr pur permet de meilleurs résultats
électroniques si les niveaux ✎s et ✎♣ sont déplacés par rapport à leurs valeurs à l'équilibre.
D'autre part, il est possible d'avoir des transferts de charges entre hydrogène et zirco-
nium. En liaisons fortes, les transferts de charges sont traditionnellement reproduits en
déplaçant les niveaux atomiques. Ces deux points nous incitent à rendre possible une
variation des niveaux ✎s, ✎♣ du Zr lors de l'ajustement des paramètres ZrH. Ils seront
certes variables mais l'écart ✁s♣ ❂ ✎♣ � ✎s ❂ ✺ eV sera gardé constant.

10.1.5 Dé�nition du rayon de coupure

Le passage du Zr pur au Zr-H entraîne des modi�cations sur la dé�nition du rayon
de coupure, qui va désormais dépendre de l'espèce chimique présente au site atomique
✐ :

Figure 36 � Fonction de distribution radiale des atomes du ZrH✷ pour un paramètre
de maille a=4.82 Å (paramètre d'équilibre DFT).

� si le site ✐ est un atome d'hydrogène, seules les interactions aux premiers voisins,
occupés par des atomes de zirconium, sont prises en compte. En e�et, les seconds
voisins sont des atomes d'hydrogène (Fig. 36), et on néglige ici les interactions H-
H. Comme on souhaite dériver une paramétrisation aux premiers voisins, le rayon
de coupure lié à l'hydrogène doit être �xé entre :

✂
✸

✹
❛
❩r❍✄
✵ ❁ ☎

❍
❝✆✝ ❁

❛
❩r❍✄
✵

✞
(10.3)

où ✟
✠✡☛✄
☞
✷ correspond à la distance des premiers voisins hydrogène. Cependant, les

interactions H-H sont complètement négligées : l'entrée des atomes d'hydrogène
dans le champ du potentiel n'entraine de facto pas la prise en compte de nouveaux
atomes, puisqu'ils sont `invisibles'. Les seconds voisins qui ont un impact sont les
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seconds voisins de type Zr. Le rayon de coupure lié à l'hydrogène doit �nalement
satisfaire : ♣

✸

✹
❛
❩r❍✷
✵ ❁ �

❍
❝✁✂ ❁

♣
✶✶

✹
❛
❩r❍✷
✵ (10.4)

où
✄
☎☎
✆ ❛

❩r❍✷
✵ est la distance des deuxièmes voisins de type Zr.

� si le site ✐ est un atome de zirconium, les interactions aux premiers voisins (Zr-
H) et aux seconds voisins (Zr-Zr) sont prises en compte (Fig. 36). Le rayon de
coupure lié au zirconium est limité par le domaine de validité du potentiel Zr pur,
qui s'étend de 2.98 à 3.52 Å. On a ainsi :

❛
❩r❍✷
✵
♣
✝

❁ �
❩r
❝✁✂ ✔ ✸✿✺✝ Å (10.5)

Les deuxièmes voisins hydrogène vus d'un site zirconium sont à une distance in-
teratomique de

✄
☎☎
✆ ❛❩r❍✷ , qui ne doivent pas rentrer dans le champ du potentiel.

En conclusion, pour la modélisation de ZrH✞, reprendre le potentiel dérivé en Zr pur
impose les bornes de validité du potentiel. Notre potentiel ZrH✞ sera en toute rigueur
valable pour des paramètres de maille tels que :

✹✿✟✠ Å ✔ ❛
❩r❍✷ ✔ ✺✿✟✟ Å (10.6)

10.1.6 Dépendance en distance

Les intégrales de saut décrivant l'interaction Zr-H, à savoir s✡☛☞, s✌☛☞, ss☛☞, doivent
être ajustées en distance. On reprend la forme classique de la dépendance en distance
des intégrales de saut, déjà choisie dans le cas du Zr pur (paragraphe 7.2.6), à savoir :

✍
✕✎✏

✑✒ ✭�✮ ❂ ✍
✕✎✏

✑✒ ✭�
☞
✵✮❡

✓q✏✖✗

✘
✙
✙✏✚
✓☎

✛

(10.7)

où �☞✵ ❂ ✝✿✟✜ Å est la distance d'équilibre Zr-H correspondant à un paramètre de maille
de 4.82 Å.
Le choix est fait d'ajuster cette dépendance en distance de façon dite `énergétique', qui
consiste à l'ajustement simultané de la dépendance en distance des intégrales de saut et
du terme répulsif sur une courbe d'énergie totale issue de calculs DFT.
Comme pour l'ajustement énergétique du Zr pur (paragraphe 9.2.2), un seul paramètre,
noté ✢❩r❍ , sera ajusté.

10.2 Ajustement du potentiel ZrH

L'ajustement des paramètres pour le potentiel ZrH porte sur les 7 nouveaux
paramètres : ✣❍ , s✡☛☞, s✌☛☞, ss☛☞, ✢☞❩r❍ , ❆☞ et ✌☞. A l'équilibre, l'ajustement est fait
sur la structure électronique (structure de bande et densité d'états). L'ajustement en
distance, qui donne la dépendance en distance des ✍☞ et le nouveau terme repulsif, est
lui e�ectué sur une courbe d'énergie totale issue de calculs DFT. La procédure choisie
pour le potentiel ZrH correspond à celle nommée `ajustement énergétique' dans le cas
du Zr pur.
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10.2.1 A l'équilibre

Notons que, dans ce qui suit, la référence d'énergie prise pour les calculs liaisons
fortes est ✹✎❍ ✰ ✷✎❞ alors qu'elle était ✹✎❞ en Zr pur. La motivation de ce choix est que,
pour la con�guration de référence, les 6 électrons de ZrH� vont occuper les niveaux les
plus bas en énergie (et ✎❍ ❁ ✎❞).

Ajustement sur la structure de bande
La structure de bande du ZrH� comporte logiquement plus de bandes que celle du Zr
pur avec la prise en compte des atomes d'hydrogène. Comme en Zr pur, les trois bandes
d'énergies les plus hautes se rapprochent des bandes ♣, hybridées. Leur in�uence est
considérée de façon indirecte, grâce à l'hybridation. Cependant, ces bandes sont moins
distantes des autres qu'en Zr pur, et coupent des bandes qui ont une autre signature.
Ainsi, pour ajuster les paramètres sur des bandes plus clairement identi�ées, on réduit
la portion de la structure de bande utilisée. L'ajustement des paramètres est fait sur le
chemin L✁✂✁X sur les sept bandes d'énergies les plus basses, en cherchant à minimiser,
par une méthode de moindres carrés, la di�érence suivante :

Di� ❂

❦

✼

✕✄☎

❥❊
❉❋❚
✕ ✭✆✮ ✁ ❊

❚❇
✕ ✭✆✮❥

� (10.8)

où ❊❉❋❚
✕ ✭✆✮ est l'énergie issue du calcul DFT et ❊❚❇

✕ ✭✆✮ celle issue du calcul de liaisons
fortes pour une même orbitale ✝.
Le résultat de cet ajustement est présenté �gure 37, qui dénote d'un très bon accord
entre la structure de bande DFT et celle reconstruite en liaisons fortes. Les paramètres

Figure 37 � Structure de bande du ZrH� pour un paramètre de maille a=4.82 Å : DFT
vs. reconstruction liaisons fortes (notée TB) avec les paramètres ajustés.

issus de cet ajustement sont détaillés dans le tableau 7.
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✎❍ 8.04646 eV s�✁✵ 1.57392
✎✂✭❩r✮ 13.00 eV s✄✁✵ 1.64960
✎♣✭❩r✮ 18.00 eV ss✁✵ -1.13227

Table 7 � Paramètres ZrH ajustés à l'équilibre sur la structure de bande, avec le niveau
� du Zr constant (✎❞✭❩r✮ ❂ 10.60 eV).

Avec ces nouveaux paramètres, on veut comparer la DOS obtenue en liaisons fortes à
celle issue de la DFT, ce qui est fait �gure 38. Malgré une très bonne reproduction de la

Figure 38 � Densité d'états du ZrH✷ pour un paramètre de maille a=4.82 Å : DFT vs.
reconstruction liaisons fortes (notée TB) avec les paramètres ajustés sur la structure de
bande.

structure de bande (cf. Fig. 37), ces paramètres ajustés ne nous permettent pas d'avoir
le même degré de précision sur la DOS. Cette di�érence, surprenante, laisse supposer
que le chemin couvert par la structure de bande, partiel, ne capture pas l'intégralité des
subtilités de la première zone de Brillouin. La DOS, qui correspond à l'intégration de la
structure de bande sur toute la première zone de Brillouin, a des pics très décalés. Tout
en souhaitant garder une bonne connaissance de la structure électronique, on veut aussi
avoir une bonne énergétique. A choisir entre meilleure structure de bande et meilleure
DOS, la dernière nous paraît être la grandeur à favoriser. En e�et, la relation entre DOS
et énergétique intervient via le niveau de Fermi : elle est plus directe que celle entre
structure de bande et énergétique. C'est pourquoi on procède à un nouvel ajustement à
l'équilibre des paramètres Zr-H sur la DOS.

Ajustement sur la densité d'états
Pour ajuster les paramètres ZrH sur la DOS, il faut choisir comment déterminer l'erreur
faite, à paramétrisation donnée, sur la DOS. La référence est la DOS issue de calculs
DFT, pour du ZrH✷ avec un paramètre de maille d'équilibre ❛☎ ❂ ✹✿✽✆ Å. Les calculs
DFT donnent un pas d'énergie ✝❊❉❋❚ . La DOS liaisons fortes est calculée dans l'espace
direct, en faisant appel à l'algorithme de récursion. Ainsi, pour chaque pas d'énergie DFT
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❊✐, on calcule la valeur absolue de la di�érence entre la DOS DFT et la valeur moyenne
de la DOS liaisons fortes entre ❊✐ � ✁❊❉❋❚❂✷ et ❊✐ ✰ ✁❊❉❋❚❂✷ (le pas d'énergie est
bien inférieur en liaisons fortes qu'en DFT). Cette erreur est déterminée en chaque pas
d'énergie de la DOS DFT puis moyennée. Elle est notée ✁TB-DFT.
Si les liaisons fortes entrainent l'apparition d'états en dehors de la largeur de bande
DFT, le calcul d'erreur est fait de la même façon. L'erreur qui découle de ces états est
cumulée et moyennée séparément. Elle est notée ✁TB-0.
La paramétrisation optimale est celle dont la somme des deux erreurs moyennées
✁TB-DFT ✰✁TB-0 est minimale.
Le résultat de l'ajustement est présenté �gure 39, et le détail des paramètres se trouve
dans le tableau 8. La comparaison des deux paramétrisations TB, via les DOS calculées,

Figure 39 � Densité d'états du ZrH✂ pour un paramètre de maille a=4.82 Å : DFT vs.
liaisons fortes (notée TB).

(Fig. 38 et 39) est sans appel. La paramétrisation ajustée sur la DOS permet, sans sur-
prise, un meilleur accord avec la DOS DFT. Les pics de basses énergies (entre 8 et 4
eV sous le niveau de Fermi), l'ouverture d'un pseudo-gap (aux environs de 4 eV sous le
niveau de Fermi) mais aussi le haut de bande sont bien mieux reproduits que précédem-
ment.
Avec cette nouvelle paramétrisation, on est en mesure de reproduire �dèlement la DOS

✎❍ 6.33 s✄☎✵ 1.40825
✎✆ 11.00 s✝☎✵ 1.56277
✎♣ 16.00 ss☎✵ -1.24550

Table 8 � Paramètres ZrH ajustés à l'équilibre sur la DOS.

du ZrH✂, ce qui permet de garder une bonne connaissance de la structure électronique
en étant davantage orienté vers l'énergétique du système que ne l'est la paramétrisation
ajustée sur la structure de bande. Pour mieux cerner la connaissance de la structure
électronique acquise avec l'utilisation de la paramétrisation ajustée sur la DOS, on re-
construit la structure de bande avec ces paramètres, cf. �gure 40. Bien évidemment, la
structure de bande perd en exactitude avec cette nouvelle paramétrisation. Cependant,



10.2 - Ajustement du potentiel ZrH 87

Figure 40 � Structures de bande du ZrH✷ pour un paramètre de maille a=4.82 Å : DFT
vs. reconstruction liaisons fortes (notée TB) avec les paramètres ajustés sur la structure
de bande (rouge) et sur la DOS (orange).

l'accord reste très raisonnable. Cette paramétrisation ajustée sur la DOS est celle qu'on
conserve pour la suite de l'ajustement du potentiel ZrH, qui inclut le terme répulsif et
la dépendance en distance des intégrales de saut.
Par ailleurs, il est utile d'identi�er l'origine du décalage des niveaux atomiques, pour
savoir s'il est plutôt imputable au transfert de charge vers l'hydrogène ou à l'augmenta-
tion de la distance interatomique Zr-Zr (Fig. 34). On s'intéresse donc aux remplissages
partiels du zirconium et de l'hydrogène dans le système ZrH✷ avec les niveaux décalés
de la paramétrisation Zr-H et les niveaux initiaux du Zr pur (cf. tableau 9). Il en ressort
que ce décalage impacte principalement la répartition des électrons du Zr. Il permet
de conserver 1.1 électrons sur les orbitales s�, et la bande ❞ est dépeuplée au pro�t de
l'hydrogène : cette règle de neutralité par orbitale du Zr semble ainsi être le moteur
principal de ce décalage.

Remplissage ✎✁=11 eV, ✎♣=16 eV ✎✁=15 eV, ✎♣=20 eV
Zr total 2.97 2.82
partiel ❞ 1.81 2.07
partiel s� 1.15 0.75
H total 3.03 3.18

Table 9 � Remplissages partiels du système ZrH✷ au niveau de Fermi (remplissage total
de 6 électrons) : impact du décalage des niveaux atomiques (gauche) vs. niveaux du Zr
pur (droite).

10.2.2 En distance

L'ajustement en distance de la paramétrisation ZrH est fait de façon énergétique.
Trois paramètres doivent être ajustés : q❩r❍ pour la dépendance en distance des inté-
grales de saut Zr-H, ❆✵ et �

✵ pour le terme répulsif Zr-H.
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Ici, nous avons �xé le minimum atteint en DFT à 0, alors qu'il correspond à �❊❝✁✂. Ce
décalage de la référence d'énergie implique d'ajouter une constante ❈, à ajuster égale-
ment, pour le compenser.
L'allure du potentiel ajusté est donc :

❊
❩r❍✷
t✁t ✭❛❩r❍✷✮ ❂ ❊

❩r❍✷
❜✄☎✆✝✭❛❩r❍✷✮ ✰ ✶✞❆✟

✠♣
✏✡☛✡☞☛✡

✡✵
✠✌
✑

✰ ✶✍❆
✎
✟
✠♣✒

✓
✡☛✡☞✔
✡✒✵

✠✌

✕

✰ ❈ (10.9)

où ✖❩r✠❩r ❂
✄☛✡✔✷✗

✘
et ✖❩r✠❍ ❂

✗
✸
✹ ❛❩r❍✷. Le terme de bande lié aux interactions Zr-

H ❊
❩r❍✷
❜✄☎✆✝✭❛❩r❍✷✮ est la somme de trois termes : le terme d'interaction Zr-H centré sur

un atome de zirconium et deux fois le terme d'interaction Zr-H centré sur un atome
d'hydrogène. Cette somme correspond à la prise en compte de ✽ ✰ ✞ ✙ ✚ voisins, ce qui
explique le ✶✍❆✎.
L'allure du potentiel ainsi obtenu est présentée �gure 41, et les paramètres sont dé-
taillés tableau 10. Cet ajustement est fait pour des paramètres de maille ZrH✘ compris
entre 4.30 et 5.00 Å. Cette borne inférieure provient des limites imposées par la DFT,
et sur les rayons de Mu�n-Tin. En e�et, pour des paramètres de maille inférieurs, les
atomes d'hydrogène deviennent trop proches : il faudrait réduire les rayons de Mu�n-
Tin qui leur sont associés. Or, pour produire une courbe d'énergie totale en fonction du
paramètre de maille cohérente en DFT, il faut garder les rayons de Mu�n-Tin constants
sur toute la gamme explorée. Cette limitation permet tout de même d'avoir un potentiel
valide jusqu'à 0.89 ❛

❩r❍✷
✛ , ce qui est au-delà de l'intervalle ❛

❩r❍✷
✛ ✜ ✶✢%.

L'ajustement permet une très bonne reproduction du comportement observé sur la

Figure 41 � Energie totale du ZrH✘ en fonction du paramètre de maille : DFT vs.
potentiel liaisons fortes.

q❩r❍ 1.8 ❆✎ 0.261
❈ 20.22 ✣✎ 5.78

Table 10 � Paramètres du potentiel Zr-H.
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courbe DFT. On dispose désormais d'un jeu de paramètres permettant d'utiliser un po-
tentiel liaisons fortes pour traiter les interactions Zr-H. La dernière étape de l'ajustement
du potentiel Zr-H permet de dériver un raccordement de celui-ci à zéro.

10.2.3 Raccordement à zéro

Pour clore la dérivation de ce potentiel Zr-H, il faut raccorder de façon continue le
potentiel à zéro au-delà de son domaine de validité, c'est-à-dire au-delà d'un paramètre
de maille de 5.00 Å.
Dans le cadre de ce potentiel, on néglige les interactions H-H. Les interactions Zr-Zr
sont traitées aux premiers voisins, comme dans le cas du Zr pur. De façon analogue,
les interactions Zr-H sont considérées comme des interactions aux premiers voisins. Le
raccordement polynomial à zéro doit satisfaire ces conditions.
En revanche, contrairement au Zr pur, le potentiel Zr-H n'a plus un domaine de validité
symétrique autour de la con�guration d'équilibre. Il est valable entre ❛✵�✶✁% et ❛✵✰✹%.
La condition pour le raccordement polynomial n'est plus (9.6) mais :

✶✿✁✹ ❞✂ ❁ r❝✄☎ ❁ ✁✿✾ ❞✷ (10.10)

Sachant que ❛
❩✆❍✝
✵ ❂ ✹✿✽✞ Å, cette condition a des implications di�érentes selon l'inter-

action considérée :
� pour les interactions Zr-Zr, les premiers voisins sont à une distance ❞❩✆✟❩✆✂ ❂

✠✡☛☞✝♣
✷

et les seconds à ❞
❩✆✟❩✆
✷ ❂ ❛

❩✆❍✝ . La condition sur le rayon de coupure est alors :

✶✿✁✹ ❞✂ ❁ r
❩✆✟❩✆
❝✄☎ ❁ ✁✿✾ ❞✷ ✭✮ ✸✿✺✺ Å ❁ r

❩✆✟❩✆
❝✄☎ ❁ ✹✿✸✹ Å (10.11)

Si l'on repasse au paramètre de maille, les valeurs limites issues des interactions
Zr-Zr sont :

✸✿✺✺
✌
✞ Å ❁ ❛

❩✆❍✝
❝✄☎ ❁ ✹✿✸✹

✌
✞ Å ✭✮ ✺✿✁✞ Å ❁ ❛

❩✆❍✝
❝✄☎ ❁ ✻✿✶✹ Å (10.12)

� pour les interactions Zr-H, les premiers voisins sont à une distance ❞
❩✆✟❍
✂ ❂

♣
✍
✎ ❛

❩✆❍✝ et les seconds à ❞
❩✆✟❍
✷ ❂

♣
✂✂
✎ ❛

❩✆❍✝ . Le rayon de coupure doit satisfaire :

✶✿✁✹ ❞✂ ❁ r
❩✆✟❍
❝✄☎ ❁ ✁✿✾ ❞✷ ✭✮ ✞✿✶✏ Å ❁ r

❩✆✟❍
❝✄☎ ❁ ✸✿✻✁ Å (10.13)

Si l'on repasse au paramètre de maille, les valeurs limites issues des interactions
Zr-H sont :

✞✿✶✏
✹
✌
✸
Å ❁ ❛

❩✆❍✝
❝✄☎ ❁ ✸✿✻✁

✹
✌
✸
Å ✭✮ ✺✿✁✶ Å ❁ ❛

❩✆❍✝
❝✄☎ ❁ ✽✿✸✶ Å (10.14)

On peut ainsi ajouter un raccordement polynomial entre ❛
❩✆❍✝
❧✐✑ ❂ ✺✿✁✁ Å ✙ ✶✿✁✹❛

❩✆❍✝
✵

et ❛❩✆❍✝✒✓❧② ❂ ✺✿✸✁ Å ✙ ✶✿✶❛
❩✆❍✝
✵ .

Comme pour le Zr pur, il est d'ordre 5 et son introduction permet de limiter les discon-
tinuités. Il porte sur les intégrales de saut et le terme répulsif.

Une méthodologie de développement de potentiels liaisons fortes au ♥-ième moment
ajustés sur des résultats DFT a été mise en place, d'abord dans le cas du Zr pur puis
transférée au système Zr-H. L'exploration des di�érentes options possibles a conduit à



deux potentiels pour le zirconium, l'un mettant l'accent sur la structure électronique,
l'autre sur l'énergétique. La réconciliation entre ces deux potentiels passe par la mise en
÷uvre d'une neutralité de charge par orbitale ❞ et s�❞. Dans le cas du système Zr-H,
deux ajustements parallèles à l'équilibre sur la structure de bande et sur la DOS ont
permis de mieux cerner l'intérêt d'une structure électronique intégrée pour reproduire
le plus précisément possible l'énergétique.
Grâce à l'étude de ces deux systèmes, on dispose maintenant d'une meilleure connais-
sance des compromis à faire pour trouver un équilibre satisfaisant entre structure élec-
tronique et énergétique lors d'un traitement en liaisons fortes s�❞.
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Ce dernier chapitre expose la validation des potentiels dérivés au chapitre précédent.
Dans le cas du Zr pur, la validation consiste d'abord en une étude de la transférabil-
ité du potentiel à di�érentes phases. Véri�er qu'un potentiel en liaisons fortes s�✁ est
transférable est primordial si l'on veut ensuite utiliser ce potentiel pour une exploration
de diagramme de phases. La capacité du potentiel à reproduire des grandeurs physiques
est ensuite testée.
Pour le potentiel Zr-H, la validation commence par la détermination de grandeurs
physiques d'équilibre de ZrH✷. Energie de formation de cette phase et énergie de dis-
solution de l'hydrogène sont ensuite étudiées. La tétragonalisation de ZrH✷ clôt cette
validation.

11 Validation du potentiel Zr pur

11.1 Transférabilité du potentiel

La transférabilité du potentiel Zr pur est testée en deux temps. Le premier volet est
une étude de la transférabilité FCC/HCP. En e�et, le potentiel a été ajusté sur une
phase FCC, or le zirconium pur a une structure HCP pour des températures inférieures
à 860 �. Au-delà, il a une structure BCC : le deuxième volet est donc une étude de
la transférabilité FCC/BCC. Cette dernière permet aussi d'étudier ainsi la transféra-
bilité entre phases de compacités di�érentes, alors que FCC et HCP sont toutes deux
compactes.

11.1.1 Transférabilité FCC/HCP

La transférabilité du potentiel de FCC à HCP est la première testée : on veut véri-
�er que les di�érents potentiels redonnent bien un Zr pur stable dans la phase HCP.
On cherche également à voir l'impact des di�érentes paramétrisations dérivées sur ces
stabilités relatives. En outre, il faut clari�er la convergence des di�érents potentiels pour

Figure 42 � Comparaison de l'énergie totale en fonction de la distance interatomique
des structures FCC et HCP pour la paramétrisation structure électronique (gauche) et
énergétique (droite) en spd.

pouvoir dé�nir un nombre d'étage minimum à la fraction continue. En�n, l'impact de
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la terminaison de la fraction continue est exploré.
Quelle que soit la paramétrisation s�✁ utilisée, énergétique ou électronique, l'évolution
de l'énergie totale en fonction de la distance interatomique donne un Zr stable dans la
phase HCP (Fig. 42). Cette stabilité retrouvée de la phase HCP par rapport à la FCC
valide la transférabilité des deux potentiels Zr pur, dérivés sur une phase FCC, à une
phase HCP.
On veut ensuite déterminer la convergence de la di�érence d'énergie de bande entre FCC
et HCP. Plusieurs paramètres ont une in�uence sur cette di�érence (Fig. 43).
Tout d'abord, le nombre d'étages de la fraction continue (ncoe�), qui correspond au
degré de précision du calcul liaisons fortes, a une in�uence non négligeable sur cette
di�érence. Si le calcul n'est pas convergé, outre une valeur erronée de la di�érence d'én-
ergie entre les deux phases, le résultat peut correspondre à une stabilité inversée. Par
exemple, pour un calcul s�✁ (Fig. 43 haut), la phase FCC est celle stabilisée si le calcul
est fait avec ncoe�=1 ou 2, alors qu'un calcul convergé (ncoe� ❃ ✽) donne la phase HCP
comme étant la plus stable.
Ensuite, les résultats dépendent des orbitales prises en compte pour le calcul liaisons

Figure 43 � Convergence de la di�érence d'énergie de bande entre FCC et HCP en
fonction du nombre d'étage de la fraction contiune en spd (haut) et en d seule (bas) et
en fonction de la terminaison de la fraction continue.

fortes du terme de bande. D'une part, la convergence de la di�érence ❊❜✂✄☎✆✭❋❈❈✮ ✝

❊❜✂✄☎✆✭❍❈P✮ est plus rapide en ✁ seule qu'en s�✁, ce qui n'est guère surprenant. En ef-
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fet, la physique capturée dans l'approximation ❞ seule est plus simple que celle capturée
en s�❞ où l'hybridation s�❞ intervient. Il est alors cohérent que la convergence soit plus
rapide pour une physique à traiter plus simple. D'ailleurs, la convergence des coe�cients
❛♥, ❜♥ de la fraction continue est plus rapide en ❞ seule qu'en s�❞, comme le montre la
�gure 44. C'est encore plus marqué pour les ❛♥ que pour les ❜♥. D'autre part, la valeur
convergée de cette di�érence dépend des orbitales considérées. Le traitement en bande
d seule donne une stabilité de la phase HCP pour le zirconium bien moindre (✬ 0.02
eV) qu'en spd (✬ 0.08 eV). En DFT, la di�érence entre FCC et HCP pour le zirconium
est de l'ordre de 0.05 eV en faveur du HCP [1], ce qu'on retrouve aussi dans nos calculs
DFT (Fig. 42).
En�n, la terminaison de la fraction continue a également un impact sur la stabilité rel-
ative des phases HCP et FCC. Deux stratégies sont ici présentées (Fig. 43). ❛✶, ❜✶
correspondent à une fraction continue terminée avec les valeurs asymptotiques des ❛♥,
❜♥ (bleu en s�❞, et vert en ❞ seule). ❛◆ , ❜◆ correspondent à une fraction continue ter-
minée avec les dernières valeurs calculées des ❛♥, ❜♥ (rouge en s�❞, et orange en ❞ seule).
Pour un nombre d'étage de 1, on prend donc les ❛✁, ❜✁. En bande ❞ seule, le choix de la
terminaison de la fraction continue a un impact marqué pour des fractions continues à
un et deux étages. En s�❞, cet impact reste marqué jusqu'à six étages. Cette di�érence
va de pair avec les di�érentes convergences des ❛♥, ❜♥. Pour une convergence plus lente,
la di�érence entre ❛◆ , ❜◆ et ❛✶, ❜✶ reste importante plus longtemps.
Il est intéressant de noter qu'en bande ❞ seule, pour ncoef=2 (donc un calcul au qua-
trième moment), l'écart HCP/FCC est très proche de la valeur convergée si on utilise
les coe�cients ❛◆ , ❜◆ .

Figure 44 � Convergence des coe�cients ❛♥ (gauche), ❜♥ (droite) de la fraction continue
en fonction du nombre d'étages calculés en s�❞ (haut) et en bande ❞ seule (bas).

Cette étude de la stabilité des phases FCC et HCP pour du Zr pur en distance
permet d'établir la transférabilité FCC/HCP des ✷ potentiels ajustés en s�❞, avec un
accent mis sur la structure électronique ou sur l'énergétique. Comme FCC et HCP sont
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des phases très proches, on peut tester la transférabilité du potentiel sur une structure
plus di�érente. On a choisi la structure BCC, qui est la structure du Zr pur à haute
température et qui est d'une compacité di�érente des structures compactes (FCC et
HCP).

11.1.2 Transférabilité FCC/BCC

Le changement de phase du Zr à haute température suggère aussi d'étudier la sta-
bilité relative des phases FCC et BCC. Or, contrairement à la comparaison entre FCC
et HCP où la question ne se posait pas, on est ici en présence de phases de compacités
di�érentes. La règle est a priori de les comparer à volume atomique constant. Cette
hypothèse sera véri�ée grâce à la détermination de la con�guration d'équilibre du BCC.
Pour avoir des volumes atomiques constants entre structures compactes et BCC,
quelques considérations géométriques sont nécessaires. Pour le FCC, si on considère
un cube de côté ❛❋❈❈ , le volume atomique est de �✸✁✂✂

✹
. Pour le BCC, si on considère un

cube de côté ❛❇❈❈ , le volume atomique est de �✸✄✂✂
✷ . Le lien entre les deux paramètres

de maille est donc :
❛❇❈❈ ❂

✶

✸
♣
☎
❛❋❈❈ (11.1)

Pour le FCC, les premiers voisins sont situés à une distance ❞✆❀❋❈❈ ❂
✆✝
✷
❛❋❈❈ . Dans le

cas du BCC, les premiers voisins se trouvent à une distance :

❞✆❀❇❈❈ ❂

♣
✞

☎
❛❇❈❈ ❂

♣
✞

☎
✸
♣
☎
❛❋❈❈ ❂

♣
✞

♣
☎
✸
♣
☎
❞✆❀❋❈❈ ✙ ✵✿✾✟☎❞✆❀❋❈❈ (11.2)

Les deuxièmes voisins BCC, très proches et qui sont traditionnellement pris en compte
dans le calcul de l'énergie de bande BCC, se trouvent eux à une distance :

❞✷❀❇❈❈ ❂ ❛❇❈❈ ❂
✶

✸
♣
☎
❛❋❈❈ ❂

♣
☎

✸
♣
☎
❞✆❀❋❈❈ ✙ ✶✿✶☎☎❞✆❀❋❈❈ (11.3)

Ces considérations géométriques permettent de dé�nir les conditions pour avoir des
volumes atomiques constants entre FCC et BCC. On peut désormais comparer les envi-
ronnements de voisins des structures FCC, HCP et BCC à volume atomique constant :
ils sont représentés à la �gure 45 ci-dessous.
Notons que structures FCC et HCP ont le même environnement de premiers et de
seconds voisins : même distance et même nombre. Les di�érences entre HCP et FCC
apparaissent aux troisièmes voisins.
Le BCC di�ère des deux autres phases dès les premiers voisins : il en a ✽ et non ✶☎ et ils
sont plus proches que les premiers voisins des structures compactes. De plus, les seconds
voisins du BCC sont bien plus proches des premiers voisins qu'ils ne le sont en FCC et
en HCP. La dé�nition du rayon de coupure du potentiel Zr pur (cf. paragraphe 7.2.5)
est de ✶✿✶r

❋❈❈
✠ , où r

❋❈❈
✠ ❂ ❞

❋❈❈
✆ . Il est assorti d'un raccordement polynomial portant

jusqu'à ✶✿☎r
❋❈❈
✠ . Au nombre de ✻, les seconds voisins du BCC sont dans le champ du

potentiel (cf. (11.3)). Cela porte à ✶✡ les voisins considérés pour le BCC, qui sont à la
fois plus nombreux (14 par rapport à 12) et à des distances di�érentes des voisins des
structures compactes (FCC et HCP).

Les conditions d'un volume atomique constant quelle que soit la structure étant
dé�nies, on peut maintenant étudier la transférabilité du potentiel Zr pur à la phase
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Figure 45 � Nombre de voisins cumulés en fonction de la distance, pour un volume
atomique constant : impact de la structure.

BCC. Comme les voisins ne sont pas aux mêmes distances, la comparaison FCC/BCC
fait intervenir la dépendance en distance, qui varie selon le caractère électronique ou
énergétique de la paramétrisation Zr s�✁ utilisée. On s'attend à voir un impact du
potentiel sur la stabilité relative plus marqué que lors de la comparaison HCP/FCC.
Pour les deux paramétrisations s�✁, électronique et énergétique, du Zr pur, l'évolution
de l'énergie totale en fonction du volume atomique est donnée pour les trois phases FCC,
HCP et BCC �gure 46.
Alors que notre calcul est fait à T=0 K, ce qui correspond à une phase HCP stable, la
phase stabilisée par les deux potentiels (électronique comme énergétique) est la BCC.
On peut également souligner le comportement très irrégulier du potentiel pour le BCC
lors de l'entrée des seconds voisins dans son champ d'action. Leur entrée correspond à un
décrochage de l'ordre de ✸ eV, qui sur-stabilise brutalement la phase BCC. Elle est bien
moins stable que les phases compactes tant que seuls ses premiers voisins sont pris en
compte, et la phase la plus stable redevient bien la HCP. Cette irrégularité laisse penser
que les intégrales de saut aux seconds voisins ne sont pas su�samment atténuées. Dans
le cas de la paramétrisation orientée structure électronique, le paramètre d'atténuation
des bandes s�, q✂✄ ❂ ✵✿✷☎, est très faible. Les intégrales de saut s� sont alors très peu
atténuées aux seconds voisins du BCC : le rapport ☞❇❈❈✆ ✝☞✞ est d'environ 0.97. L'allure
similaire du potentiel orienté énergétique, qui n'a pas cette très faible atténuation des
bandes s� puisque toutes les intégrales de saut ont la même dépendance en distance
et que le rapport ☞❇❈❈✆ ✝☞✞ vaut alors 0.75, impose de trouver une autre origine à cette
sur-stabilité.
L'étude de la transférabilité FCC/HCP a mis en évidence l'importance d'avoir un calcul
convergé pour retrouver la bonne stabilité. Le calcul présenté ici l'est (ncoef=10), et cet
argument ne peut être invoqué pour expliquer le résultat obtenu. Un autre facteur
pouvant jouer est la terminaison de la fraction continue. Là encore, pour un calcul
convergé, il ne peut être invoqué. Le dernier paramètre jouant un rôle sur la stabilité
HCP/FCC est le choix des orbitales prises en compte. Pour pouvoir jouer sur les orbitales
prises en compte dans la modélisation du Zr pur, il faut disposer des outils nécessaires.
Un potentiel en bande ✁ seule est développé à cet escient. Notons en�n que l'hypothèse
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Figure 46 � Comparaison de l'énergie totale en fonction du volume atomique des struc-
tures FCC, HCP et BCC pour la paramétrisation structure électronique (gauche) et
énergétique (droite) en spd.

initiale de volume atomique constant n'était pas hors de propos, les volumes atomiques
d'équilibre sont proches pour les trois phases.

11.1.3 Retour à un potentiel en bande d seule

Ajustement d'un potentiel en bande d seule pour le Zr pur
Pour un potentiel en bande ❞ seule, on dispose déjà du niveau atomiques ✎� et des
intégrales de saut, ajustés en s✁❞ (cf. tableaux 1 et 2). Il faut ajuster la dépendance en
distance de ces dernières, ainsi qu'un terme répulsif. Cet ajustement est fait de façon
énergétique, sur une courbe d'énergie totale en fonction du paramètre de maille pour une
structure FCC, issue de calculs DFT. Comme le terme de bande est traité en bande ❞

seule, une constante ❈ est ajoutée pour prendre en compte la contribution électronique
des bandes s✁. L'hypothèse d'une forme constante pour ❈ est la plus simple, et sera
discutée ultérieurement (cf. paragraphe 11.2.4).
En ❞ seule, le potentiel interatomique s'écrit :

❊t✂t✭r✮ ❂ ❊
� ✄☎✆✝☎
❜✞✟�☎ ✭r✮ ✰ ❊✠☎❡✭r✮ ✰ ❈

❂ ❊
� ✄☎✆✝☎
❜✞✟�☎ ✭r✮ ✰

✟

❆✡
☛❡

✏
☞
☞✵
☛✶

✑

✰ ❈ (11.4)

Les paramètres obtenus sont détaillés dans le tableau 11 ci-dessous.

q� 2.70
❆ 0.20
✁ 8.21
❈ -1.17

Table 11 � Valeurs ajustées des paramètres du potentiel en ❞ seule.

Maintenant qu'on dispose du potentiel en bande ❞ seule, on peut étudier sa transféra-
bilité aux phases HCP et BCC du Zr.
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Etude de la transférabilité du potentiel en bande d seule
Une autre perspective est ainsi donnée par l'utilisation du potentiel en bande ❞ seule.
L'étude de la stabilité des phases FCC et HCP du Zr pur basée sur le potentiel ❞ seule
donne, comme en s�❞, une stabilité de la phase HCP (Fig. 47). En revanche, la di�érence
d'énergie entre les deux structures est moindre qu'en s�❞ (cf. Fig. 47 vs. Fig. 46).

Figure 47 � Comparaison de l'énergie totale en fonction de la distance interatomique
des structures FCC et HCP pour un traitement en ❞ seule.

Etudions maintenant l'évolution de l'énergie totale des trois phases FCC, HCP et BCC

Figure 48 � Comparaison de l'énergie totale en fonction du volume atomiques des
structures FCC, HCP et BCC pour un traitement en ❞ seule.

en fonction du volume atomique (cf. Fig. 48). On retrouve le même résultat qu'avec
les potentiels s�❞ : la phase BCC apparaît comme étant la plus stable. La di�érence
notoire est l'absence de discontinuité lors de l'entrée des seconds voisins du BCC dans le
champ du potentiel. Quel que soit le volume atomique considéré, et donc quel que soit
le nombre de voisins considérés, la phase BCC est toujours la plus stable.
Les trois potentiels Zr pur ont en commun d'être composés d'un terme répulsif et
d'un terme de bande. L'originalité de ceux-ci portant davantage sur la dérivation des
paramètres du terme de bande que du terme répulsif, on cherche maintenant à com-
prendre ce qui, dans le terme de bande, pourrait expliquer cette mauvaise transférabilité
FCC/BCC.
C'est dans cette optique qu'est réalisée une étude en remplissage de la stabilité relative
des termes de bande FCC et BCC (Fig. 50), en bande ❞ seule. Même si les liaisons fortes
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en ❞ seule se basent sur des rapports canoniques communs aux métaux de transition,
notons toutefois que pour la comparaison FCC/BCC, la dépendance en distance des
intégrales de saut intervient en raison de la présence des seconds voisins BCC dans le
champ du potentiel si on se place à volume atomique constant. Or la dépendance en
distance est obtenue pour un élément précis, en l'occurence le zirconium. ❞❞�✭r✮ est en
e�et ajusté sur la courbe d'énergie totale DFT en fonction de la distance interatomique,
qui est caractéristique du Zr. Sa prise en compte nécessaire pour comparer FCC et
BCC entraîne la perte de généralité de l'approche en ❞ seule des liaisons fortes. Décrire
l'évolution en remplissage d'une propriété est ainsi moins indiquée dès qu'une structure
BCC entre en jeu, alors qu'elle l'était totalement lorsqu'on comparait deux structures
compactes (cf. Fig. 19).
Cependant, la déviation au caractère canonique pour l'étude en remplissage avec la
phase BCC est moins forte que celle issue de la prise en compte de l'hybridation s✁❞.
En e�et, les intégrales de saut aux premiers voisins sont toujours reliées entre elles par
des rapports canoniques et les rapports entre intégrales de saut aux premiers et seconds
voisins ☞✶❂☞✷ ne doivent pas s'en écarter signi�cativement.
On procède donc à cette étude, pour estimer les stabilités relatives de ces deux phases
en remplissage et comparer les résultats obtenus à ce qu'on trouve dans le tableau péri-
odique. L'alternance des phases observées pour les métaux de transition est rappelée
�gure 49.

Figure 49 � Apparition des di�érentes phases cristallographiques dans le tableau péri-
odique (pour les métaux de transition).

La comparaison entre la stabilité relative des phases FCC et BCC (Fig. 50 gauche) et
le tableau périodique (Fig. 49) donne un moins bon accord que lorsqu'on comparaît les
phases FCC et HCP (cf. paragraphe 8.2). On retrouve dans une certaine mesure l'alter-
nance entre stabilité des phases compactes (FCC et HCP) et BCC, mais les poches de
stabilité ne sont pas tout à fait superposables aux stabilités réelles décrites par le tableau
périodique. En e�et, le FCC est stabilisé pour des remplissages de la bande ❞ inférieurs
à 2, puis compris entre 6 et 8. Le BCC est stabilisé pour des remplissages compris entre
2 et 5 électrons sur la bande ❞, ce qui dépasse le domaine compris entre 4 et 5 observé
expérimentalement. Cette structure est également la plus stable pour des remplissages
supérieurs à 8, alors que le FCC est celle normalement favorisée à ces remplissages-là.
Plus particulièrement, si on s'intéresse au Zr, qui contient ✸ électrons ❞, il est donné
comme ayant une structure stable BCC par le modèle de liaisons fortes ❞ seule. C'était
déjà le cas avec le modèle liaisons fortes s✁❞ (Fig. 46).
Si l'on veut se rapprocher d'une bonne stabilité pour le Zr pur, deux pistes sont envisage-
ables. La première serait de jouer sur le paramètre q✂ (Fig. 50 droite), dont les di�érentes
valeurs correspondent à des rapports entre intégrales de saut détaillés dans le tableau
12. La modi�cation du paramètre q✂ a pour principal impact de décaler légèrement en
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Figure 50 � Di�érence d'énergie de bande entre FCC et BCC en fonction du remplissage
de la bande ❞ pour nco=20 (gauche) et impact du paramètre q� (droite).

remplissage les poches de stabilité des phases mais ne permet pas de retrouver une bonne
stabilité pour le Zr. La seconde serait de jouer sur le remplissage électronique, et ne plus

q� ❂ 2.7 3.0 3.5 4.0 5.0 5.7
☞❇❈❈✶ ✁☞✵ ✘ 1.08 ✘ 1.09 ✘ 1.10 ✘ 1.12 ✘ 1.15 ✘ 1.17
☞❇❈❈✷ ✁☞✵ ✘ 0.72 ✘ 0.69 ✘ 0.65 ✘ 0.61 ✘ 0.54 ✘ 0.50

Table 12 � Rapports entre intégrales de saut à l'équilibre (☞✵) et aux distances de
premiers (☞❇❈❈✶ ) et seconds (☞❇❈❈✷ ) voisins BCC.

considérer que le Zr possède strictement ✸ électrons ❞. La poche de stabilité FCC en
début de remplissage de la bande ❞ est atteignable en diminuant le nombre d'électrons ❞
du Zr. Ce jeu sur le remplissage électronique est utilisé dans d'autres travaux, comme par
exemple dans le cas du NiC [2]. La combinaison de ces deux arrangements permettrait
de retomber sur un Zr stable en FCC pour un remplissage de ✂ électrons ❞.

11.1.4 Perspectives sur l'utilisation des potentiels Zr pur en Monte-Carlo

Cette première étape de la validation du potentiel donne des indications sur les util-
isations réalistes qui pourront être faites des potentiels Zr pur. La prise en compte des
orbitales s✄❞ entraine des complications par rapport au traitement ❞ seule du Zr si l'on
s'intéresse à la transférabilité pour des phases de compacités vraiment di�érentes, avec
l'apparition d'un comportement très irrégulier. Cependant, l'utilisation de la bande ❞

seule permet de résoudre l'allure irrégulière du potentiel mais pas de retrouver une bonne
stabilité.
Dans la perspective d'une utilisation du potentiel pour des calculs Monte-Carlo, les cal-
culs en ❞ seule pourront être faits à des coûts numériques bien moins élevés qu'en s✄❞.
La convergence en ❞ seule est en e�et atteinte bien plus rapidement : dès ncoe�=6 con-
tre ncoe�=10. De plus, en ❞ seule pour ncoe�=2, il semblerait que le choix de terminer
la fraction continue avec les derniers coe�cients ❛◆ , ❜◆ calculés permette une bonne
approximation du calcul convergé, au moins pour la stabilité relative des phases. Cette
piste peut être gardée en tête et étudiée pour d'autres grandeurs physiques. Ce possi-
ble `raccourci' permettrait une exploration à moindre coût en ❞ seule. C'est d'ailleurs
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l'option choisie par certains auteurs dans le cadre du FMA (Fourth-Moment Approxi-
mation) [2].
En�n, les vitesses de convergence comparées entre ❞ seule et s�❞ donnent envie d'utiliser
le potentiel ❞ seule pour une exploration thermostatique, reposant sur l'énergétique. Et
ce quitte à revenir sur un modèle s�❞ une fois une con�guration stable trouvée pour
tirer davantage d'informations sur la structure électronique si nécessaire. Dans le cas
d'une exploration s�❞, l'ajustement énergétique permet d'avoir une dépendance en dis-
tance de l'énergie plus proche de la DFT. La tentative de réconciliation entre les deux
potentiels s�❞ (cf. paragraphe 9.3) indique qu'il serait possible d'avoir ponctuellement
accès à des grandeurs de structures électroniques précises en incluant une dépendance
en distance des niveaux électroniques. Le caractère ponctuel de cette connaissance vient
de l'impossibilité de dériver un potentiel cohérent avec des niveaux atomiques s et �

�uctuant dans le cadre de la présente méthodologie.
L'étude de la transférabilité des potentiels Zr pur donne déjà une première idée des
possibles ouverts par ces nouveaux outils.

11.2 Validation sur des grandeurs physiques

Parmi les grandeurs que l'on cherche à reproduire en utilisant les potentiels Zr pur, on
peut distinguer deux catégories. Les premières ne nécessitent pas de relaxation, et peu-
vent être déduites des courbes d'énergie totale en fonction de la distance interatomique.
Il n'y a alors pas de limitations en temps de calculs, tous les potentiels sont utilisables,
avec un degré de précision maximale. Les secondes sont elles obtenues en relaxant les
systèmes traités : il faut trouver le meilleur compromis entre précision et temps de cal-
cul.
La première étape de cette validation porte sur les grandeurs physiques d'équilibre clas-
siques comme la distance interatomique d'équilibre, l'énergie de cohésion, le Bulk Mod-
ulus. Ensuite seront présentées une étude de la compacité du Zr HCP et une étude de
la surface 100 du Zr FCC. En�n, l'étude de la lacune, partiellement relaxée, clôturera
la validation du potentiel Zr pur.

11.2.1 Détermination des grandeurs physiques d'équilibre

A partir des courbes d'énergie totale en fonction de la distance interatomique (ou
du volume atomique), on peut tirer :

� la distance interatomique d'équilibre ;
� l'énergie de cohésion ;

Le Bulk Modulus ne se tire pas directement de la courbe d'énergie totale. Il est relié à
la courbure de celle-ci autour du minimum via :

❇✵ ❂ ❱✵
❅✷❊

❅❱ ✷
✁ ✂✁✄

(11.5)

Une autre façon de tirer le Bulk Modulus est d'ajuster une courbe d'énergie totale en
fonction du volume atomique sur l'équation d'état de Birch-Murnaghan :

❊✭❱ ✮ ❂ ❊✵ ✰
✾❱✵❇✵

✶☎

❱✵

❱

✆
✸
✝ ✶

✞

❇
✟
✵ ✰

❱✵

❱

✆
✸
✝ ✶

✷

☎ ✝ ✹
❱✵

❱

✆
✸

(11.6)
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Où ❇✵
� ❂

❅✁
❅P P✂�

. Cette dernière option est celle utilisée ici.

Ces trois grandeurs sont déterminées pour les phases FCC et HCP en utilisant les
trois potentiels Zr pur : s✄☎ BS, s✄☎ NRG et ☎ seule. Les valeurs que nous avons obtenues
en DFT sont aussi données. Elles sont récapitulées dans le tableau 13 et le tableau 14

Structure Potentiel : s✄☎ BS s✄☎ NRG ☎ seule DFT
FCC r� [Å] 3.18 3.17 3.20 3.20

❊❝✆✝ [eV] -6.138 -6.193 -6.118 -6.179
❇� [GPa] 99 92 88 95

HCP r� [Å] 3.20 3.18 3.22 3.20
✞✟✠ ❂ ✶✿✻✡✡ ❊❝✆✝ [eV] -6.206 -6.265 -6.136 -6.288

❇� [GPa] 86 92 94 95

Table 13 � Tableau des grandeurs physiques Zr pur.

contient quelques valeurs issues de la littérature 9. Notre étude du Zr HCP porte pour

Expérimentales DFT EAM
r� [Å] 3.23, ✞✟✠=1.593 3.23, ✞✟✠=1.600 3.23, ✞✟✠=1.598

❊❝✆✝ [eV] -6.32❜

❇� [GPa] 97 95 -

Table 14 � Tableau des grandeurs physiques du Zr hcp issues de la littérature. Valeurs
expérimentales : Ref. [3] et ❜ Ref. [4], valeurs DFT : Ref. [5], valeurs EAM : Ref. [6].

l'instant sur une structure parfaitement compacte. Or, comme l'indiquent les valeurs
issues de la littérature (tableau 14), le rapport ✞✟✠ observé pour du Zr HCP s'écarte du
rapport correspondant à la compacité maximale, à savoir ✞✟✠ ❂ ✶✿✻✡✡. C'est pourquoi
on cherche à étudier la compacité du Zr HCP avec notre potentiel.

11.2.2 Etude de la compacité du Zr HCP

Jusqu'à présent, tous les résultats présentés pour la phase HCP sont issus de calculs
réalisés sur une structure parfaitement compacte. A compacité maximale, on a comme
rapport entre les deux axes de la structure HCP :

✞

✠
❂

✷
♣
✡

✻
✙ ✶✿✻✡✡ (11.7)

Pour di�érentes valeurs de ✠, on étudie l'énergie de la phase HCP en fonction du rapport
✞✟✠, qui varie entre 1.533 et 1.733 par pas de 0.1 (cf. Fig. 51), avec le potentiel s✄☎ NRG.
Des courbes de tendance sont tirées des points ainsi calculés. Une tendance observable
est que pour une valeur de ✠ croissante, la con�guration la plus stable correspond à un
rapport ✞✟✠ décroissant. En e�et, pour un APF (Atomic Packing Factor) donné, si ✠
augmente, ✞✟✠ diminue en réaction.

9. Un potentiel SMA pour le Zr pur est ajusté en annexe et validé sur les mêmes grandeurs que les
potentiels au n-ième moment.



11.2 - Validation sur des grandeurs physiques 105

Figure 51 � Zr HCP : étude du rapport ❝�✁ pour di�érents ✁.

Ces di�érentes courbes con�rment la valeur minimale du r✵ déjà déterminée pour le
HCP avec le potentiel énergétique : ✁ ❂ ✸✿✶✂ Å permet d'obtenir la con�guration la
plus stable. Cependant, la structure est la plus stable pour un rapport ❝�✁ moins élevé
que sa valeur maximale, de l'ordre de 1.61. Par comparaison avec les valeurs données
pour le Zr HCP (cf. tableau 14), avoir un rapport ❝�✁ inférieur à la valeur de compacité
maximale est cohérent : le rapport déterminé en DFT est de 1.60 contre 1.61 dans notre
cas.

11.2.3 Etude de la surface 100 du Zr FCC

On s'intéresse à l'étude d'une surface dans la perspective de l'étude d'interfaces entre
la matrice de zirconium pur et des précipités d'hydrures, qui peuvent être décomposées
en surfaces de di�érentes orientations.
La surface 100 du FCC est construite en suprimant la condition aux limites périodiques
selon une des directions du cube, ici selon ①. Tous les atomes de surface sont donc équiv-
alents. Pour cette étude, la surface est relaxée de la façon la plus simple : on fait varier
la distance interplan entre le plan de surface et le plan suivant, sans déplacer les autres
plans. Pour la con�guration d'équilibre, qui correspond à une distance interatomique de
✸✿✶✄ Å, le déplacement imposé au plan de surface est compris entre ✝✶☎✆ du paramètre
de maille d'équilibre (✁✵ ❂ ✹✿✹✂ Å), par pas de ✶✆.
Pour chaque con�guration testée, on étudie également l'impact du nombre de plans pris
en compte dans le calcul de cette énergie de surface. Si ◆ plans sont considérés, seuls
ces plans là peuvent être composés de sites, tous équivalents, d'énergie di�érente de celle
du volume.
L'évolution de l'énergie de site en fonction du plan considéré est présentée �gure 52,
et le détail de l'évolution de l'énergie d'un plan donné en fonction de la relaxation du
plan de surface est donnée �gure 53. Ces deux représentations soulignent que seuls les
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Figure 52 � Zr FCC : étude de la surface en compression (gauche) et en dilatation
(droite).

Figure 53 � Zr FCC : étude de la surface en compression (gauche) et en dilatation
(droite).

trois premiers plans, incluant la surface, sont très impactés par la présence de celle-ci.
Au-delà de 5 plans après la surface, les atomes retrouvent quasiment l'énergie de vol-
ume. Sachant que les calculs sont faits avec 10 étages de la fraction continue, ce qui
correspond au vingtième moment, ce n'est pas la précision du calcul liaisons fortes qui
limite le nombre de plans a�ectés par la présence de la surface.
L'énergie de la surface 100 est calculée comme suit :

❊✶�� ❂

♥P

✐✁✶

✭❡✐ ✂ ❊�✮ (11.8)

où ✄☎ correspond au nombre de plans considérés, ❡✐ est l'énergie d'un site du plan ✆ et
❊� l'énergie de référence, qui est celle calculée dans les mêmes conditions (même poten-
tiel, même précision du calcul liaisons fortes) pour un site d'une boîte parfaite. Pour un
calcul fait avec le potentiel Zr pur s✝✞ énergétique sur une structure FCC de paramètre
de maille ❛ ❂ ✹✿✹✟ Å et en prenant ncoef=10, ❊� vaut -6,19338 eV.
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Figure 54 � Zr FCC : étude de l'énergie de surface en fonction du nombre de plans
considérés. Dx=0 correspond à la distance interplan d'équilibre du volume pour a=4.48
Å, les déplacements sont faits par pas de 1% du paramètre de maille (0.0448 Å).

A�n de cerner la vitesse de convergence du calcul de l'énergie de surface, on l'étudie
pour un nombre variable de plans pris en compte, compris entre 1 et 5 (cf. Fig. 54). A
partir de trois plans, la convergence est atteinte. De façon attendue, l'énergie de surface
est minimisée lorsque le plan de surface se rapproche du plan sous-jacent.
Le rapprochement optimal calculé ici est de 4% ❛✵ ✙ �✿✶✁ Å, ce qui correspond au rap-
prochement donné dans [7] pour une surface 0001 du HCP. La valeur d'énergie de surface
100 FCC déterminée selon (11.8) est de 0.65 eV/atome de surface. Elle est inférieure à

Surface Energie de surface [eV/atome] Ref.
0001 HCP 0.82 EAM [8]

0001 HCP/FCC 1.18 DFT 8 couches [7]
0001 HCP 0.85 TB-LMTO [9]
111 FCC 0.68 TB-LMTO [9]
0001 HCP 1.29 Méthode FCD, DFT GGA [10]
0001 HCP 1.14 Expérimentale [11]

Table 15 � Valeurs disponibles dans la littérature de l'énergie de surface du Zr HCP.

celles trouvées dans la littérature (tableau 15). Notons que ces dernières ne concernent
pas la même surface puisqu'il s'agit de la surface (0001) du HCP. De plus, dans nos cal-
culs, seul le plan de surface est relaxé, ce qui n'est pas le cas des références prises ici. Ces
di�érences de méthode de calcul de l'énergie de surface ne permettent pas de comparer
directement les valeurs issues de la littérature à celle calculée avec notre potentiel Zr
pur. Elles sont du même ordre de grandeur, ce qui augure d'une reproduction correcte
de l'énergie de surface par ce potentiel.
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11.2.4 Détermination de grandeurs nécessitant une relaxation : étude d'une
lacune.

On cherche à valider notre potentiel en l'utilisant comme modèle énergétique dans
une relaxation Monte-Carlo. Dans le cas du Zr pur, cette validation est faite sur un
défaut ponctuel : la lacune, qui correspond à un site atomique laissé vacant alors qu'il
devrait être occupé. Une autre catégorie de défauts ponctuels sont les auto-interstitiels,
qui correspondent à la présence d'un atome additionnel en dehors d'un site du réseau
cristallin considéré. Ces deux types de défaut ponctuel correspondent aux défauts liés
à l'irradiation : ils sont couramment étudiés dans le cas du Zr pur. Un matériau irradié
est, au �nal, vu comme une matrice lacunaire, les auto-interstitiels étant plus facilement
mobiles. Ainsi, la lacune est ici étudiée, d'abord avec le potentiel s�✁ énergétique puis
avec le potentiel ✁ seule.

Etude de la lacune en spd
Pour cette étude, le choix est fait de privilégier la précision du calcul liaisons fortes.
En s�✁, on considère qu'un calcul est convergé à partir de ncoef=10, ce qui est coûteux
en temps de calcul. Par conséquent, on pro�te du caractère très localisé de la lacune
pour ne relaxer que les premières sphères de voisinage du défaut. Cette relaxation est
faite pour du Zr FCC. Pour ncoef=10 à la distance interatomique d'équilibre, un site
parfait a une énergie ❊✵ ❂ ✂✻✿✶✄☎☎✆ eV. L'évolution de l'énergie des atomes voisins de
la lacune en fonction de leur rang de voisinage est détaillée dans le tableau 16, ce qui
justi�e de faire des calculs prenant en compte au maximum les quatre premières sphères
de voisinage de la lacune.
Deux relaxations sont faites : l'une permet une relaxation des premiers voisins de la la-

Rang de voisinage Multiplicité Energie [eV]
1 12 -5.87911
2 6 -6.14977
3 24 -6.24528
4 12 -6.24171
5 24 -6.19303
❊✵ volume -6.19338

Table 16 � Evolution de l'énergie en fonction du rang de voisinage autour de la lacune.

cune seulement, l'autre des quatre premières sphères de voisinages. Les valeurs relaxées
de l'énergie de lacune sont détaillées dans le tableau 17.
L'impact du voisinage n'est pas négligeable pour le calcul non relaxé de la lacune. Ne

Voisins pris en compte E de lacune non-relaxée [eV] E de lacune relaxée [eV]
1 3.77 3.75

1+2+3+4 2.21 2.07

Table 17 � Impact du voisinage relaxé sur l'énergie de formation d'une lacune non-
relaxée et relaxée.

considérer que les premiers voisins entraine une augmentation de 70% de l'énergie de
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lacune par rapport au calcul fait avec les quatre premières sphères de voisinage. Cet
impact reste constant après relaxation. On ne peut calculer une énergie de lacune en
se limitant aux premiers voisins, ce qui est cohérent avec les énergies de site détaillées
dans le tableau 16.
Par rapport aux valeurs issues de la littérature, qui sont calculées pour du Zr HCP (cf.

Référence E de lacune [eV]
[4] Expérience > 1.50
[12] Potentiels 1.74

[13] semi-empiriques 1.79
[14] DFT GGA 1.86

Table 18 � Valeurs de l'énergie de lacune du Zr HCP issues de la littérature.

tableau 18), nos énergies de lacune (cf. tableau 17) semblent légèrement surestimées.
Comme on ne s'intéresse qu'aux quatre premières sphères de voisinage, les environ-
nements de voisins du FCC et du HCP ne sont pas exactement identiques (cf. Fig. 45)
ce qui pourrait expliquer une part de ce décalage. Prendre davantage de voisins permet
aussi de se rapprocher des valeurs déjà calculées : un calcul prenant des sphères addi-
tionnelles de voisinage pourrait également contribuer à réduire ce petit écart.
En�n, pour quanti�er la relaxation autour de la lacune, on s'intéresse aux distances
moyennes à la lacune des di�érentes sphères de voisins (cf. tableau 19). On constate
que cette relaxation reste minime. Même dans le cas où seuls les premiers voisins sont
relaxés, qui correspond à la relaxation maximale en terme de distance, le rapprochement
moyen est de l'ordre du millième de la distance initiale.

Dist. à la lacune Non-relaxée [Å] Relaxée 1 vois. [Å] Relaxée 1+2+3+4 vois. [Å]
1° voisins 3.16784 3.16520 3.16588
variation ✘ �✵✿✵✁✂ ✘ �✵✿✵✄✂

2° voisins 4.48 - 4.47840
variation ✘ �✵✿✵☎✂

3° voisins 5.48686 - 5.48623
variation ✘ �✵✿✵✆✂

4° voisins 6.33568 - 6.33645
variation ✘ ✰✵✿✵✆✂

Table 19 � Impact de la relaxation sur les distances moyennes à la lacune des sphères
de voisinages.

Etude de la lacune en bande ❞ seule
De façon analogue aux calculs de lacune faits en s✝❞, l'énergie de formation d'une la-
cune est ici calculée en utilisant le potentiel ❞ seule. Les valeurs obtenues avant et après
relaxation sont détaillées tableau 20. Elles sont bien inférieures à celles obtenues à l'aide
du potentiel s✝❞ (tableau 17) et à celles issues de la littérature (tableau 18).
Outre le fait que l'hybridation s✝❞ est négligée, la principale di�érence entre les poten-
tiels s✝❞ et ❞ seule tient à l'introduction d'une constante ❈ dans le dernier (11.4), qui
correspond à la contribution électronique des bandes s✝. Cette constante, ajustée sur une
structure parfaite, ne dépend pas de l'environnement. L'étude de la lacune amène à se
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Voisins pris en compte E de lacune non-relaxée [eV] E de lacune relaxée [eV]
1 1.45 1.04

1+2+3+4 1.28 0.84

Table 20 � Energie de lacune non relaxée et relaxée, calculée avec le potentiel ❞ seule.

questionner sur la forme de cette constante vu les valeurs d'énergie de lacune obtenues.
On peut envisager une dépendance de ❈ à son environnement local, par exemple qu'elle
dépende du nombre de voisins du site atomique considéré.
Ainsi, une relaxation est e�ectuée en donnant à la constante ❈ la forme d'une inter-
action de paire. Dans ce cas, ❈♣�✁✂❡ ❂ ❈✄✶☎, et le potentiel ❞ seule prend alors l'allure
suivante :

❊t✆t✭r✮ ❂ ❊
✝ s❡✞✟❡
❜�✠✝❡ ✭r✮ ✰

✠

❆✡
☛♣

✏
☞
☞✵
☛✌

✑

✰

✠

❈♣�✁✂❡ (11.9)

Les valeurs d'énergie de formation de lacune obtenues de la sorte sont présentées tableau
21. Elles retrouvent les ordres de grandeur des valeurs calculées avec le potentiel ✍✎❞,
et se rapprochent aussi des valeurs de la littérature. Là encore, l'énergie de formation
d'une lacune semble légèrement surestimée. De même, prendre davantage de sphères de
voisinage en compte permettrait vraisemblablement de se rapprocher de la valeur cal-
culée en DFT par exemple.
En�n, cette étude de la lacune en ❞ seule amène à se questionner sur la transférabilité du

Voisins pris en compte E de lacune non-relaxée [eV] E de lacune relaxée [eV]
1 - ❈♣�✁✂❡ 2.62 2.23

1+2+3+4 - ❈♣�✁✂❡ 2.45 2.01

Table 21 � Energie de lacune non relaxée et relaxée, calculée avec le potentiel ❞ seule
en prenant une constante ❈♣�✁✂❡.

potentiel en bande ❞ seule pour des structures de compacité très di�érente avec une con-
tribution électronique constante des bandes ✍✎. Cette piste pourrait être explorée dans
la perspective d'un développement plus poussé de potentiel en bande ❞ seule prenant en
compte la contribution des bandes ✍✎ via une constante.

12 Validation du potentiel Zr-H

12.1 Détermination des grandeurs physiques d'équilibre

L'ajustement en distance du potentiel Zr-H (paragraphe 10.2.2) est fait en prenant
comme référence d'énergie ❊❝✆✒ ❂ ✓ eV. Ce choix vient de la di�culté de trouver une
référence �able d'énergie d'atome isolé dans le cas du système ZrH✷ en DFT. Le potentiel
ajusté avec cette référence sur l'énergie de cohésion comporte une constante addition-
nelle, qui modi�e simplement le niveau de l'énergie de référence. De l'allure du potentiel,
on peut, comme pour le Zr pur, extraire quelques grandeurs physiques d'équilibre : la
con�guration d'équilibre et un bulk modulus, également ajusté sur l'équation d'état
de Birch-Murnaghan (11.6). Elles sont détaillées tableau 22, et mises en regard des
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Potentiel Zr-H DFT
❛✵ [Å] 4.80 4.82

❇✵ [GPa] 135 135

Table 22 � Grandeurs d'équilibre du ZrH� : notre potentiel ✈s nos calculs DFT.

grandeurs extraites de nos calculs DFT. L'accord est, sans surprise (cf. Fig. 41), très
bon.

12.2 Energie de formation de ZrH✁

Tester la transférabilité du potentiel Zr-H passe par la comparaison de di�érentes
phases d'hydrures entre elles. Cette comparaison peut se baser sur les énergies de for-
mation de ces di�érentes phases. Il faut ainsi clari�er ce qu'on entend par énergie de
formation. Elle est ici dé�nie comme la di�érence entre l'énergie de cohésion de la phase
et les énergies de cohésion de ses composants isolés, ce qui se traduit pour la phase ZrH�

par :

❊
❩r❍✂
❢ ❂ ❊

❩r❍✂
❝✄☎ ✆ ❊

❩r
❝✄☎ ✆ ❊

❍✂
❝✄☎ (12.1)

où les termes ❊❩r❍✂
❝✄☎ et ❊❩r

❝✄☎ sont calculés grâce aux potentiels liaisons fortes. Des valeurs
de ❊

❍✂
❝✄☎ sont disponibles dans la littérature [15; 16; 17]. Notons que l'énergie de cohésion

❊
❍✂
❝✄☎ est celle de la molécule H�, donc plutôt à une énergie de formation.

De plus, on doit déterminer la valeur de l'énergie de cohésion de ZrH� pour pouvoir
calculer l'énergie de formation de ZrH� (12.1). A notre connaissance, seules des énergies
de formations de phases d'hydrures les une par rapport aux autres sont disponibles
dans la littérature, comme par exemple dans [18]. A�n d'avoir une idée de l'énergie de
cohésion d'un tel système, on a extrapolé de la courbe DFT sa valeur asymptotique
❊❧✐✝✭❛✮ (cf. Fig. 55). L'allure choisie pour cet ajustement est :

❊❧✐✝✭❛✮ ❂ ❈❧✐✝ ✆ ❆❧✐✝❡
✞q✟✠✡

✏
☛
☛☞
✞✶

✑

(12.2)

Les valeurs ajustées des trois paramètres ❈❧✐✝, ❆❧✐✝ et ✌❧✐✝ sont détaillées dans le tableau
23. ❈❧✐✝ correspond à la valeur extrapolée de l'énergie de cohésion du système ZrH�.

❈❧✐✝ 17.45 eV
❆❧✐✝ 20.71
✌❧✐✝ 1.5

Table 23 � Paramètres de l'extrapolation de la référence d'énergie DFT pour ZrH�.
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Figure 55 � DFT : évolution de l'énergie totale en fonction du paramètre de maille
(courbe bleue) et extrapolation de la référence d'énergie (croix noires).

Vues les incertitudes sur notre détermination de l'énergie de cohésion DFT pour ZrH✷,
nous retiendrons comme valeur 17 eV. Vu l'accord entre les courbes DFT et liaisons
fortes (Fig. 41), on retrouve la même valeur d'énergie de cohésion pour ZrH✷ en liaisons
fortes. L'énergie de dissociation de H✷ calculée en DFT est de l'ordre de 4.50-4.54 eV
[15; 16], et de 4.75 eV déterminée expérimentalement [17]. Grâce aux valeurs de l'énergie
de cohésion calculées en liaisons fortes, on trouve suivant (12.1) comme valeur d'énergie
de formation de ZrH✷ :

❊
❩r❍�
❢ ❂ ✁ eV/atome (12.3)

12.3 Energie de solution de l'hydrogène dans une matrice Zr pur

FCC

De façon générale, l'énergie de mise en solution peut être dé�nie comme la di�érence
entre l'énergie du système contenant l'impureté et celle du système parfait et de l'atome
impureté dans son propre volume. Ici, comme Udagawa [15], on considère plutôt celle de
l'impureté de H dans la molécule H✷, ✶

✷❊t✂t✭✄✷✮, où ❊t✂t✭✄✷✮=4.5 eV. Si l'on considère
que l'impureté d'hydrogène modi�e les énergies de site de ① atomes de Zr pur dans la
matrice FCC parfaite, l'énergie de solution de l'hydrogène dans cette matrice s'écrit :

☎❊❙ ❂ ❊t✂t✭✆✝✞✄✮ ✟ ❊t✂t✭✆✝✞✮ ✟
✠

✁
❊t✂t✭✄✷✮ (12.4)

ce qui revient à :

☎❊❙ ❂

✞

❊t✂t✭✆✝✮
❩r✡❍ ✟ ❊t✂t✭✆✝✮

❇✉☛❦
✰ ❊t✂t✭✄✮

❩r✡❍ ✟
✠

✁
❊t✂t✭✄✷✮ (12.5)

ce que l'on peut décomposer en termes de bande et répulsifs :

☎❊❙ ❂

✞

❊❜☞✌✍✭✆✝✮
❩r✡❍ ✰ ❊r❡✎✭✆✝ ✟✄✮

❩r✡❍ ✟ ❊❜☞✌✍✭✆✝✮
❇✉☛❦

✰ ❊❜☞✌✍✭✄✮
❩r✡❍ ✰

✈✂♦✏♦✌✏

❊r❡✎✭✆✝ ✟✄✮
❩r✡❍ ✟

✠

✁
❊t✂t✭✄✷✮ (12.6)
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Figure 56 � Impureté d'hydrogène en position tétraédrique (rouge) dans du Zr FCC
(bleu).

L'atome d'hydrogène est inséré en un site tétraédrique, dans une matrice Zr FCC à
l'équilibre avec r✵=3.17 Å pour le potentiel Zr pur s�✁ énergétique (Fig. 56). Cette im-
pureté est un défaut localisé, qui ne perturbe que localement la matrice de Zr. D'ailleurs,
si l'on reprend les rayons de coupure dé�nis pour le potentiel Zr-H (10.2.3), seuls les
quatre premiers voisins de l'hydrogène voient cet atome dans leur première sphère de
voisinage.
La présence d'hydrogène induit l'apparition de nouvelles intégrales de saut ☞✂ décrivant
les interactions Zr-H, d'un nouveau terme répulsif issu de ces mêmes interactions et un
décalage des niveaux ✎✄ et ✎♣ du Zr (cf. paragraphe 10). Cependant, on a vu précédem-
ment (tableau 9) que ces décalages sont davantage dûs à la distance interatomique Zr-Zr
qu'à la présence d'hydrogène. Ici, on se trouve à la distance interatomique Zr-Zr du Zr
pur. Par conséquent, tous les atomes de Zr conservent ici leurs niveaux atomiques d'o-
rigine, y compris au voisinage de l'impureté d'hydrogène.
Dans le cas qui est le nôtre de défaut localisé, le niveau de Fermi est �xé par le volume
et reste le même autour du défaut. Il vaut ❊❋ ❂ ✽✿✺☎✆ eV pour du Zr FCC avec un
paramètre de maille de 4.48 Å qui correspond à la con�guration d'équilibre du potentiel
(cf. tableau 13). La DOS du système Zr✹H est donnée �gure 57 : elle représente la DOS
cumulée sur les cinq atomes comparée à la DOS cumulée sur quatre atomes de Zr pur.
On observe l'apparition d'un pic en dehors de la largeur de bande du volume, aux alen-
tours de -0.7 eV. Ce pic implique de revoir la terminaison de la fraction continue, qui ne

Figure 57 � DOS de 4 atomes Zr FCC du volume (rouge) et de Zr✹H (noir), a=4.48 Å.

permet pas de traiter l'apparition d'un gap. Son intégration entraine des complications



calculatoires.
Ces problèmes techniques réglés, on est en mesure d'estimer l'impact de l'hydrogène
grâce à l'étude du système Zr✹H. Au niveau de Fermi du volume, ce système comporte
17.21 électrons (vs. 17 comme remplissage non perturbé) et les remplissages partiels sont
détaillés dans le tableau 24. L'énergie de dissolution de l'hydrogène dans du zirconium

C Remplissage Zr✹H [e�] Remplissage Zr volume [e�/atome]
Zr✹H total 17.21 -
4 Zr total 16.13 (4.03 e�/atome) 4.00
4 Zr ❞ 11.69 (2.92 e�/atome) 2.89
4 Zr s✁ 4.44 (1.11 e�/atome) 1.11

H 1.08 -

Table 24 � Paramètres de l'extrapolation de la référence d'énergie DFT pour ZrH✷.

pur (12.6) vaut :
✂❊❙ ❂ ✄✶☎✿✆☎ eV (12.7)

Cette valeur élevée, a priori surprenante, vient de deux termes :
� le terme de bande de l'hydrogène, de -11.16 eV, qui n'est guère compensé car le
terme répulsif Zr-H vaut 0.39 eV par atome de Zr voisin et le terme ✝

✷❊t✞t✭❍✷✮ ne
vaut que 2.25 eV ;

� l'écart entre l'énergie de bande des Zr du système Zr✹H et celle du volume, respec-
tivement de -16.36 et -15.37 eV, qui est de plus multiplié par quatre. Là encore, le
terme répulsif Zr-H ne le compense que partiellement.

Dans le cadre d'une analyse en interactions de paire de l'énergie de mélange en fonction
de la concentration de l'espèce dissoute, l'énergie de solution correspond à la tangente
à l'origine de cette courbe [19], ce qui augure d'une forte pente.
Faute de données disponibles dans la littérature, il est di�cile de commenter davantage
cette valeur.

12.4 Etude de la tétragonalisation de la phase ZrH✟

On s'intéresse maintenant à la capacité du potentiel Zr-H, ajusté sur une phase par-
faitement cubique, à reproduire la tétragonalisation qui correspond de fait à la phase
d'hydrures ✎, de st÷chiométrie ZrH✷. La phase cubique ✍ correspond, elle, à une st÷-
chiométrie ZrH✝✠✻✡. Des données DFT [15; 20] donnent comme valeurs de tétragonalisa-
tion de ZrH✷ respectivement ❛ ❂ ✺✿✵✆ Å et ❝☛❛ ❂ ✵✿✽✽☞ et ❛ ❂ ☎✿✾✾ Å et ❝☛❛ ❂ ✵✿✽✽☎.
Pour des paramètres de maille compris entre ❛ ❂ ☎✿☎✵ Å et ❛ ❂ ✺✿✆✵ Å, on étudie l'évo-
lution de l'énergie totale du système ZrH✷ en fonction du rapport ❝☛❛ (Fig. 58), lequel
varie entre 0.8 et 1.2 par pas de 0.01. De ces nombreuses données est tirée la courbe qui
minimise l'énergie de ZrH✷ en fonction du rapport ❝☛❛ (Fig. 59) : le paramètre de maille
❛ n'est pas constant au long de cette évolution.
Ainsi, le potentiel Zr-H reproduit bien une tétragonalisation du système ZrH✷, qui le
stabilise pour un paramètre de maille ❛ ❂ ✺✿✵✺ Å avec un rapport ❝☛❛ ❂ ✵✿✽✾. Ces valeurs
sont très proches de celles calculées en DFT, ce qui assure la capacité du potentiel Zr-H
à reproduire cette propriété.
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Figure 58 � Pour di�érents paramètres de maille ❛ donnés, évolution de l'énergie totale
ZrH✷ en fonction du rapport ❝�❛.

Figure 59 � Energie minimisée en fonction du rapport ❝�❛ pour ZrH✷.
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Conclusions et perspectives
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L'objectif de cette thèse était de développer les outils permettant de clari�er le dia-
gramme de phase zirconium-hydrogène grâce à la modélisation à l'échelle atomique. Bien
que ce système soit très étudié pour la sûreté nucléaire, des incertitudes demeurent sur
la cinétique de précipitation des hydrures, qui fragilisent les gainages combustibles. La
modélisation à l'échelle atomique du système Zr-H permettrait de dissocier les di�érents
mécanismes en jeu (température, concentration en hydrogène, contraintes locales) a�n
de mieux connaître et comprendre le digramme de phase. La qualité des prédictions sur
la précipitation d'hydrures en serait renforcée.

L'étude atomistique du système Zr-H nécessite d'alimenter les méthodes thermo-
statistiques usuelles (Dynamique Moléculaire, Monte-Carlo) avec un modèle énergétique
�able et transférable. Le potentiel interatomique utilisé doit répondre à des exigences
nombreuses et élevées. Cependant, à notre connaissance, il n'existe pas de potentiels
intermédiaires entre potentiels semi-empiriques (SMA, EAM), peu coûteux en temps de
calculs mais peu transférables, et calculs ab initio de type DFT, trop coûteux pour ali-
menter des modèles thermostatistiques. C'est dans cette perspective qu'a été développée
une méthodologie globale de dérivation de potentiels en liaisons fortes au n-ième moment
avec la prise en compte de l'hybridation s�✁ des métaux de transition, habituellement
négligée.

Cette méthodologie a été mise en place pour l'étude du système zirconium pur, et
s'est avérée plus ardue que prévue. Pour ajuster de façon cohérente un potentiel en li-
aisons fortes sur des grandeurs issues de calculs DFT, des nombreux choix doivent être
faits face à la variété des chemins possibles. Leur exploration, et en particulier la prise
en compte de l'hybridation s�✁, a permis d'ajuster des potentiels pertinents pour le Zr
pur, avec un bref retour vers des modèles en bande ✁ seule, qui peuvent être su�sants
si les problèmes traités ne nécessitent pas la considération de l'hybridation.
Une attention particulière a été portée à l'équilibre à trouver entre structure électron-
ique et énergétique. Dans le cas où l'hybridation doit être prise en compte, ce compromis
consiste à ajuster les paramètres du terme répulsif et la dépendance en distance des inté-
grales de saut pour reproduire au mieux la variation de l'énergie totale avec la distance
et à décaler les niveaux atomiques pour assurer une cohérence de charges par orbitale
(sp ou d). Dans la perspective d'une utilisation du potentiel comme modèle énergétique
pour des simulations thermostatistiques, c'est bien l'énergétique qu'il faut reproduire
le plus �dèlement possible, en gardant la meilleure connaissance accessible de structure
électronique.
Cette méthodologie a ensuite été étendue avec succès au système métal-hydrogène. Le
potentiel Zr-H a été développé bien plus rapidement que celui du Zr pur, ce qui conforte
la transférabilité de la méthodologie mise au point au cours de cette thèse.

Pour les deux systèmes étudiés, Zr et Zr-H, les potentiels dérivés ont été validés sur
di�érentes grandeurs physiques et sur leurs transférabilités à di�érentes phases. Cette
dernière caractéristique leur confère une vraie capacité à être utilisés pour l'exploration
thermostatistique du diagramme de phase Zr-H.

Ce travail laisse de larges perspectives ouvertes grâce au développement de potentiels
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su�samment précis permettant de répondre aux questions soulevées expérimentalement.
L'exploration atomistique du diagramme de phase Zr-H est aujourd'hui envisageable. La
méthode Monte-Carlo Grand-Canonique (GCMC) permettra d'observer et d'étudier la
précipitation d'hydrures en fonction de la concentration en hydrogène dans le zirconium,
sans ou sous contraintes. Les di�érents paramètres (température, concentration en hy-
drogène et contraintes) pourront ainsi être découplés pour améliorer la compréhension
des résultats expérimentaux et du phénomène de précipitation des hydrures. L'interface
entre matrice et précipités pourra aussi être caractérisée, permettant une estimation des
contraintes générées par celle-ci.
Au delà de l'étude classique du diagramme de phase en thermostatistique (Monte-Carlo
couplé à un potentiel en liaisons fortes), un retour à un modèle d'Ising via des in-
teractions de paires pour l'exploration du diagramme de phase Zr-H fait l'objet d'un
post-doctorat dans le cadre de l'ANR SIZHYP (Stress In�uence on Zirconium Hydrides
Precipitation). Ces interactions e�ectives pourront être directement dérivées du poten-
tiel que nous avons établi, et le passage sur réseau rigide simpli�era grandement les
calculs. Une autre piste serait d'utiliser des approches de type Dynamique Moléculaire,
pour étudier les contraintes aux interfaces entre zirconium et hydrures par exemple. Dis-
poser des forces est alors nécessaire : elles pourraient être tirées de dérivées numériques
de l'énergie, faute d'une forme analytique disponible.
De plus, il sera intéressant d'étudier à la cinétique des transformations de phases, plus
particulièrement a�n de mieux comprendre le retard à la reprécipitation observé ex-
périmentalement. L'outil alors indiqué est une modélisation basée sur des approches de
type Monte-Carlo cinétique (KMC). Ces approches KMC, également basées sur une de-
scription des systèmes sur réseau rigide, devraient tirer parti des interactions de paires
e�ectives dérivées à partir de notre potentiel.

Au-delà de ces perspectives, ce travail a vocation à donner un guide détaillé des
nombreuses étapes d'une dérivation de potentiel basé sur l'approximation des liaisons
fortes. Il répond à un réel besoin en potentiels �ables pour la modélisation atomistique
des matériaux. La méthodologie mise en place ouvre la voie au développement de po-
tentiels permettant l'étude de métaux de transition pour lesquels l'hybridation s�✁ ne
peut être négligée. Le développement de potentiels pour la modélisation des composés
mettant en jeu des métaux de transition associés à des éléments covalents tels que les
carbures et les nitrures métalliques ou les siliciures est également rendu possible.
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Annexe : Potentiel SMA pour le

Zirconium pur

A Ajustement

Les paramètres du potentiel ont été ajustés, aux seconds voisins (avec un raccord
polynomial entre seconds et troisièmes voisins) pour reproduire la distance d'équilibre
r✵ et l'énergie de cohésion ❊❝�✁ données dans [1] et le module de compressibilité ❇ donné
dans [2], soit : r✵ = 3.17 Å, ❊❝�✁ = -6.32 eV, ❇ = 95 GPa et quelques points d'une courbe
de référence de variation de l'énergie totale avec la distance. Pour la courbe de référence,
deux possibilités existent : soit une courbe d'énergie issue de calculs DFT (comme pour
le potentiel spd à ◆ moments), soit la courbe donnée par l'équation d'état universelle
[3; 4]. Nous avons testé successivement l'une et l'autre de ces possibilités, conduisant aux
variations d'énergie portées sur la �gure 60. On voit sur cette �gure d'une part que la

Figure 60 � Courbes d'énergie totale en fonction du paramètre de maille du Zr FCC :
calculs DFT, équation d'état universelle et potentiels SMA ajustés sur la DFT et sur
l'équation d'état universelle.

courbe d'énergie totale DFT di�ère sensiblement de celle issue de l'équation universelle
aux grandes distances. Cet écart va dans le sens d'un comportement du zirconium s'é-
cartant du comportement universel des métaux de transition, le rendant plus di�cile à
bien modéliser. D'autre part l'ajustement du potentiel SMA est meilleur quand il est
fait sur l'équation universelle que sur les calculs DFT. Cela rappelle les soucis rencontrés
à grande distance pour le potentiel à ◆ moments. Un meilleur accord du potentiel SMA
avec la courbe DFT serait probablement accessible en prenant davantage de voisins en
compte, sachant qu'ici on s'est limité aux seconds voisins.
Ainsi, nous avons choisi de conserver l'ajustement sur l'équation universelle, qui est
de surcroît plus cohérent avec une démarche d'ajustement à partir de données `expéri-
mentales'plutôt qu'issues de calculs de structure électronique sophistiqués. On aboutit
au jeu de paramètres suivant : ♣=7.376, q= 2.492, ❆=0.269, ☞= 2.693. Notons que le
paramètre de dépendance en distance des intégrales de saut, q, a une valeur proche de



121

celles trouvées en s�✁ énergétique (q ❂ ✷✿✸) et en bande ✁ seule au n-ième moment
(q❞ ❂ ✷✿✼).

B Validation et transférabilité

A�n de tester la validité de ce potentiel, nous l'avons utilisé pour comparer les stabil-
ités des phases FCC et HCP (a priori hors du domaine de validité du potentiel), calculer
les énergies de surface (100) et (111) du FCC et (0001) du HCP, des lacunes dans ces
deux structures et en�n la valeur optimale du rapport ❝✂✄ pour le HCP.
En ce qui concerne les stabilités relatives, on trouve une stabilité erronée, mais totale-
ment marginale (☎❊=0.00004 eV/at !), de la phase FCC. Cette di�érence d'énergie n'est
pas pertinente puisqu'elle résulte de la présence de deux troisièmes voisins dans la queue
du prolongement polynomial. Les surfaces et la lacune ont été relaxées par dynamique
moléculaire, ce qui est facile en SMA puisqu'on dispose d'une expression analytique des
forces. On calcule les énergies de surface et les relaxations du premier plan, ainsi que
les énergies de formation de lacune, portées dans le tableau 25. Elles sont comparées au
potentiel au n-ième moment et aux valeurs issues de la littérature (expérimentales et
DFT). Les valeurs des énergies de surface sont en accord avec celles calculées avec le

❊✆✝✞❢ Relaxation de ❊❧❛✟ [eV] Compacité HCP
[eV/atome] surface [% ✄✵] ❝✂✄ (✄ [Å])

FCC SMA 0.65 (100) -3 % (100) 1.57
0.52 (111) -3 % (111)

HCP SMA 0.51 (0001) -6 % (0001) 1.56 1.633 (3.17)
FCC NMA 0.65 (100) -4 % (100) 2.07
HCP NMA 1.61 (3.18)

Exp. 1.14 (0001) [5] > 1.50 [1] 1.593 (3.23) [6]
FCC DFT 0.68 [7]
HCP DFT 0.85 [7] 1.86 1.60 (3.23) [8]

Table 25 � Tableau de validation du potentiel SMA Zr pur.

potentiel s�✁, et comme toujours en SMA, plus faibles que les valeurs expérimentales.
De ce point de vue, la double prise en compte de l'hybridation et d'un plus grand nombre
de moments ne semble pas améliorer sensiblement le calcul des énergies de surface. Les
relaxations sont elles-aussi du même ordre de grandeur. En ce qui concerne la lacune,
les énergies sont trouvées plus faibles qu'avec le potentiel s�✁ à ◆ moments qui, de ce
point de vue, améliore un peu l'accord avec l'expérience.
En�n, nous avons étudiés la compacité de la phase HCP, a�n de déterminer une possible
variation du rapport ❝✂✄ par rapport à sa valeur idéale (❝✂✄=1.633). Pour cela, nous
avons fait varier la distance d'équilibre autour de sa valeur d'équilibre (r✵ = 3.17 Å),
et pour chacune de ces valeurs nous avons optimisé le rapport ❝✂✄. On obtient ainsi les
courbes portées sur la �gure 61. On retrouve bien d'une part la tendance du système à
vouloir rester à volume constant (la valeur optimale de ❝✂✄ diminue quand a augmente).
Par ailleurs, la valeur d'équilibre est obtenu pour le rapport idéal (❝✂✄=1.633) pour le
paramètre d'équilibre du potentiel (r✵ = 3.17 Å). De ce point de vue, on n'observe pas
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Figure 61 � Zr HCP : Energie totale en fonction du rapport ❝�✁ pour di�érentes valeurs
de ✁ calculée avec le potentiel SMA.

la légère diminution observée expérimentalement et dans les calculs DFT et qui est bien
reproduite par le potentiel s✂✄.
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