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��� � � ��� � , ��� ������ � �� �� � "����� ��� �� �������������� ������� �
������ *��� � �� ����  � ���( ����� ����������� & � �� ����( ����� �������� � "
�� � ��� $������ �� ����)� ���� � ��� D�� A��� ,
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����� ����� � �� ������� & ���� ������� ���� � ���� ��*�� ��!������ & ��������
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����������� � ��� � �� �� � '��'�� ���� ��� �� ���#��� � ������ & ����
� "�� ��� �� ����� � �#� ��������� ����� � � ����� & ���� �������� ����� & ����
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[∂u
∂t

+ (u · ∇)u
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= −∇p + ∇ · τ(u) + f
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[0, T ] × Ω
�A ,I ,I��

∇ · u = 0
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[0, T ] × Ω
�A ,I ,I# �

u = uD
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u = u0
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& � ����� ���� �� �������
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u
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βju
n−j
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ũn+1 �� ����
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[βqũn+1 −∑q−1

j=0 βju
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H
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∂ΩD�� ��������� ��$ ��� ��� ���
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∫

Ω

(un+1 − ũn+1) · (un+1 − v) = 0 ∀v ∈ H
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∇φ · (un+1 − v)

=

∫
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∫
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Ω

�A ,I ,CC�
� '�� ������ � "$������� ������� ����

pn+1 �

pn+1 = pn − r∇ · ũn+1 + φ
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∫
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B
����� '� � ����� ��#�

G
���� ����������

��� �� �� ��'�  �#����� � ���� ��� *��� , � ���  � ������������ � "�#���� �����
� �������������� ��� �'������ ���

BTM−1
p

�
���  � � �����������

= rBTM−1
p (BUF − G)

��
Mp
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∆t ||ẽk+1||20

]1/2

≤ c min(∆t2,
∆t3/2

r1/2
)

[
n∑

k=0

∆t ||∇ẽk+1||20
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≤ c
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∂%u

∂t
+ ∇ · (%u⊗ u) = ∇ · τ(u) −∇p+ f

����
[0, T ] × Ω

∇ · (%u) +
∂%

∂t
= 0

����
[0, T ] × Ω

u = uD
���

[0, T ] × ∂ΩD

−pn+ τ(u) · n = fN

���
[0, T ] × ∂ΩN
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% = %(x, t)
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%n+1ũn+1 −∑q−1
j=0 βjq

n−j
h

∆t
+ ∇ · (q?,n+1 ⊗ ũn+1)

−r∇(∇ · %n+1ũn+1 +
D%n+1

∆t
) = ∇ · τ(ũn+1) −∇pn + fn+1 ����

Ω

ũn+1 = un+1
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∂ΩD
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H = {q ∈ [L(Ω)]d, ∇ · q = −D%
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∆t
, q · n = %n+1 uD · n ���

∂ΩD}
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βq
qn+1
h − %n+1ũn+1

∆t
+ ∇φ = 0
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Ω

∇ · qn+1
h = −D%

n+1

∆t
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Ω
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��'�� �� ������� � "��( ����� �� ���������� ��$ ��� ��� ����
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h · n = %n+1ũn+1 · n = %n+1un+1

D · n
��� �����'��� �
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H
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∫

Ω

(qn+1
h − %n+1ũn+1) · (qn+1

h − v) = 0 ∀v ∈ H

� ��� � �� ��� ��� ������� � �A ,G ,C�� '� � "�� ������ ��� ����� & ���� ��� ��*������
�

H
& �� � �
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∫

Ω

∇φ · (qn+1
h − v)

= −
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Ω

φ ∇ · (qn+1
h − v) +

∫

∂ΩN

φ (qn+1
h − v) · n

=

∫

∂ΩN

φ (qn+1
h − v) · n

��� ������� ���� ���� �� ��������� ��$ ��� ��� � �����'�� �
φ
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∂ΩN
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φ = 0
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∆φ =
βq
∆t

(
∇ · %n+1ũn+1 +

D%n+1

∆t

) ����
Ω

∇φ · n = 0
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∂ΩD

φ = 0
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∂ΩN
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%n+1ũn+1 −∑q−1
j=0 βjq

n−j
h

∆t
+ ∇ · (q?,n+1 ⊗ ũn+1)

= ∇ · τ(ũn+1) −∇(pn − r
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∇ · %n+1ũn+1 +

D%n+1

∆t

]
+ φ) + fn+1
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D%n+1
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������ �� �� ��� �� E��# � ���#� � � �� �, � �)����  � "�'������� � "����� ����
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∂%

∂t
+ ∇ · (%u) = 0

∂%u

∂t
+ ∇ · (%u⊗ u) + ∇p =

1
� ∇ · (µ(∇u+ (∇u)T))

−2

3

1
�  ∇(µ∇ · u) +

1
��2%(−~z)

%

(
∂T

∂t
+ u · ∇T

)
=

1
� � �∇ · (λ∇T ) +

γ − 1

γ

dPth
dt

Pth = %T
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(0, 1) × (0, 4)
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x = 1
&
ε
����� �� ����� ��� *$� �

0.6
,

� �������� �� � �� �'� � �� ��������� �)��� �'� ���� ������� ����� '� ��
��������� ��� � �� �'� ���� ������� �� ���� ��� �� ��� � 	�� ����� �

µ(T ) = λ(T ) = T
3

2

(
1 + S

T + S

)

���
S = 1.1/6

,
� ���#���  ����� $���� �� �� ������ �� #�� � ��
 �������� ��� �, � ����
� � , ������� �IG  & � ��� ���� '� �� ���� ���� �� ����*� �

Ω = (0, 1)× (0, 1)
�����IG  � , ��� ����� & ����� '� ���� �IG  & � "�#( ���E �� � ������ � � "���� ����������� &

���� ���� ���������� ��� �������� �� �� ���������� � "���#����� �� ����� � "����
�� ����� ��*�� ���

u = 0
�
T = 1

,



I�
� �� �� � ������'� ������� ���� �� ���������� � � ���#���  ������ �� �����
��( ��� � "�� ����  � ���������� �� #���� � "����� ��$ �� �� �� ���������� � �����
���� �� ������� ��������� , A� � "����� � �� � ����� ������� �
C � � ��������� � � "�'������ #���� � "�����

%nDT n+1

∆t
+ q?,n+1 · ∇T n+1 − λ

� � �∆T n+1 =
γ − 1

γ

DP n
th

∆t
I � � �������������� � �� ������� � ����)��� �'� ���� � �� � ��� ����� �'�

[∫

Ω

1

T n+1

]
P n+1
th =

∫

Ω

P n
th

T n
, %n+1 =

P n+1
th

T n+1

H � � ��������� � � "�'������ #���� � '��������� � � ������ ����������� �
%n+1ũn+1 −∑q−1

j=0 βjq
n−j
h

∆t
+ ∇ · (q?,n+1 ⊗ ũn+1) −∇ · τ(ũn+1)

= −∇pn +
1
��2%n+1(−~z)G � � ���  � ���( �����

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆φ = ∇ · %n+1ũn+1 +
D%n+1

∆t
pn+1 = pn + φ

qn+1 = %n+1ũn+1 +
∆t

βq
∇φ

�� �������������� � ���� ������� �� � "���� ��$ " �����!��� �� ��� �������� ��
��� � ���� ��� � �� ���#��� � � ��������� � & ��#�!�!�� & � ���#����� & � "�( ���
� "�� ���  � � ����������� ���� � "����  � ���������� � "�� ��� �������� , � ����
� ������� ���� ����������� � ���� ��� � "���� �� *�� � ��)���!���� ��

2
!�

1

� "
� "�����$ �� ����� � �� ��������� �� �� � !� ���� '� ��� �� ���������� �
�� ����� ��

2
� ,

� "������ �� ��� ��� �� ���� � �� ���� & ����� �� ���������� � "���#����� �� ��!
�� ���� ����� � I�� ������ � ����� & � ��'�� ��� �� �����#������ �� �������� �
�� ����  ��� �� � ��� , �� �����#������ ���� ��������� ��� �� *���� A ,CI & �� � "��
���� �� ����# � ���� �� � � '��'�� �������� ���������E� " � ������ '��������� &
�� �����#������ ������ ����� � �� ����� � ��� � � �� � E����� � �� ��� ��E�!
���� � �� ������ , �� ���� � ����# ����� � �� �������������� ������� � �������
���*�� �� '� � ������ ������� & '�� ����� ���� �

150 000
������ ���� ���� � "��

� ������ � ����� � ��# ��� �� ������#������� ����� & ������� � ���������� & �
������ �� �������� ,

	
� ��� �� �� � � �� � 	�� ����� �� � � �����
 �� � �� � �� ��� 	�� � �� ���� �� � �� ���
��� � � � 
 � ��

���� ���������� ���� � "�#��� �� ������� � � �� � �� �� � "���� ��� *��� ( ����������� ��������� � ������ ���� �B & I & H & G & H� & HJ & � , ���� ���� $������� ��
��������� �#���� ��� ��� � �� �� ��� �� ���#���  �������� �� ������ �� �



IC

��� � A ,CI � ����# � ���� �� � � �� CH � �� I� ��� ��� � C,

��������� ������� ��� �� ���������� � � ���� ���� �� ������ ��� ����� � "�����!
� �� ,

���� ��!� ��  �� �� �������
���� � ��������� & ���� ������� �� � �� �� & � ������ �� ���#���  ����� & � ������
� "�'������ � ���������!��%����� & ���� ��� � �� ���������� ��$ ��� ��� � � ���� ��
 ������ , ���� � ��������� ���� �� ���� '� ��  )��� ��� �� ���#��� � ��!
������� � �� ������ ����� � �� � �� �� �������� ��� ��������� , 	��� ���� �
������� � ���#���  ����������� ������� �

������
u ∈ H1

0 (Ω)
�� '� & ∀v ∈ H1

0 (Ω)

∫

Ω

ε∇u.∇v+

∫

Ω

(~b.∇u)v =

∫

Ω

f v

���
f

����� � �#� & ~b ����� � "�������� �
ε
��� ���� � ��%����� ������ ,

�� � ���� ��$ ����!������� ���( �����
Ω1

�
Ω2

E��� ��� �� ��������� �� ������
� ������ & � E������� ������ ����

Γ
, 	���

V
� "���� �� E�������� ��*��� ���

Ω
& ���� �� ���������� �

Ω1
�

Ω2
��������� & ��� ����� �� & �

H1(Ω1)
�
H1(Ω2)

& �
� ���� ���� ��� �� E������� �� ������ � ������

Ω
, �� E�������� �

V
�����!�� ����������� � ���� � � "����E��

Γ
,

�� ������� ����� '� � ���#���  ������'� ������� �� �'������� �� ���#���  � �$�



II
������� �

������
u ∈ V

�
λ ∈M

�� '� �
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

ε∇u.∇v +

∫

Ω

(~b.∇u) v +

∫

Γ

[v] λ =

∫

Ω

f v ∀v ∈ V
∫

Γ

[u] µ = 0 ∀µ ∈M

��
[v]

������ � ���� � �� E�������
v

� ������ � "����E�� �
M

�� �� ���� �
E�������� ��*��� ���

Γ
���� �� ��������� ����� ����� '� �� ����� ���

Γ
��

E�������� �
V

� , �� ���������� � �� �������� � "�� ���� �� ���� � � ��	��& ��� � � ��$
� � "���� ���� �'�� �� �� � ��  & � ��� � � 	� ����	�� ������ �'������ � & ��� ��
�� ��'� � ������ ������� � ������� , �� ������ � ���#���  ������'� �������
� ���������� ���� �� ��� ��� �'������ � "���� �� E�������� ���� ��$ E��������
�
H1

0 (Ω)
& � ��� ��'���� � ���  � ���� � "����� , � "�������

λ
� "�����* �� ��$

���� �� � � "����E��
Γ
,

�� ��� �� �� ���� ��� *��� ( ����� ������� � �� ������!
�������� � � ���#���  � �$� , �� E��� '� �� ��*������ �
� "����

V
������� �� ����������� �� E�������� ��� � ����

�� ����!������� & �� � ������� ��� �� ������ ���� ����� �!
����� , � E��� '� �� ���������� � �� �������� � "�� �� ����
'� "�� ��� E��# � ������� & �� ����� ������ & � �#���� �� ��!
������ �������� �� ���������� , ���� �����$ �� ����� �

M��� ����� �� ����*������ � �� ��������� � ���#����� �����
�� ���#���  � �$� �� � � ���� ��� ����# � " � �����'� & ��
� ����� ��� � "���� �� ����� �� E�������� � "�� �� �����
������� & ���� ��� � ������� �

Ω1

& ���� ��� � ������� �
Ω2

,

Ω1 Ω2

Γ

� ���#���  � �$� �������� �� ������ ��� � "������� �  � "� ��F� ������� ��� ��
�� ��'� � ��������� ���� ��� ,

� ��� � �� �� ���� ��  ��� �� �� �� � � ������ �������
���� �����'���� ��� � �� �� ��� �� ���#���  �������� �� ���#���  � ����������
� �� �'� ���� �� ����� � �� ���#���  � ��������� ������� ���� �� ������ '� "��
����� �� , ���� ��� ������ & ��� �� � �� � � ��� � �� �� ��'� �� ���� ��� *���
( ����� & ���*�� � � �������� ������ �� ������ � ������ ,
�� �������� � � ���#���  �� ������� ��� *��� A ,B , ���� ���� ��������� �
���#���  � ���� �#����� �� ���#��� � �������� ��� �� ��%����� ������� ,
� � ��� � ��������� ���� � ����� �� ������� ��� � "�'������ � �� � ���� �

λr
ar

∂T

∂t
−∇ · (λr∇T ) = 0

��
λr

������� � ������� �� ��������� ���� � �� �'�� ��� �� ����� ���� � ��
����� ����� �

ar
� ������� �� ��%���� ���� � �� �'�� ,

� ��� �� ������ ���� ����� �� ���#���  � ��������� ������� ���� �'�� ����
��������� ����� � "�����$ �� ����� � ��������' & �� # �� '� � "������ �� �#��� ��



IH
�)����  � "�'������� � #���� ������� �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂T

∂t
+ (u · ∇)T −∇ · (∇T ) = 0

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− Pr∇ · (∇u+ (∇)tu) = PrRa(T − 0.5)~y

∇ · (u) = 0

D � "����E�� ����!����� & �� � ���� ���� � ���� � "����� ������ '� �� ����������
� ������ ������ � ��� � "�'������ � #���� � "����� � "������� �

T��� = T����� , λr
∂T���
∂n

=
∂T�����
∂n

�� �� �!�������������� � ���� ������� ���� ������� � ���#���  �� �� � !�
'� ���������� � #���� � "����� � �'������� �� ����� �� ���� ������� �
��$ ���� � ��������� " ���� �� ����� & �� ������ �� � �� �� � ���( ����� , �
������� ��� ���� � ����� � "�������� '� ���� �� ��� ��� ����  , A� �� ������ �
��������� �� ���#��� � � ���������� ���� � ����� � � "��������!��%����� ����
� ���� ��� �� ������� � �� � ������� ����� ������ � � �������� �� ��$
����������� ��� �� ���� ,
���� ������� ���� ��� �� *��� A ,CH & �� ��������� �#���� ���� � ��� ��� ����
� "����� ������� �� ����  �� ��������� �#���� ���� �II ,

T��	��

T
����

∂Tw
∂t

= 0

∂Tw
∂t

= 0

H

L

h

l

x

y

~u =

(
0
0

)

~g

����
���

��� � A ,CH � � ��� ���� �� ���#���  � ���� �� � � �����  ��� ����

	
� � �� �� �� �

���� ���� ���������� ���� ��� � �� � �� E�� ��� ����������� � � �� ��� �
���( ����� & �� �� �� �� ���� � ���( �����!� ������� , ��� �������  � #�� ������� �
����������� �� ��������� � ������� ���� � "����  � ���������� � ����� & � �� ��
���  ������� �� ���  � "���� ������� ������'���� ������� ���� �� � �� ���
� ��������� ������� , ���� ����� �������� �� �� �� � � � �)�  & ���������
�� ��� ������� ��� �� � �� ��� ��( � ������� ���� �� ���������� �I� � � & � ��� &



IG
� ���� ����������� & �������� , � �� �� � � ��� ����)�� ��� � ���#���  ����� �
	��
� ������������� " ���� �#����� �� ���� ������ � ����  ����� � � "����
� E��������� �� ���%���� ��� �� �������� � ��� �#��� ��� �� ��� ��
������� ����� ��� ���� � ��� ������� � � ��� �� E��# �� ������ �� �������� �
� �������

r
& ���� ��������� � "���� ����� � "���� ��$ ��� ������� �� ��� � ����

∆t
� �� � �� �� � ���( ����� ������'� & ������ '� & � E���

r
& � �������� �� �

� "���� �
∆t/r

�� � �� ��� � � ������� �� �#���� ,
��� ���� � ����'� �� �������� ��� �� $� ���� ������� ������'� & �������
��� �� ���������� �� �'������� � ��� ��!	��
� ��� �� ���������� ��$ ��� ��� �
� ���� �� �� ������� �, ��� ���� ���*��  '� � "���� � E����������� ����*
�� ���� ������ �#���� , �� ���� & ���� �#������ '� ��� ������ �� & � ��� ��
��������������� � "���� ��$ � ���� & � "���� ��� ����� � E��� ��� � ���� " ��
� ����������� ��������� � �� � ����� � ����� ( ��'� "� ��$ ����� � ������� �
��������� , ��*� & ���� ���� �� �������� ���� ������������� �& �� ������� �#�!
�� � "� ���� � �����E��� �� ���������� ��$ ��� ��� ����*����� ������������'�� ��
� �� ��� � ���( ����� �������� " �� ���� � ��� ��� �������� � ������� ���� ��
���#��� � � � ���� �� ������������ ����� & � � "�� ������ �� �������� ����!
� �� � ���� � ��� �� ���������� ��$ ��� ��� ������ , �� �����  & � "�( ��� � "��
���  � � ����������� ���� � "����  � ���������� ������ � ������������� �� �)�!
���  ����#��'� & � '�� ������ � "����� � � �� ��� �����!������ " � "�� � "�� ��
����������� �����#�� � �� ������ ���� ,
�� � �� ��� � ���( ����� ��������� ���� ����� ������ ��$ ��� �� �����!
� ��� ������#�� & � ��� ��'��� �� ������� �� �������� ��� ����� , ���� ��� ��!
����� ����� � #�� �������� �� � � �)�  � ��� �� � �������� �� ���#��� �
� ��������� ������� ���� � ���� �� ����� ��)������'� ���� �� ������ ���� E��#� ���#� � � �� , �� ���������� & ���� �������� � �����  ���������� �����
� "���� �� �� �� � ��� �� ������ ������� ��%�������� �� � ��%� � ������� �
E���  ���� � G & � ����� ���#� � � �)��� " �� �������� �� ��� � ���� �
�� � ������ ��#� ����� ��� �#��� ���� �� ������� & �� ���$ � �� � �� � +���
� "���� ��� *��� '�������'�� � "����)��� ��� �� � ������� ���������� �( ��'� "�

106����� � ��# ��� �� ������ , ��� ���� ���� � ��� ������#� � ������� !�� ������!
�� ��� � ���� � ����'� ��� �� $��� ���� �����E���� �� ���������� � ���#�����
� � �������� , 	�� �� ���� ���� & �� ������������ ����������� � � �)�  �
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k + Φ) + rBŨk+1 \Q Q PXP�^@2-E -E 120 E0/4.? E/20A 0 >??50EE0? -. 120 350E0.1 7458 P @>8-.6

r = 0
-. 12-EA 0124? K-0D?E 120 70DDI8.47. -./50A 0.1>D 354H 0/1-4. E/20A0 G 70 12ME />. 243012>1 12-E A 0124? 7 -DD L 0 /4.J0560.1 72>10J05 120 3 0.>D1K 3>5>A 0105 A >K L0 P Q.>??-1-4. G 120 43 05>145

A + rBtM−1
p B

-E 8.47. 14 L0 3 445DK /4.?-1-4..0? >1 2-62J>DM0E 49
r
G >.? G /4.E0OM0.1DKG 8003-.6 12-E 3>5>A0105 7 -12-. 50>E4.>LD0 L4M.?E A >KL0 >. 0R /-0.1 E15>106K 954A > /4A3M1>1-4.>D 34-.1 49 J -07 P @2ME 70 /244E0 2050 14/4A3D010DK ?-E/4..0/1 120 3>5>A 0105

r
954A 120 1-A 0 E103

δt
P

_0E-?0E 120 174 >L4J0 OM410? 509050./0E G 120 E/20A0E \QQ PXP` ^ >.? \QQ PXP�^ 350E0.1>DE4 E4A 0 >.>D46K 7 -12 41205 >D50>?K 350E0.10? .MA05-/>D >D645-12A E G 954A L412 120D-105>1M50 49 3 0.>D1K >.? 350EEM50 /4550/1-4. A0124?E P
� -5E1 G 120 >D645-12A \QQ PXP`^ />. L0 4L1>-.0? LK >??-.6 > 354H 0/1-4. E103 14 > 3 0I.>D1K \45 OM>E-I-./4A350EE-L -D-1K ^ A 0124? � >E 9>5 >E 12-E D>1105 /D>EE 49 A 0124?E -E/4./05.0? G 70 50905 14 ;B<= 945 120 E0A -.>D 7458 >.? 14 ;B`= 945 >. >.>DKE-E P
Z E 9>5 >E 120 >D645-12A \QQ PXP�^ -E /4./05.0? G E011-.6

r = 0
-. 120 J0D4 /-1K 350?-/1-4.E103 >.?

r = 1
945 120 350E0.1 A4?0D 354LD0A \

r
0OM>D 14 120 J-E/4E-1K 945 >/1M>DN>J-05I,1480E 0OM>1-4.E^ G K -0D?E > E/20A0 35434E0? LK @ -AA05A>.E W� ��V ;B�= >E>. >D105.>1-J0 14 120 MEM>D -./50A 0.1>D 354H 0/1-4. A0124? \/4./05.-.6 12-E D>1105E/20A 0 G E00 �4?> ;XB= 945 120 45-6-.>D E011-.6 G ,20. ;B XG B� G B�= 945 >. >.>DKE-E-. 120 1-A 0 E0A -I?-E/5010 />E0 >.? �M05A 4.? >.? �M>51>3 0DD0 ;X` G X� G X�= 945 >.>.>DKE-E 49 120 9MDDK ?-E/5010 />E0^ P @20 3543051-0E 49 120 @ -AA05A>.E W� ��V E/20A 07050 9M51205 -.J0E1-6>10? LK _547. W� ��V 1254M62 > .45A >D A 4?0 >.>DKE-E 945 >3>51-/MD>5 354LD0A -. ;�= P � -.>DDKG 0.056K .45A 0E1-A >10E 945 120 1-A 0I?-E/5010 />E07050 4L1>-.0? LK �M05A 4.? >.? ,20. ;X<= G 72-/2 6>J0 14 120 E/20A 0 120 .>A0 49S541>1-4.>D 350EEM50I/4550/1-4. 354H 0/1-4. A0124? SP N410 >DE4 12>1 >. 0OM>1-4. 14M3?>10 120 350EEM50 E-A -D>5 14 120 12-5? E103 -. \QQ PXP` ^ G 7 -12 120 3 0.>D1K 3>5>A0105

r
4./0 >6>-. 503D>/0? LK 120 J-E/4E-1KG 7>E ME0? LK � 542D ;XY G /2>3105 �= -. >.>D645-12A 72-/2 50/0-J0? 120 .>A0 49 S:245-.I� �>7> E/20A0 SG E-./0 12-E 0OM>1-4.-E 50A -.-E/0.1 49 120 350EEM50 M3?>10 E103 -. 120 E4I/>DD0? � �>7> A 0124? \0 P6 P ;X]=^ P

Q. J -07 49 120 >L 4J0 A0.1-4.0? D-105>1M50 G 70 7 -DD 50905 14 120 E/20A0E \QQ PXP�^>.? \QQ PXP` ^ >E 50E3 0/1-J0DK �� W �������� � W����	
� ��� W�U�� � W�� �� >.? �� W �����
���U���P
�M5 64>D 2050 -E 14 3 05945A >. >.>DKE-E -. 0.056K .45A 49 120E0 174 >D645-12A E P@4 12-E 3M53 4E0 G 70 7 -DD 0E1-A >10 120 E4I/>DD0? E3D-11-.6 05545 G UVWV 120 ?-T050./0L 01700. 120 50EMD1E \-. J0D4 /-1K >.? 350EEM50^ 4L1>-.0? LK 120 354H 0/1-4. A 0124?EM.?05 /4.E-?05>1-4. >.? LK 120 /4M3D0? E/20A 0 \QQ PXPB^ P Q.?00? G 12-E OM>.1-1K 2>EL 00. E247. LK �M05A4.? ;X�= 14 L 0 5>1205 -.E0.E-1-J0 14 120 45?05 49 120 1-A 0?-E/501-�>1-4. 49 120 M.E1>1-4.>5K 105A -. 120 A4A0.1MA L>D>./0 0OM>1-4. G E4 70



��

/>. 243 0 12>1 120 350E0.1 >.>DKE-E 945 > a5E1I45?05 1-A 0 ?-E/501-�>1-4. 7 -DD >DE4 >33DK14 E0/4.?I45?05 E/20A0E P
@2-E 3>305 -E 456>.-�0? >E 94DD47 E P �0 L 06-. LK E011-.6 120 /4.E-?050? .MA05-/>DE/20A 0E 7 -12-. > J>5->1-4.>D 95>A 07458 EM-1>LD0 945 >. 05545 >.>DKE-E -. 0.056K .45A E\E0/1-4. QQ PB^ P @20. G >9105 E4A 0 350D-A -.>5-0E \E0/1-4. QQ P�^ G 120 � �>7> J>5->.1 >.?120 E1>.?>5? 3 0.>D1KI354H 0/1-4. A0124? >50 >??50EE0? -. 50E3 0/1-J0DK E0/1-4. QQ P`>.? E0/1-4. QQ P� P � -.>DDKG E4A 0 .MA05-/>D 10E1E >50 350E0.10? -. E0/1-4. QQ P< P

� ��� � �$�#$� #� �$ + ( �$*&����
@20 >-A 49 12-E E0/1-4. -E 14 354J-?0 > J>5->1-4.>D 95>A 07458 945 120 12500 E/20A0EM.?05 /4.E-?05>1-4. G .>A0DK 120 -A3D-/-1 �MD05 A 0124? \QQ PXPB^ G 120 � �>7> J>5->.1 49120 3 0.>D1KI354H 0/1-4. \QQ PXP` ^ E/20A 0 >.? 120 E1>.?>5? 30.>D1KI354H 0/1-4. A 0124?\QQ PXP�^ P
Q. 120 a5E1 />E0 G 120 J>5->1-4.>D E011-.6 -E E1>.?>5? >.? 50>?E G 945 0>/2 1-A 0 E103 c

� -.?
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(ũk+1 − uk, v) + (∇ũk+1,∇v) + r ch(ũ

k+1, v) + (∇pk, v) = (fk+1, v) ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(uk+1 − ũk+1, v) + (∇ϕ, v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iii) (uk+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh

(iv) (pk+1, q)h = (pk, q)h + r(ũk+1,∇q) ∀q ∈Mh\Q Q PB P�^
� E-.6 120 ?0a.-1-4. 49

ch(·, ·)
G 120 ?0a.-1-4. 49

Bh

>.? 0OM>1-4. \QQ PB P�I
(iv)
^ G 70 E0012>1 G ∀v ∈ Vh

c
r ch(ũ

k+1, v) = r (Bhũ
k+1, Bhv)h = r (ũk+1,∇Bhv) = (pk+1−pk, Bhv)h = (∇(pk+1−pk), v)



��

>.? 120 0OM>1-4. \QQ PB P�I
(i)
^ 0OM-J>D0.1DK 50>?E c

1

δt
(ũk+1 − uk, v) + (∇ũk+1,∇v) + (∇pk+1, v) = (fk+1, v) ∀v ∈ Vh

� E-.6 E-A -D>5 >56MA 0.1E G 120 J>5->1-4.>D 945AMD>1-4. >EE4 /->10? 14 120 E1>.?>5?3 0.>D1KI354H 0/1-4. A0124? 50>?E c
� -.?

(ũk+1, uk+1, pk+1) ∈ Vh ×Xh ×Mh

EM/2 12>1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ũk+1 − uk, v) + (∇ũk+1,∇v) + r ch(ũ

k+1, v) + (∇pk, v) = (fk+1, v) ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(uk+1 − ũk+1, v) + (∇(pk+1 − pk − rBhũ

k+1), v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iii) (uk+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh\Q Q PB PY^45 G 0OM-J>D0.1DK c
� -.?

(ũk+1, p̃k+1, uk+1, pk+1) ∈ Vh ×Mh ×Xh ×Mh

E P1 P
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ũk+1 − uk, v) + (∇ũk+1,∇v) + (∇p̃k+1, v) = (fk+1, v) ∀v ∈ Vh

(ii) (p̃k+1, q)h = (pk, q)h + r(ũk+1,∇q) ∀q ∈Mh

(iii)
1

δt
(uk+1 − ũk+1, v) + (∇(pk+1 − p̃k+1), v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iv) (uk+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh\QQ PB PX]^

� ��� � �& +#* #�$�#&'
�0 L 06-. LK /4DD0/1-.6 120 >EEMA31-4.E 50D>1-J0 14 120 ?-E/501-�>1-4. E3>/0E P �0EM334E0 12>1

Vh
>.?

Mh

>50 /4.945A -.6 >3354F -A >1-4.E -. 50E3 0/1-J0DK
H1

0(Ω)d
>.?

H1(Ω)
G E>1-E9K -.6 120 E4I/>DD0? _>LME8>I_50�� - 45 -.9IEM3 /4.?-1-4. \0 P6 P ;XX=^ G >.?12>1 120 94DD47 -.6 >3354F -A >1-4. 3543051K 24D?E 945 120 E3>/0

Mh

c
∀ϕ̄ ∈ H1(Ω), inf

ϕ∈Mh

||ϕ̄− ϕ||0 ≤ ch |ϕ̄|1
72050 G 2050 >.? 1254M624M1 120 50A >-.-.6 49 120 3>305 G M.D0EE 0F3D-/-10DK E1>10? G
c
E1>.?E 945 > 3 4E-1-J0 50>D .MAL05 -.?03 0.?0.1 49 1-A 0 45 E3>/0 J>5->LD0E 45 A 0E2E103E P

�0 >EEMA 0 -. >??-1-4. 12>1 120 94DD47 -.6 -.J05E0 -.0OM>D-1K 24D?E 945 >.K 9M./1-4.
ϕ
-.
Mh

c
||∇ϕ||0 ≤ c

h
||ϕ||0_412 350/0?-.6 -.0OM>D-1-0E >50 J>D-? G 945 -.E1>./0 G 945 120 MEM>D [>65>.60 3-0/07 -E0D-.0>5 0D0A 0.1E ;C= >.? 9>A -D-0E 49 OM>E-IM.-945A A0E20E P



�<
Z E 9>5 >E 120 /4.1-.4ME 354LD0A -E /4./05.0? G 70 EM334E0 12>1 120 506MD>5-1K 49 120/4A3M1>1-4.>D ?4A>-. -E EM/2 12>1 120 ,1480E 354LD0A -E 506MD>5-�-.6 G -. 120 E0.E012>1 G -9 120 5-621 2>.? E-?0 D-0E -.

L2(Ω)d
G 120 E4DM1-4. D-0E 50E3 0/1-J0DK -.

H2(Ω)d
945120 J0D4 /-1K >.? -.

H1(Ω)
945 120 350EEM50 ;� G B= P

@4 E-A3D-9K 120 350E0.1>1-4. G 70 7 -DD >EEMA 0 -. >??-1-4. 12>1 120 945/-.6 105A
f-E 506MD>5 G >.? 12>1 120 -. -1->D /4.?-1-4.

u0

E>1-Ea0E 120 /4A3>1-L-D-1K /4.?-1-4.E72-/2 0.EM50 > 9MDD 506MD>5-1K 49 120 354LD0A E-./0 120 -.-1->D 1-A 0 \945 >. -.I?0312?-E/MEE-4. 49 120 60.05>D />E0 G E00 ;XY= >.? 509050./0E 2050-. G -. 3>51-/MD>5 ;XC=^ P:4.E0OM0.1DKG 120 �MD05 -A 3D-/-1 E/20A 0 -E a5E1I45?05 >//M5>10 -. 1-A 0 G >.? 120-./50A 0.1E 49 350EEM50 >50 EM/2 12>1 G ∀k ≥ 0
c

||δp̄k+1||0 ≡ ||p̄k+1 − p̄k||0 ≤ c δt

||∇δp̄k+1||0 ≤ c δt

||δδp̄k+1||0 ≡ ||δp̄k+1 − δp̄k||0 ≤ c δt2

\Q Q P� PXX^

72050
c
.0-1205 ?03 0.?E 4. 120 1-A 0 .45 4. 120 1-A 0 E103 P

Q. 120 /4M5E0 49 12-E 3>3 05 G 70 7 -DD A >80 ME0 49 120 -.J05E0 49 120 ?-E/5010 ,1480E43 05>145 G .410?
Sh
G ?0a.0? LK c

Sh : Vh → Vh
u 7→ Shu

EM/2 12>1 c
∣∣∣∣∣

(∇Shu,∇v) + (∇ϕ, v) = (u, v) ∀v ∈ Vh

(Shu,∇q) = 0 ∀q ∈Mh

\Q Q P� PXB^

@20 94DD47 -.6 3543051-0E >50 354J0. -. ;X� G E0/1-4. ` PX= c
����� �� �� ��� � ��� V 	 
 �� W �U�U� W��  ��� �W� � W� ��W� Vh×Vh �	

(u, v) 7→ (Shu, v)U� �	�� W��U � �� U�U�W ��� �W� � W� � � W� U
� ��� U�
Vh

�� U� � U� � �W ���W� �	
(Shu, u) =

||u||2s
V

� ��� V � 
 �W� �� �W� � W �� W ���W
Hh

�	 


Hh = {v ∈ Xh

�� � ����
(v,∇q) = 0, ∀q ∈Mh}

�� W��  �� ��	 ���U��	 � �� U�U�W �W�� ��� �W�
α

��� ��	  ���U��
u
U�
Vh

� �� W  �� ��� U��U� W����U�	 � ���� 


(∇Shu,∇u) ≥ (1 − α) ||u||20 − c(α) inf
w∈Hh

||u− w||20

� ��� V [01
u
L0 >. 0D0A 0.1 49

Vh
>.?

s̄ ∈ H1
0(Ω)d

>.?
ϕ̄ ∈ L2

0(Ω)
L0 120 E4DM1-4. 49120 94DD47 -.6 /4.1-.M4ME ,1480E 354LD0A c

∣∣∣∣∣
(∇s̄,∇w) − (ϕ̄,∇ · w) = (u, w) ∀w ∈ H1

0(Ω)d

(q,∇ · s̄) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω)

�54A 120 506MD>5-1K 49 120 ,1480E 354LD0A G 70 8.47 12>1
(s̄, ϕ̄)

L0D4.6E 14
H2

0(Ω)d×
H1(Ω)

>.? c
|s̄|2 + |ϕ̄|1 ≤ c ||u||0



�C
Q. >??-1-4. G -9

(Shu, ϕ)
>50 6-J0. LK \QQ P� PXB^ c

||ϕ̄− ϕ||0 ≤ ch |ϕ̄|1 ≤ ch ||u||0
[01

Πhϕ̄
L0 > 354H 0/1-4. 49

ϕ̄
4.14

Mh

EM/2 12>1 c
||ϕ̄− Πhϕ̄||0 + h |ϕ̄− Πhϕ̄|1 ≤ ch |ϕ̄|1 ≤ ch ||u||0

,M/2 > 354H 0/1-4. 0F -E1E LK 120 >EEMA31-4.E 4. 120 E3>/0
Mh

\945 -.E1>./0 G 120 50EMD149 >. 4512464.>D 354H 0/1-4. 7 -12 50E3 0/1 14 120
H1(Ω)

.45A ^ P �0 120. 2>J0 G ME-.6>. -.J05E0 -.0OM>D-1K >.? 120 12500 350J-4ME 0E1-A >10E c
||∇ϕ||0 ≤ ||∇(ϕ− Πhϕ̄)||0 + ||∇Πhϕ̄||0

≤ c

h
||ϕ− Πhϕ̄||0 + ||∇Πhϕ̄||0

≤ c

h
[ ||ϕ− ϕ̄||0 + ||ϕ̄− Πhϕ̄||0 ] + ||∇(Πhϕ̄− ϕ̄)||0 + ||∇ϕ̄||0

≤ c ||u||0

\QQ P� PX�^

� E-.6 120 :>M/2KI,/27>5� -.0OM>D-1KG 70 120. 601 954A 120 ?0a.-1-4. 49
Shu

12>1945 >.K
w ∈ Hh

c
(∇Shu,∇u) = −(u,∇ϕ)+ ||u||20 = −(u−w,∇ϕ)+ ||u||20 ≥ ||u||20 − ||∇ϕ||0 ||u−w||0

�54A \QQ P� PX�^ G 70 12ME 2>J0 954A �4M.6 -.0OM>D-1K c

(∇Shu,∇u) ≥ ||u||20 − c ||u||0 ||u− w||0 ≥ ||u||20 − α ||u||20 − c2

4α
||u− w||20

72-/2 -E 120 L 4M.? 70 >50 E0>5/2-.6 945 P

�0 7 -DD .00? 14 >EEMA 0 -. 120 94DD47 -.6 12>1 120 .45A >EE4/->10? 14 120 E/>D>5354?M/1
(·, ·)h

-E 0OM-J>D0.1 4.
Vh
14 120 E1>.?>5?

L2(Ω)
4.0 c

∃ γh ≥ 1
EM/2 12>1 1

γh
(v, v)h ≤ (v, v) ≤ γh (v, v)h ∀v ∈ Vh

\QQ P� PX`^
@2-E -.0OM>D-1K 24D?E -. 3>51-/MD>5 945 120 DMA30? A>EE A >15-F >EE4/->10? 14 120MEM>D �

1

?-E/501-�>1-4. P
:4.E0OM0.1DKG 70 2>J0 120 94DD47 -.6 50EMD1 G 72-/2 -E > /4.E0OM0./0 49 120 -.9IEM3E1>L-D-1K 49 120 ?-E/501-�>1-4. c
����� �� �� �� � �� W�W W� U��� � � �� U�U�W �������

c
�� � �����  �� �� �

ψ ∈ Mh

� �� W
�� � ��

vψ ∈ Vh
�� � ���� 


(∇ · vψ, q) = (ψ, q)h ∀q ∈Mh, ||vψ||1 ≤ c ||ψ||0



��

� ����� �� �� �� \Z. >??-1-4.>D >EEMA31-4. 4.
(·, ·) -. />E0 49 b -5-/2D01 L 4M.?>5K/4.?-1-4.E^ � @20 -AL0??-.6

Mh ⊂ L2
0(Ω)

.0J05 24D?E -. 35>/1-/0 945 a.-10 0D0A 0.1>3354F -A >1-4. >.? 120 50E15-/1-4. 49 120 350EEM50 E3>/0 14 �054 A 0>. J>DM0 9M./I1-4.E -E 4L1>-.0? 1254M62 120 3543 051-0E 49 120 >D645-12A E ME0? 14 E4DJ0 120 ?-E/5010354LD0A E P Q. 41205 745?E G 4.0 AME1 /20/8 12>1 120 >D645-12A 0A3D4K0? >1 120 >DI60L5>-/ D0J0D D01 >1 0>/2 E103 120 350EEM50 L 0 >. 0D0A 0.1 49
L2

0(Ω)
� 12-E 3543 051K -E8.47. 14 24D? G 945 -.E1>./0 G 945 120 E1>.?>5? � �>7> >D645-12A G 14601205 7 -12 E4A049 -1E J>5->.1E 72-/2 />. L0 E00. >E � 5K D4J A0124?E >33D-0? 14 120 350EEM50 ,/2M5/4A3D0A 0.1 354LD0A P

Q. 120 350E0.1 />E0 G 12 -E 3543 051K AME1 >DE4 24D? 945 120 E/>D>5 354?M/1
(·, ·) 945 120D0AA> QQ P� PB 14 L 0 J>D-? G -. 120 94DD47 -.6 E0.E0 c 120 � -0� 50350E0.1>1-4. -.

Mh

49120 D-.0>5 945A
(ψ, ·) AME1 L 0 >. 0D0A 0.1 49 L2

0(Ω)
720.0J05

ψ
D-0E -.

L2
0(Ω)

P @2-E/4.?-1-4. E-A3DK 50>?E c
∀ψ ∈ L2

0(Ω) ∩Mh, (ψ, 1h)h = 0

72050
1h
E1>.?E G -. 120 350/0?-.6 0OM>1-4. G 945 120 /4.E1>.1 9M./1-4. 49

Mh

0OM>D 14
1
0J05K72050 P �.0 />. 0>E-DK /20/8 12>1 12-E /4.?-1-4. 24D?E 720.

(·, ·) -E >EE4 /->10?14 120 DMA30? A >EE A >15-F G >.? E24MD? L0 /20/80? 945 >.K 41205 /24-/0 P
� -.>DDKG 1254M624M1 12-E 3>305 G 70 7 -DD 503 0>10?DK A >80 ME0 49 120 ?-E/5010 � 54.7>DDD0AA> G > J05E-4. 49 72-/2 50>?E ;B] G 3 P X`= c
����� �� �� �� � �W�

(hk)k=0,...,n

���
(fk)k=0,...,n

�W �� �  �� U�UW� � ���
� W���U�W �W��
��� �W���

g0

� � �� U�U�W �W�� ��� �W� ���
(θk)k=1,...,n

�  �� U�	 � �W�� ��� �W�� V �W
���� �� W �� �� 


∣∣∣∣∣∣∣∣

θ0 ≤ g0

θk ≤ g0 +
k−1∑

i=0

fi +
k−1∑

i=0

hiθi ∀k = 1, . . . , n

�� W� �� W  �� ��� U�� ����� � ���� 


θk ≤ (g0 +
k−1∑

i=0

fi) exp(
k−1∑

i=0

hi) ∀k = 1, . . . , n

� ��� � �$ +�' #' �( � )& �	$�$ �$�#$ ��
@254M624M1 12-E E0/1-4. G

uk
G
ũk
>.?

pk
7 -DD E1>.? 945 120 E4DM1-4. 4L1>-.0? >1 E103

k
\UVWV >1 1-A 0

t = k δt
^ LK 120 � �>7> J>5->.1 49 120 3 0.>D1KI354H 0/1-4. A 0124?\QQ PB P�^ P �0 .410

ek
G
ẽk
G
εk
120 E3D-11-.6 05545E G 12>1 >50 120 ?-T050./0E

ek = uk− ūk
G

ẽk = ũk − ūk
G
εk = pk − p̄k

72050
ūk
>.?

p̄k
>50 E4DM1-4. 49 120 /4M3D0? >D645-12A\QQ PB P<^ P�0 EM334E0 12>1 L412 >D645-12A E >50 -. -1->D-�0? LK 120 E>A0 >3354F -A >1-4.E49 120 -.-1->D ?>1> G 12>1 -E

e0 = 0
G >.? 12>1

ε0 = 0
P @20 .MAL05

N
E1>.?E 945 120141>D .MAL05 49 1-A 0 E103E \

N = T/δt
^ P

@2-E E0/1-4. -E ?0J410? 14 120 >.>DKE-E 49 120 � �>7> J>5->.1 G 72-/2 50EMD1E >50 6>I12050? -. 120 94DD47 -.6 120450A P



�Y
������� �� �� ��� ��� ��	 ���U��	 � �� U�U�W ���� W � �� W � W����	 ����� W�W�

r
� �� W

 �� ��� U�� ������ � ���  ��
1 ≤ n ≤ N




||en||0 + ||ẽn||0 +

[
n∑

k=1

δt ||∇ẽk||20

]1/2

≤ c
δt1/2

r
[

n∑

k=1

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c
δt

r

||εn||h ≤ c
1

r1/2

[
n∑

k=1

δt ||εk||20

]1/2

≤ c
1

r

�� ���U�U��� � W ���W �� W  �� ��� U�� �� U ��� W��U���W� � U�� �W�� W� ��
r




||en||0 + ||ẽn||0 + (

n∑

k=1

δt ||∇ẽk||20 )1/2 ≤ c l(h) δt1/2

[
n∑

k=1

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c l(h) δt

� �� W�W�� �� W� W ����W� W��U���W� ��W ��� �� U ��� � U�� �W�� W� ��
h
� - P0 P �� W  ���U��

l(h)
��	 � � �� U�� � U�	 �� W�

h
�W��� �� � W�� �� WW �W���� �� V� V	 �W���
 V

@20 35449 49 12-E 120450A -E 4L1>-.0? LK E0J05>D E103E P �0 L 06-. LK 0E1>LD-E2 -.6 120EKE10A /4.154DD-.6 120 E3D-11-.6 05545E G 4L1>-.0? LK 1>8-.6 ?-T050./0E L 01700. 1200OM>1-4.E 49 EKE10A \QQ PB P�^ >.? \QQ PB P<^ P �45
k = 0, . . . , N − 1

G 70 2>J0 c
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ẽk+1 − ek, v) + (∇ẽk+1,∇v) + (∇εk+1, v) = 0 ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(ek+1 − ẽk+1, v) + (∇ϕ, v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iii) (ek+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh

(iv) −(ẽk+1,∇q) +
1

r
(εk+1 − εk, q)h = −1

r
(δp̄k+1, q)h ∀q ∈Mh

\QQ P` PX�^

@20. 70 354J0 > a5E1 E01 49 0E1-A >10E 945 120 J0D4 /-1K >.? 350EEM50 05545E G J>D-? 945>.K J>DM0 49 120 3 0.>D1K 3>5>A 0105 P
����� �� �� �� � ��� ��	 ���U��	 � �� U�U�W ���� W � �� W � W����	 ����� W�W�

r
� �� W  ��


��� U�� ������ � ���  ��
1 ≤ n ≤ N




||en||0 + ||ẽn||0 +

[
n∑

k=1

δt ||∇ẽk||20

]1/2

≤ c
δt1/2

r
[

n∑

k=1

δt ||ek − ẽk||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||ẽk − ek−1||20

]1/2

≤ c
δt

r

||εn||h ≤ c
1

r1/2



`]
�� ���U�U��� �� W  �� ��� U�� W��U���W� ����W�� ��� ���� W� �

r
� U����U��

r = 0



||en||0 + ||ẽn||0 + (
n∑

k=1

δt ||∇ẽk||20 )1/2 ≤ c l(h) δt1/2

[
n∑

k=1

δt ||ek − ẽk||20

]1/2

≤ c l(h) δt

� �� W�W�� �� W� W W��U���W� ��W ��� �� U ��� � U�� �W�� W� ��
h
� - P0 P �� W  ���U��

l(h)��	 � � �� U�� � U�	 �� W�
h

�W��� �� � W�� �� WW �W���� �� V� V	 �W���
 V
� ��� V :244E-.6

v = 2 δt ẽk+1
-. \Q Q P` PX�I

(i)
^ >.? ME-.6 120 -?0.1-1K

2(a − b)a =
a2 + (a− b)2 − b2

G 70 601 945
k = 1, . . . , N − 1

c
||ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20 + 2δt(ẽk+1,∇εk+1) = 0

\Q Q P` PX<^
@>8-.6

q = 2 δt εk+1
-. \QQ P` PX�I

(iv)
^ K -0D?E c

−2δt(ẽk+1,∇εk+1) +
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − εk||2h − ||εk||2h

]
= −2

δt

r
(δp̄k+1, εk+1)h

� -.>DDKG 1>8-.6
v = 2 δt ek+1

-. \Q Q P` PX�I
(ii)
^ G 4.0 4L1>-.E c

||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 − ||ẽk+1||20 = 0
\Q Q P` PXC^

,MAA -.6 120E0 12500 0OM>1-4.E K-0D?E c
||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − εk||2h − ||εk||2h

]
= − 2

δt

r
(δp̄k+1, εk+1)h

︸ ︷︷ ︸
T1 \Q Q P` PX�^

Z1 12-E 3 4-.1 G 120 35449 E03>5>10E -.14 174 L5>./20E G 14 4L1>-. 0E1-A >10E 945 50E3 0/I1-J0DK D47 >.? 2-62 J>DM0E 49 120 3 0.>D1K 3>5>A0105 P
>^ � E1-A >10E -.?03 0.?0.1 49 120 3 0.>D1K 3>5>A 0105
@20 35449 -E E3D-1 -. 174 E103E c a5E1 G 70 354J0 12>1 120 350EEM50 05545 -E L4M.?0?-.?030.?0.1DK 49 L 412 120 1-A 0 E103 >.? 120 3 0.>D1K 3>5>A0105 G 120. 70 ME0 E1>.?>5?>56MA0.1E 954A 120 >.>DKE-E 49 120 .4.I-./50A 0.1>D 354H 0/1-4. A 0124? ;B X= 14 4L1>-.0E1-A >10E 945 120 J0D4 /-1K >E > 9M./1-4. 49 120 1-A 0 E103 -1E0D9 P
� E-.6 :>M/2KI,/27>5� G �4M.6 >.? \QQ P� PXX^ -.0OM>D-1-0E G 120 105A

T1

-. 0OM>1-4.\QQ P` PX�^ A >K L0 L4M.?0? >E 94DD47 E c
|T1| ≤

δt

r

[
1 + δt

δt
||δp̄k+1||2h +

δt

1 + δt
||εk+1||2h

]
≤ c

δt2

r
+
δt

r

δt

1 + δt
||εk+1||2h

�54A 0OM>1-4. \QQ P` PX�^ G 70 12ME -.905 c
||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − εk||2h − ||εk||2h

]
≤ c

δt2

r
+
δt

r

δt

1 + δt
||εk+1||2h



` X
>.? G EMAA -.6 M3 954A

k = 0
14
k = n

>.? ME-.6 120 9>/1 12>1
e0 = 0

>.?
ε0 = 0

c
||en+1||20 +

n∑

k=0

||ek+1 − ẽk+1||20 +

n∑

k=0

||ẽk+1 − ek||20 + 2

n∑

k=0

δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
1

1 + δt
||εn+1||2h +

n∑

k=0

||εk+1 − εk||2h

]
≤ c

δt

r
+

n−1∑

k=0

δt
δt

r

1

1 + δt
||εk+1||2h

@20 ?-E/5010 � 54.7>DD D0AA > QQ P� P` 12ME K-0D?E -. 3>51-/MD>5 G 945
1 ≤ n ≤ N

c
||εn||2h ≤ c

\QQ P` PXY^
�0 >50 .47 -. 34E-1-4. 14 ?05-J0 J0D4 /-1K 05545 0E1-A >10E P Z??-.6 12-E 1-A 0 4.DK 1200OM>1-4.E \Q Q P` PX<^ >.? \QQ P` PXC^ G 70 4L1>-. 7 -12 \QQ P` PX�I

(iii)
^ c

||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20 = −2δt(∇εk+1, ẽk+1)

= 2δt(∇εk+1, ek+1 − ẽk+1) ≤ 1

2
||ek+1 − ẽk+1||20 + 2δt2 ||∇εk+1||20ZE

εk+1
L 0D4.6E 14 120 ?-E/5010 \a.-10 ?-A 0.E-4.>D^ E3>/0

Mh

G 70 2>J0 ||∇εk+1||0 ≤
l(h) ||εk+1||0

P ,MAA -.6 M3 120 350/0?-.6 -.0OM>D-1K 954A
k = 0

14
n
G ME-.6 \QQ P` PXY^>.? 120 9>/1 12>1 L 412

e0
>.?

ε0
J>.-E2 G 70 601 954A \QQ P� PX`^ c

||en+1||20 +
1

2

n∑

k=0

||ek+1− ẽk+1||20 +

n∑

k=0

||ẽk+1−ek||20 +2

n∑

k=0

δt ||∇ẽk+1||20 ≤ 2 γh l(h)
2 δt

L^ �0.>D1K 3>5>A 0105 ?03 0.?0.1 0E1-A >10E
@20 94DD47 -.6 49 120 35449 A >80E ME0 49 >. -?0> -EEM0? 954A 120 30.>D1K A 0124?E>.>DKE-E ;B` G E0/1-4. � PB= P _K D0AA> QQ P� PB >.? \QQ P� PXX^G 70 8.47 12>1 12050 0F -E1E
wk+1

-.
Vh
EM/2 12>1 c

(∇ · wk+1, q) = −(δp̄k+1, q)h ∀q ∈Mh, ||wk+1||1 ≤ c ||δp̄k+1||0 ≤ c δt@20 5-621I2>.? E-?0 49 0OM>1-4. \QQ P` PX�^ 120. 50>?E G ME-.6 \QQ P` PX�I
(i)
^ 945

v = wk+1 c
T1 = 2

δt

r
(∇ · wk+1, εk+1) = 2

δt

r

[
1

δt
(ẽk+1 − ek, wk+1) + (∇ẽk+1,∇wk+1)

]

�0 120. 601 c
|T1| ≤ 2

r
|(ẽk+1 − ek, wk+1)| + 2

δt

r
|(∇ẽk+1,∇wk+1)|

≤ 1

2
||ẽk+1 − ek||20 +

2

r2
||wk+1||20 + δt ||∇ẽk+1||20 +

δt

r2
||∇wk+1||20

≤ 1

2
||ẽk+1 − ek||20 + δt ||∇ẽk+1||20 + c

δt2 + δt3

r2

,MLE1-1M1-.6 12-E L 4M.? -. 0OM>1-4. \QQ P` PX�^ >.? ?5433-.6 120 2-620E1 45?05 105A7 -12 50E3 0/1 14
δt
\45 G 0OM-J>D0.1DKG EM334E-.6 12>1

δt ≤ 1
^ G 70 601 c

||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 +
1

2
||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − εk||2h − ||εk||2h

]
≤ c

δt2

r2



`B
,MAA -.6 120E0 -.0OM>D-1-0E 954A

k = 0
14
k = n

>.? ME-.6 120 9>/1 12>1
e0 = 0

>.?
ε0 = 0

G 70 4L1>-. 120 94DD47 -.6 -.0OM>D-1K c
||en+1||20 +

n∑

k=0

||ek+1 − ẽk+1||20 +
1

2

n∑

k=0

||ẽk+1 − ek||20 +

n∑

k=0

δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εn+1||2h +

n∑

k=0

||εk+1 − εk||2h

]
≤ c

δt

r2

� ����� �� �� �� � Q. 60.05>D G 120 9M./1-4.
l(h)

-. 120 -.0OM>D-1K ||∇εk+1||0 ≤ l(h) ||εk+1||010.?E 14 -.a.-1K 720.
h
10.?E 14 �054 P �45 -.E1>./0 G 945 a.-10 0D0A 0.1 E3>/0E G

l(h)L02>J0E >E
c/h
P �470J05 G 12 -E -.0OM>D-1K /4MD? L 0 -A354J0? -9

εk+1
7>E 8.47. 14/4.J0560 E3>1->DDKG LK 506MD>5-1K 3543 051-0E 49 120 1-A 0 E0A -I?-E/5010 EKE10A E G 14 >9M./1-4.

ε
L0D4.6-.6 14

H1(Ω)
P Q. 12-E /4.?-1-4. G 1>8-.6 4./0 >6>-. 120 0F>A3D049 > /4.945A -.6 \-.

H1(Ω)
^ a.-10 0D0A 0.1 E3>/0 -./DM?-.6 3-0/07 -E0 D-.0>5 34DK.4IA ->DE G 70 74MD? 4L1>-. c ||∇εk+1||0 ≤ c ||ε||1

P �470J05 G 120 /4.J0560./0 49
εk+1 14 >9M./1-4. 7 -12 >

H1
.45A M.-945A DK L4M.?0? 7 -12 50E3 0/1 14 120 1-A 0 E103 >.? 1203 0.>D1K 3>5>A 0105 ?40E .41 E00A 14 L0 /D0>5 -. 120 350E0.1 />E0 G 0J0. -9 .MA05-/>D0F3 05-A 0.1E E00A 14 E247 >

h
IM.-945A L02>J-4M5 P N410 >DE4 12>1 G 720.

r
-E E01 14

�054 G 70 50/4J05 120 MEM>D .4.I-./50A 0.1>D E/20A 0 G 49 72-/2 120 /4.J0560./0 2>EL 00. E1M?-0? -. ;B X= P Q. 12-E />E0 G 120 350EEM50 05545 /4AA -110? -. 120 350?-/1-4.E103 -E E-A 3DK
εk+1 = −p̄k+1

>.? -1E
H1(Ω)

E1>L-D-1K -E 0.EM50? P
@20. 70 />. 354J0 120 94DD47 -.6 E154.605 0E1-A >10 945 120 J0D4 /-1K \>D124M62 -. >70>805 .45A ^ P
����� �� �� �� � ��� ��	 ���U��	 � �� U�U�W ���� W � �� W � W����	 ����� W�W�

r
� � W ���W

 ��
1 ≤ n ≤ N




[
n∑

k=1

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c
δt

r

����  �� ��� ���� W� �
r
� U����U�� �� W �� W

r = 0



[
n∑

k=1

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c l(h) δt

� ��� V �0 E1>51 954A 120 EMA 49 0OM>1-4. \QQ P` PX�I
(i)
^ 7 5-110. >1 1-A 0

k + 1
>.?0OM>1-4. \QQ P` PX�I

(ii)
^ 7 5-110. >1 1-A 0

k
c

1

δt
(ẽk+1 − ẽk, v) + (∇ẽk+1,∇v) + (∇ξ, v) = 0 ∀v ∈ Vh

72050
ξ
-E >. 0D0A 0.1 49

Mh

\
ξ = ϕ+εk+1^ P :244E-.6 v = 2 δt Shẽ

k+1 -. 12-E 0OM>1-4.K-0D?E c
||ẽk+1||2s + ||ẽk+1 − ẽk||2s − ||ẽk||2s + 2δt (∇ẽk+1,∇Shẽk+1) = 0

� >8-.6 ME0 49 D0AA> QQ P� PX 120. K-0D?E c
||ẽk+1||2s + ||ẽk+1 − ẽk||2s − ||ẽk||2s + 2δt

[
c1 ||ẽk+1||20 − c2 inf

w∈Hh

||ẽk+1 − w||20
]
≤ 0



`�
� -.>DDKG /244E-.6

w = ek+1 G 70 4L1>-. c
||ẽk+1||2s + ||ẽk+1 − ẽk||2s − ||ẽk||2s + 2c1δt ||ẽk+1||20 ≤ c2δt ||ẽk+1 − ek+1||20@20 50EMD1 120. 94DD47 E LK EMAA -.6 M3 12-E -.0OM>D-1K 954A

k = 0
14
k = n

G ME-.6D0AA> QQ P` PB >.? G a.>DDKG 120 15->.6D0 -.0OM>D-1KP
@20 350EEM50 05545 0E1-A >10 94DD47 E 954A D0AA> QQ P` PB G >E E1>10? 2050>9105 P
����� �� �� �� � �W ���� �� W �� �� �� W � W����	 ����� W�W�

r
U� ���U��	 � �� U�U�WV �� W�

�� W  �� ��� U�� ����� � �����  ��
1 ≤ n ≤ N




[
n∑

k=1

δt ||εk||20

]1/2

≤ c

r

� ��� V �54A 0OM>1-4. \QQ P` PX�I
(i)
^ G 70 -.905 G ME-.6 120 -.9IEM3 E1>L-D-1K 49 120 ?-E/50I1-�>1-4. c

||εk+1||0 ≤ c

[
1

δt
||ẽk+1 − ek||0 + ||∇ẽk+1||0

]

,OM>5-.6 12-E -.0OM>D-1KG AMD1-3 DK -.6 LK
δt
>.? EMAA -.6 M3 954A

k = 0
14
k = n−1

G70 601 c
n∑

k=1

δt ||εk||20 ≤ c

[
1

δt2

n∑

k=1

δt ||ẽk − ek−1||20 +

n∑

k=1

δt ||∇ẽk||20

]

>.? G 954A D0AA> QQ P` PB c
n∑

k=1

δt ||εk||20 ≤ c

[
1

r2
+
δt

r2

]

� ��� � )& '�$� $� %&�$ +���%��� &"� #� � *&�
� )� 

@2-E E0/1-4. >??50EE0E 120 >.>DKE-E 49 120 E1>.?>5? 3 0.>D1KI354H 0/1-4. A 0124? P �0E2>DD E00 12>1 12-E A 0124? -.205-1E 120 /4.J0560./0 90>1M50E 49 L 412 120 E4I/>DD0?541>1-4.>D 350EEM50I/4550/1-4. A 0124? >.>DKE0? -. ;X<= \UVWV E0/4.?I45?05 /4.J05I60./0 -. 1-A 0 49 120 E3D-11-.6 05545^ >1 D47 J>DM0E 49 120 3 0.>D1K 3>5>A0105 >.? 1203 0.>D1K A 0124? \UVWV /4.J0560./0 >E
δt/r

49 120 E3D-11-.6 05545^ 945 2-62 J>DM0E 49120 3 0.>D1K 3>5>A0105 P @20E0 50EMD1E >50 354J0. -. 174 E03>5>10 EMLIE0/1-4.E P
� ��� �� 	 
� �� �� �� � ��� �� ���� �� � �� ��
� �� �����

���� �
@20 50EMD1E >50 6>12050? -. 120 94DD47 -.6 120450A c



``
������� �� �� ��� �� W  �� ��� U�� ������ � ���  ��

1 ≤ n ≤ N



[
n∑

k=0

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c min(δt2,
δt3/2

r1/2
)

[
n∑

k=0

δt ||∇ẽk||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||εk||20

]1/2

≤ c max(1,
1

r1/2
) δt3/2

@20 35449 49 12-E 50EMD1 94DD47 E /D4E0DK 120 12045K ?0J0D43 0? -. ;X<= P �0 L 06-. 7 -12E1>1-.6 120 EKE10A 49 0OM>1-4.E 72-/2 /4.154DE 120 E3D-11-.6 05545E G J>D-? 945
0 ≤ k ≤

N − 1
c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ẽk+1 − ek, v) + (∇ẽk+1,∇v) + r ch(ẽ

k+1, v) + (∇ψk, v) = 0 ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(ek+1 − ẽk+1, v) + (∇(εk+1 − ψk − r Bhẽ

k+1), v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iii) (ek+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh\Q Q P� PB]^72050
ek+1

G
ẽk+1

G
εk+1

E1>.? 945 120 ?-T050./0 L 01700. G 50E3 0/1-J0DKG 120 0.?I49IE103J0D4 /-1KG 120 350?-/10? J0D4 /-1K >.? 120 350EEM50 4L1>-.0? 7 -12 120 E1>.?>5? 30.>D1KI354H 0/1-4. A0124? \QQ PB PY^ >.? 120 J0D4 /-1K >.? 350EEM50 4L1>-.0? LK 120 /4M3D0?>D645-12A \QQ PB P<^ G >.?
ψk
-E ?0a.0? LK

ψk = pk − p̄k+1 = εk − δp̄k+1
P N410 12>1120 a5E1 0OM>1-4. -E J>D-? -. 3>51-/MD>5 L 0/>ME0 120 L-D-.0>5 945A

ch(ū
k, v)

J>.-E20E945 >.K
k ∈ [1, N ]

>.? >.K
v
-.
Vh
\E00 \QQ PB PC^^ G 72-/2 -E > /4.E0OM0./0 49 1209>/1 12>1 70 ME0 >. >D60L5>-/ 945AMD>1-4. 49 120 3 0.>D1K 105A P Q. 120 4334E-10 />E0 G>. >??-1-4.>D 05545 G ?0/50>E-.6 7 -12 120 A0E2 E-�0 >.? 6547 -.6 7 -12 120 3 0.>D1K3>5>A0105 G 74MD? >33 0>5 P

_K 1>8-.6 120 ?-T050./0 49 12-E EKE10A 49 0OM>1-4.E >1 174 /4.E0/M1-J0 1-A 0 E103E G 704L1>-. 120 0OM>1-4.E 72-/2 /4.154D 120 E3D-11-.6 05545 -./50A 0.1E G 945
1 ≤ k ≤ N−1

c
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(δẽk+1 − δek, v) + (∇δẽk+1,∇v) + r ch(δẽ

k+1, v) + (∇δψk, v) = 0 ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(δek+1 − δẽk+1, v) + (∇(δεk+1 − δψk − r Bhδẽ

k+1), v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iii) (δek+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh\Q Q P� PBX^72050
δẽk+1 = ẽk+1 − ẽk

G
δek+1 = ek+1 − ek

G
δεk+1 = εk+1 − εk

>.?
δψk = ψk −ψk−1

P
Z E > a5E1 E103 G 70 354J0 120 94DD47 -.6 0E1-A >10 P
����� �� �� �� � �� W  �� ��� U�� ������ � ���  ��

1 ≤ n ≤ N



[
n∑

k=1

δt ||δẽk − δek||20

]1/2

≤ c δt5/2

||Bhẽ
n||0 ≤ c

δt3/2

r1/2

||∇(δεn − r Bhẽ
n)||0 ≤ c δt



`�
� ��� V � -5E1 G 70 1>80

v = 2δt δẽk+1 -. \Q Q P� PB XI(i)^ 14 4L1>-. G ME-.6 120 ?0a.-1-4. 49120 L-D-.0>5 945A
ch(·, ·)

c
||δẽk+1||20 + ||δẽk+1−δek||20 − ||δek||20 +2δt ||∇δẽk+1||20 +2rδt ||Bhδẽ

k+1||20 +2δt(∇δψk, δẽk+1) = 0\QQ P� PBB^
@20. G 5045?05-.6 120 105A E -. \QQ P� PB XI

(ii)
^ G 70 601 c

([
δek+1

δt
+ ∇(δεk+1 − r Bhẽ

k+1)] − [
δẽk+1

δt
+ ∇(δψk − r Bhẽ

k)], v) = 0 ∀v ∈ Xh

:244E-.6
v = δt2 ([

δek+1

δt
+∇(δεk+1− r Bhẽ

k+1)]+ [
δẽk+1

δt
+∇(δψk− r Bhẽ

k)]) ∈ XhK-0D?E c
||δek+1||20 + δt2 ||∇(δεk+1 − r Bhẽ

k+1)||20 − ||δẽk+1||20 − δt2 ||∇(δψk − r Bhẽ
k)||20

−2δt(∇(δψk − r Bhẽ
k), δẽk+1) = 0

b0J0D43-.6 120 D>E1 105A K-0D?E c
||δek+1||20 + δt2 ||∇(δεk+1 − r Bhẽ

k+1)||20 − ||δẽk+1||20
−2δt(∇δψk, δẽk+1) + 2rδt(∇Bhẽ

k, δẽk+1) = δt2 ||∇(δψk − r Bhẽ
k)||20\QQ P� PB�^

Z E
Bhẽ

k L0D4.6E 14 Mh

G LK 120 ?0a.-1-4. 49 120 4305>145
Bh

G 70 2>J0 c
(∇Bhẽ

k, δẽk+1) = (Bhẽ
k, Bhδẽ

k+1)h

b0J0D43-.6 G 70 601 c
−2δtr(∇ · δẽk+1, Bhẽ

k) = δtr
[
||Bhẽ

k+1||2h − ||Bhδẽ
k+1||2h − ||Bhẽ

k||2h
] \QQ P� PB`^

�. 120 41205 2>.? G 120 5-621I2>.? E-?0 -. \Q Q P� PB�^ 50>?E c
δt2 ||∇(δψk − r Bhẽ

k)||20 = δt2 ||∇(δεk − r Bhẽ
k) −∇δδp̄k+1||20

≤ δt2(1 + δt) ||∇(δεk − r Bhẽ
k)||20 + δt2(1 +

1

δt
) ||∇δδp̄k+1||20

≤ δt2(1 + δt) ||∇(δεk − r Bhẽ
k)||20 + cδt5

:4AL-.-.6 120E0 174 D>1105 0E1-A >10E 7 -12 120 0OM>1-4.E \Q Q P� PBB^ >.? \QQ P� PB�^ G 704LE05J0 12>1 120 105A
δt r ||Bhδẽ

k+1||2h
-. \Q Q P� PB`^ />. L0 >LE45L 0? -. 120 3 0.>D1K105A -. \QQ P� PBB^ \E00 50A >58 L0D47 ^G >.? 70 601 945

1 ≤ k ≤ N − 1
c

||δek+1||20 + ||δẽk+1 − δek||20 − ||δek||20 + 2δt ||∇δẽk+1||20 + δt r ||Bhδẽ
k+1||20

+δt2 ||∇(δεk+1 − r Bhẽ
k+1)||20 + 2δt r ||Bhẽ

k+1||20 − 2δt r ||Bhẽ
k||20

≤ δt2(1 + δt) ||∇(δεk − r Bhẽ
k)||20 + cδt5

@4 >33DK 120 � 54.7>DD D0AA> G 70 .00? >. 0E1-A >10 945 ||δe1||20
G ||Bhẽ

k||20
>.?

||∇(δε1 − r Bhẽ
1)||20

G UVWV G >E
e0 = 0

>.?
ε0 = 0

G ||e1||20 G ||Bhẽ
k||20

>.?



`<
||∇(ε1 − r Bhẽ

1)||20
P � E-.6 4./0 >6>-.

e0 = 0
>.?

ε0 = 0
G 120 EKE10A 49 0OM>1-4.E/4.154DD-.6 120 E3D-11-.6 05545 >1 120 a5E1 1-A 0 E103 50>?E c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ẽ1, v) + (∇ẽ1,∇v) + r ch(ẽ

1, v) = (∇δp̄1, v) ∀v ∈ Vh

(ii)
1

δt
(e1 − ẽ1, v) + (∇(ε1 − r Bhẽ

1), v) = (∇δp̄1, v) ∀v ∈ Xh

(iii) (e1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh,-./0 G LK >EEMA31-4. G ||∇δp̄1||0 ≤ cδt
G 1>8-.6

v = δt ẽ1
-. 120 a5E1 50D>1-4. K -0D?EME-.6 �4M.6 �E -.0OM>D-1K c

1

2
||ẽ1||20 + δt ||∇ẽ1||20 + rδt ||Bhẽ

1||2h ≤ cδt4

� 0A >58-.6 ||e1||20 = ||ẽ1||20 − ||e1 − ẽ1||20 ≤ ||ẽ1||20
G 12-E 50D>1-4. 6-J0E 120 a5E1 1740E1-A >10E P @20. 1>8-.6

v = ∇(ε1 − r Bhẽ
1)
-. 120 E0/4.? 50D>1-4. >.? ME-.6 12012-5? 4.0 G 70 4L1>-. c

||∇(δε1 − r Bhẽ
1)||20 ≤ cδt2@20 0E1-A >10E 49 120 D0AA> 120. 94DD47 LK >33DK-.6 120 ?-E/5010 � 54.7>DD D0AA>>.? 50A >58-.6 12>1 G LK 4512464.>D-1K 49 120 J0D4 /-1K /4550/1-4. 7 -12 120 ?-E/5010DK?-J0560./0 9500 a0D?E G 70 2>J0 ||δẽk+1 − δek||20 = ||δẽk+1 − δek+1||20 + ||δek+1 − δek||20>.? 12ME ||δẽk+1 − δek+1||20 ≤ ||δẽk+1 − δek||20
P

� ����� �� �� �� � @2-E 35449 -E 120 >.>D46M0 49 120 a5E1 E103 -. 120 >.>DKE-E 49 54I1>1-4.>D 350EEM50I/4550/1-4. A0124?E ;X< G D0AA> ` PX= P _K /4A3>5-E4. G 4.0 A >K .41012>1 120 3 0.>D-�>1-4. -. 120 J0D4 /-1K 350?-/1-4. E103 K -0D?E 174 -A354J0A0.1E P � -5E1 G70 ?4 .41 .00? 14 >LE45L 120 105A 3543451-4.>D 14 ||Bhδẽ
k+1||2h

LK 120 105A 354I3451-4.>D 14 ||∇δẽk+1||20
>1 120 D091I2>.? E-?0 � -1 A 0>.E 12>1 120 A 0124? -E E1>LD072>10J05 120 J>DM0 49

r
A>K L0 >.? G 12-.8-.6 >L4M1 N>J-05I,1480E 0OM>1-4.E G 72>I10J05 120 J>DM0 49 120 J -E/4E-1K A >K L 0 P ,0/4.? G >E 0F3 0/10? G 70 4L1>-. > L 01105/4.154D 49 120 ?-J0560./0 49

ẽk+1
>.?

δẽk+1
\?-J -E-4. LK

r1/2
^ P

� ����� �� �� �� � _K /4.15>E1 7 -12 120 3 0.>D1K A 0124? >.>DKE0? -. 120 350J-4MEE0/1-4. G 70 A>K .410 12>1 12-E L4M.? \>.? 120 50E1 49 120 >.>DKE-E^ E247 E 12>1 120A 0124? 7 -DD 7458 7 -12 > 350EEM50 M3?>10 49 120 945A
pk+1 = pk + ρBhẽ

k+1 + φ
G354J-?0? 12>1

ρ ≤ 2r
P �470J05 G

ρ = r
E00A E 14 >DD47 >. 431-A >D /4.154D 49 L412 120?-J0560./0 49

δẽk+1
>.?

ẽk+1
P

�0 >50 .47 -. 34E-1-4. 14 ?05-J0 05545 0E1-A >10E 945 120 J0D4 /-1KP
����� �� �� �� � �� W  �� ��� U�� ����� � ����  ��

1 ≤ n ≤ N



[
n∑

k=0

δt ||ẽk||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||ek||20

]1/2

≤ c min(δt2,
δt3/2

r1/2
)

� ��� V :4AL-.-.6 \QQ P� PB]I
(i)
^ >.? \QQ P� PB]I

(ii)
^ 7 5-110. >1 120 350J-4ME 1-A 0 E103 G4.0 601E c

1

δt
(ẽk+1 − ẽk, v) + (∇ẽk+1,∇v) + (∇ξ, v) = 0 ∀v ∈ Vh72050

ξ
-E >. 0D0A 0.1 49

Mh

P :244E-.6
v = 2 δt Shẽ

k+1
120. K-0D?E G >E -. 120 3544949 D0AA> QQ P` P` c

||ẽk+1||2s + ||ẽk+1 − ẽk||2s − ||ẽk||2s + 2αδt ||ẽk+1||20 ≤ 2δtcα ||ẽk+1 − ek+1||20



`C
�45

1 ≤ n ≤ N
G EMAA -.6 M3 120E0 0OM>1-4.E 954A

k = 0
14
k = n

K-0D?E c
n∑

k=0

δt ||ẽk+1||20 ≤ c
n∑

k=0

δt ||ẽk+1 − ek+1||20
\QQ P� PB�^

[01
φ
L 0 120 350EEM50 -./50A 0.1 -. 0OM>1-4. \QQ P� PB]I

(ii)
^ G UVWV c

φ = εk+1 − ψk − r Bhẽ
k+1 = δεk+1 + δp̄k+1 − r Bhẽ

k+1

�0 2>J0 954A \QQ P� PB]I
(ii)
^ G 945

0 ≤ k ≤ N − 1
c

||ẽk+1 − ek+1||0 ≤ δt ||∇φ||0@2>.8E 14 D0AA> QQ P� PB G 70 >50 64-.6 .47 14 ?05-J0 174 ?-T050.1 0E1-A >10E 945
||∇φ||0

P �. 4.0 2>.? G 70 2>J0 c
||∇φ||0 ≤ ||∇(δεk+1 − rBhẽ

k+1)||0 + ||∇δp̄k+1||0 ≤ cδt
\QQ P� PB<^

�. 120 41205 2>.? G /244E-.6
v = ∇φ -. \Q Q P� PB]I(ii)^ 6-J0E c

||∇φ||20 =
1

δt
(ẽk+1,∇φ) =

1

δt
(Bhẽ

k+1, φ)h@2ME G LK > 60.05>D-�0? �4-./>5�I�5-0?5-/2E -.0OM>D-1KG E-./0
φ ∈ L2

0

c
||∇φ||0 ≤ c

δt
||Bhẽ

k+1||h ≤ c
δt1/2

r1/2

\QQ P� PBC^
� 01M5.-.6 14 120 -.0OM>D-1K \QQ P� PB�^ G 0E1-A >10E \Q Q P� PB<^ >.? \QQ P� PBC^ K-0D? 120 a5E13>51 49 120 50EMD1 G .>A0DK 120 /4.154D 49

ẽk+1 P @20 E0/4.? 4.0 -E 4L1>-.0? LK 50A >5I8-.6 12>1 G LK /244E-.6
v = 2 δt ek+1

-. 0OM>1-4. \QQ P� PB]I
(ii)
^ G 70 601 c

||ek+1||20 = ||ẽk+1||20 − ||ek+1 − ẽk+1||20 ≤ ||ẽk+1||20

����� �� �� �� � �� W  �� ��� U�� ����� � ����  ��
1 ≤ n ≤ N




[
n∑

k=1

δt ||δẽk||20

]1/2

+

[
n∑

k=1

δt ||δek||20

]1/2

≤ c δt5/2

� ��� V @20 E1>51-.6 34-.1 -E 120 EMA 49 0OM>1-4.E \QQ P� PB XI
(ii)
^ >.? \QQ P� PB XI

(i)
^50E3 0/1-J0DK 7 5-110. >1 1-A 0

k
>.?

k − 1
c

1

δt
(δẽk+1 − δẽk, v) + (∇δẽk+1,∇v) + (∇ξ, v) = 0 ∀v ∈ Vh72050

ξ
-E >. 0D0A 0.1 49

Mh

P �4DD47 -.6 120 E>A 0 D-.0 >E -. 120 35449 49 120 350/0?-.6D0AA> G 70 601 c
n∑

k=0

δt ||δẽk+1||20 ≤ c

n∑

k=0

δt ||δẽk+1 − δek+1||20
@20 a5E1 3>51 49 120 50EMD1 \/4.154D 49

δẽk
^ 120. 94DD47 E LK D0AA> QQ P� PB P @4 4L1>-.120 E0/4.? 3>51 G -1E EMR /-0.1 14 50A >58 12>1 1>8-.6

v = 2 dt δek+1
-. \QQ P� PB XI

(ii)
^K -0D?E c

||δek+1||20 = ||δẽk+1||20 − ||δek+1 − δẽk+1||20 ≤ ||δẽk+1||20



`�
����� �� �� �� � �� W  �� ��� U�� ����� � ����  ��

1 ≤ n ≤ N



[
n∑

k=0

δt ||∇ẽk+1||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||εk+1||20

]1/2

≤ c max(1,
1

r1/2
) δt3/2

� ��� V _K D0AA> QQ P� PB >.? 120 2K34120E-E 4. 120 L-D-.0>5 945A
(·, ·)h

G 120 94DD47 -.6L4M.? 24D?E c

∀q ∈Mh, |(∇ · ẽk+1, q)| = |(Bhẽ
k+1, q)h| ≤ ||Bhẽ

k+1||h ||q||h ≤ c
δt3/2

r1/2
||q||h

≤ c
δt3/2

r1/2
||q||0

,MAA -.6 0OM>1-4.E \QQ P� PB]I
(i)
^ >.? \QQ P� PB]I

(ii)
^ G 70 120. 4L1>-. 954A 120 350/0?-.60E1-A >10 12>1

ẽk+1
>.?

εk+1
4L 0KE 120 94DD47 -.6 EKE10A c





(∇ẽk+1,∇v) + (∇εk+1, v) = − 1

δt
(ek+1 − ek, v) ∀v ∈ Vh

(∇ · ẽk+1, q) = (g, q) ∀q ∈Mh

72050 ||g||0 ≤ c
δt3/2

r1/2

P @20 50EMD1E 94DD47 954A D0AA> QQ P� P< LK E1>L-D-1K 49 120 ,1480E
354LD0A P
� ����� �� �� �� � @20 0E1-A >10E 49 D0AA> QQ P� PC 0F3D4?0 945

r = 0
G 72-/2 -E /D0>5DKEMLI431-A >D G >E 120 E1>.?>5? J>5->.1 49 120 3 0.>D1KI354H 0/1-4. A0124? ?060.05>10E-. 12-E />E0 -.14 120 /D>EE-/>D -./50A 0.1>D 354H 0/1-4. A 0124? G 72-/2 -E 8.47. 14 L0E1>LD0 >.? /4.J0560.1 P @2-E -E ?M0 14 120 9>/1 12>1 120 10/2.-OM0E ME0? -. 12-E 35449 G72-/2 >50 -EEM0? 49 120 >.>DKE-E 49 120 541>1-4.>D J>5->.1 -. ;X<= G ?4 .41 >33DK 14 120/>E0

r = 0
P Z1 12-E 34-.1 G -1 -E 74512 14 .410 12>1 > 541>1-4.>D J05E-4. 49 120 3 0.>D1KI354H 0/1-4. E/20A0 />. L0 ?0a.0? LK H ME1 >??-.6

µBhũ
k+1 14 120 350EEM50 -./50A 0.1 G72050

µ
E1>.?E 945 120 J-E/4E-1K \2050 G

µ = 1
^ P Q. 41205 745?E G 120 541>1-4.>D 3 0.>D1KI354H 0/1-4. >D645-12A -E 4L1>-.0? LK 503D>/-.6
r
LK

r + µ
-. \Q Q PB PYI

(ii)
^ >.? D0>J -.6\QQ PB PYI

(i)
^ >.? \QQ PB PYI

(iii)
^ M./2>.60? P �45 12-E A 0124? G 120 350E0.1 >.>DKE-E K -0D?E120 E>A 0 0E1-A >10E >E -. D0AA> QQ P� PC G 7 -12

r
/2>.60? 14

r+µ
G >.? 120 L4M.? ?40E.41 0F3D4?0 >.KA450 945

r = 0
P @2-E E/20A 0 2>E L 00. 10E10? .MA 05-/>DDK -. ;X�= �54M62DK E3 0>8-.6 G 120 50EMD1E 945 120 J0D4 /-1K >50 D091 M./2>.60? 72-D0 G 945 D47 J>DM0E49

r
G 120 350EEM50 >3354F -A >1-4. -E E-6.-a/>.1DK -A354J0? P

� ��� �� 	
� �� �� �� � ��� � �� ���� �� � �� ��
� �� �����
���� �

Q. 12-E E0/1-4. G 70 0E1>LD-E2 0E1-A >10E 72-/2 ?0E/5-L 0 120 L 02>J-4M5 49 120 E1>.?>5?30.>D1KI354H 0/1-4. A0124? >1 2-62 J>DM0E 49 120 3 0.>D1K 3>5>A 0105
r
P @20 50EMD1E 4912-E E0/1-4. >50 6>12050? -. 120 94DD47 -.6 120450A P



`Y
������� �� �� �� � ��� ��	 ���U��	 � �� U�U�W ���� W � �� W � W����	 ����� W�W�

r
� �� W

 �� ��� U�� ������ � ���  ��
1 ≤ n ≤ N




||en||0 + ||ẽn||0 +

[
n∑

k=0

δt ||∇ẽk||20

]1/2

≤ c
δt1/2

r
[

n∑

k=0

δt ||ek||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||ẽk||20

]1/2

≤ c
δt

r

||εn||h ≤ c
1

r1/2

[
n∑

k=0

δt ||εk||20

]1/2

≤ c
1

r

@20 E1>51-.6 34-.1 945 12-E 3>51 49 120 >.>DKE-E -E .47 120 EKE10A \QQ PB PX]^ P _K1>8-.6 120 ?-T050./0 7 -12 120 J>5->1-4.>D 945AMD>1-4. 49 120 /4M3D0? EKE10A \QQ PB P<^G70 4L1>-. > EKE10A 49 0OM>1-4.E /4.154DD-.6 120 E3D-11-.6 05545E c
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i)
1

δt
(ẽk+1 − ek, v) + (∇ẽk+1,∇v) + (∇ε̃k+1, v) = 0 ∀v ∈ Vh

(ii) −(ẽk+1,∇q) +
1

r
(ε̃k+1 − εk, q)h = −1

r
(δp̄k+1, q)h ∀q ∈Mh

(iii)
1

δt
(ek+1 − ẽk+1, v) + (∇(εk+1 − ε̃k+1), v) = 0 ∀v ∈ Xh

(iv) (ek+1,∇q) = 0 ∀q ∈Mh

\QQ P� PB�^

72050
ε̃k+1

E1>.?E 945 120 ?-T050./0 L 01700. 120 -.105A 0?->10 350EEM50
p̃k+1

>.? 120350EEM50 6-J0. LK 120 /4M3D0? >D645-12A c
ε̃k+1 = p̃k+1 − p̄k+1

P
�0 120. L 06-. LK 354J-.6 120 94DD47 -.6 E01 49 0E1-A >10E P
����� �� �� ��� � ��� ��	 ��� U��	 � �� U�U�W ���� W � �� W � W����	 ����� W�W�

r
� �� W

 �� ��� U�� ������ � ���  ��
1 ≤ n ≤ N




||en||0 + ||ẽn||0 +

[
n∑

k=0

δt ||∇ẽk||20

]1/2

≤ c
δt1/2

r
[

n∑

k=0

δt ||ek − ẽk||20

]1/2

+

[
n∑

k=0

δt ||ẽk − ek−1||20

]1/2

≤ c
δt

r

||εn||h ≤ c
1

r1/2

� ��� V :244E-.6
v = 2 δt ẽk+1

-. \Q Q P� PB�I
(i)
^ G 70 601 945

k = 0, . . . , N − 1
c

||ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20 + 2δt(ẽk+1,∇ε̃k+1) = 0
\QQ P� PBY^

@>8-.6
q = 2 δt ε̃k+1

-. \Q Q P� PB�I
(ii)
^ K -0D?E c

−2δt(ẽk+1,∇ε̃k+1) +
δt

r

[
||ε̃k+1||2h + ||ε̃k+1 − εk||2h − ||εk||2h

]
= −2δt

r
(δp̄k+1, ε̃k+1)h\QQ P� P�]^



�]
@20. G 1>8-.6

v = 2 δt ek+1 -. \Q Q P� PB�I(iii)^ G 4.0 4L1>-.E 7 -12 \QQ P� PB�I(iv)^ c
||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 − ||ẽk+1||20 = 0

\Q Q P� P�X^
� -.>DDKG D01

ξ ∈Mh

L0 ?0a.0? LK c
(∇ξ,∇q) = (εk+1, q)h ∀q ∈Mh:244E-.6

v = 2∇ξ -. \QQ P� PB�I(iii)^ K -0D?E c
2

δt
(ek+1−ẽk+1,∇ξ)+2(∇(εk+1−ε̃k+1),∇ξ) =

2

δt
(ek+1−ẽk+1,∇ξ)+2(εk+1−ε̃k+1, εk+1)h = 0

>.? 12ME c
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − ε̃k+1||2h − ||ε̃k+1||2h

]
= −2

r
(ek+1 − ẽk+1,∇ξ)

_K 0OM>1-4. \QQ P� PB]I
(ii)
^ G 120 5-621 2>.? E-?0 49 120E0 D>1105 0OM>1-4. 50>?E c
−2

r
(ek+1 − ẽk+1,∇ξ) =

2δt

r
(∇φ,∇ξ)

72050
φ
-E 120 350EEM50 -./50A 0.1 ?0a.0? -. 120 35449 49 D0AA > QQ P� P� G 72-/2 -E8.47. 954A -.0OM>D-1-0E \Q Q P� PB<^ >.? \QQ P� PBC^ >.? 120 �4-./>5�I�5-0?5-/2E -.0OM>D-1K14 E>1-E9K c

||φ||h ≤ cδt , ||φ||h ≤ c
δt1/2

r1/2_K 120 ?0a.-1-4. 49
ξ
G 70 120. 601 c
−2

r
(ek+1 − ẽk+1,∇ξ) =

2δt

r
(εk+1, φ)h

>.? G a.>DDK c
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − ε̃k+1||2h − ||ε̃k+1||2h

]
=

2δt

r
(εk+1, φ)h

\Q Q P� P�B^
,MAA -.6 M3 120 94M5 0OM>1-4.E \Q Q P� PBY^I \QQ P� P�B^G 70 2>J0 c

||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − ε̃k+1||2h + ||ε̃k+1 − εk||2h − ||εk||2h

]

= −2δt

r
(δp̄k+1, ε̃k+1)h +

2δt

r
(εk+1, φ)h

�0 ?0/4A34E0 120 D>E1 105A 49 12-E 0OM>1-4. 14 4L1>-. c
||ek+1||20 + ||ek+1 − ẽk+1||20 + ||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + 2δt ||∇ẽk+1||20

+
δt

r

[
||εk+1||2h + ||εk+1 − ε̃k+1||2h + ||ε̃k+1 − εk||2h − ||εk||2h

]

=
2δt

r
(−δp̄k+1 + φ, ε̃k+1)h

︸ ︷︷ ︸
T1

+
2δt

r
(εk+1 − ε̃k+1, φ)h

︸ ︷︷ ︸
T2

\Q Q P� P��^



�X
� E-.6 120 E>A0 15-/8 >E -. 120 35449 49 D0AA> QQ P` PB >.? 1>8-.6 L0.0a1 954A 120 9>/112>1 L412 ||δp̄k+1||0

>.? ||φ||h
>50 8.47. 14 L0 L 4M.?0? LK

c δt
G 70 /244E0

w ∈ VhEM/2 12>1 c
(∇ · w, q) = (−δp̄k+1 + φ, q)h ∀q ∈Mh, ||w||1 ≤ c δt_K 0OM>1-4. \QQ P� PB�I

(i)
^ G 70 120. 2>J0 c

T1 =
2δt

r
(∇ · w, ε̃k+1) = −2δt

r
(w,∇ε̃k+1) =

2δt

r

[
1

δt
(ẽk+1 − ek, w) + (∇ẽk+1,∇w)

]

>.? 12ME c
|T1| ≤ 1

2
||ẽk+1 − ek||20 +

2

r2
||w||20 + δt ||∇ẽk+1||20 +

δt

r2
||∇w||20

≤ 1

2
||ẽk+1 − ek||20 + δt ||∇ẽk+1||20 + c

δt2

r2Q. >??-1-4. G ME-.6 120 9>/1 12>1 ||φ||2h
-E 8.47. 14 L0 L 4M.?0? LK

c δt/r
c

|T2| ≤
δt

2r
||εk+1 − ε̃k+1||2h +

2δt

r
||φ||2h ≤ δt

2r
||εk+1 − ε̃k+1||2h + c

δt2

r2

� 01M5.-.6 14 0OM>1-4. \QQ P� P��^ >.? >LE45L-.6 105A E G 70 120. 4L1>-. c
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||ẽk+1 − ek||20 − ||ek||20 + δt ||∇ẽk+1||20
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G >E > 9M./1-4. 49 120 1-A 0 E103 P

1e+0 1e+1 1e+2 1e+3
penalty parameter

1e-9

1e-8

1e-7

1e-6

1e-5

1e-4

1e-3
time step = dt = 0.1
time step = dt/2
time step = dt/4
time step = dt/8
time step = dt/16
time step = dt/32
time step = dt/64
time step = dt/128
time step = dt/256

��� � Q Q P< � ,1>.?>5? A0124? I
L2
.45A 49

ẽ
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(un+1 − ũn+1) · (un+1 − v) = 0 ∀v ∈ H

_K 120 50D>1-4. \QQQ PB PC>^G -.1065>1-.6 LK 3>51E >.? ME-.6 120 ?0a.-1-4. 49
H
K-0D?E c

0 =

∫

Ω

∇φ · (un+1 − v)

=

∫

∂Ω

φ (un+1 − v) · n−
∫

Ω

φ ∇ · (un+1 − v)

=

∫

∂ΩN

φ (un+1 − v) · n ∀v ∈ H



<�
72-/2 -E E>1-Ea0? -9 120 94DD47 -.6 b -5-/2D01 L4M.?>5K /4.?-1-4. 945

φ
24D?E c

φ = 0
4.

∂ΩN

� -.>DDKG
φ
-E 120. 120 E4DM1-4. 49 120 94DD47 -.6 0DD-31-/ 354LD0A c

∆φ =
βq %

∆t
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]
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